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Capítulo 1

Introducción

La tendencia actual de la Robótica es dotar a los robots de un alto gra-

do de autonomía. Así, el usuario le describirá qué tarea debe realizar en lugar

de cómo llevarla a cabo. Los robots autónomos son especialmente interesantes

para diversas aplicaciones como agricultura, construcción, ayuda a discapacita-

dos, fabricación, exploración espacial y submarina, etc. En estas aplicaciones no

existe un conocimiento detallado del entorno, las tareas son poco repetitivas e

incluso se realizan en entornos peligrosos o en los que no es posible el acceso

a personas (ambientes contaminados). Estas características obligan a utilizar

robots controlados de forma remota o robots que cuenten con un mayor grado

de inteligencia.

En los sectores donde el robot se ha adaptado de forma óptima, como la

industria del automóvil o la de fabricación, éste realiza tareas repetitivas (sol-

dadura, paletización, montaje) ejecutando secuencias de movimientos que pre-

viamente le ha programado un operador. Estas operaciones las realiza en un

entorno de trabajo estructurado ( [?]). Incluso para su implantación en estos

procesos se está tratando de dotarle de la capacidad de generar de forma inte-

ligente y automática estas secuencias de movimientos.

La evolución hacia robots autónomos supone dejar a un lado el clásico mé-

todo de aprendizaje y repetición de secuencias de movimiento e implantar otro,

donde los robots serán capaces de aceptar descripciones de alto nivel sobre las

tareas que deben realizar y ejecutarlas sin la intervención de operadores. En este
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2 Capítulo 1. Introducción

progreso están implicadas diferentes disciplinas como la Inteligencia Artificial,

las Ciencias de la Computación, el Control Automático, la Tecnología de los

Computadores y la Ingeniería Mecánica. Sin embargo, estas disciplinas no están

lo suficientemente desarrolladas como para resolver las situaciones planteadas

por los robots autónomos. En muchas ocasiones se utilizan robots que cuentan

con un mando remoto (robots teleoperados), aunque los principales centros de

investigación en Robótica han orientado desde hace tiempo sus esfuerzos hacia

los sistemas robóticos autónomos.

1.1. Estructura de Tareas en Robótica

A un ser humano, aparentemente, la capacidad de planificar sus propias

acciones no le plantea una gran dificultad puesto que, en buena parte, la inte-

racción con su entorno se realiza de forma inconsciente. Esta inconsciencia se

torna en desconocimiento a la hora de intentar duplicarla en un programa de

ordenador que se encargue de controlar un robot. Para llevar a cabo la emula-

ción de actividades ( [?]) realizadas por el ser humano se necesita desarrollar

tecnologías como el razonamiento automatizado, la percepción y el control. Para

dar una idea de la enorme complejidad del tema, en los siguientes apartados se

van a comentar las disciplinas y las tareas implicadas más directamente en el

desarrollo de robots autónomos, tomando como base el diagrama que aparece

en la figura 1.3.

Como el robot realiza una tarea ejecutando secuencias de movimientos en un

espacio de trabajo ocupado por objetos, es necesario, por un lado, estudiar su

cinemática y por otro, disponer de una descripción del entorno, lo que constituye

el objetivo de los dos apartados siguientes.

1.1.1. Cinemática

La cinemática se interesa por la descripción analítica del movimiento espa-

cial del robot, con respecto a un sistema de referencia, como una función del

tiempo. En cualquier instante de tiempo es necesario determinar el conjunto de

parámetros (configuración) que definen la posición y orientación de todos los

puntos del robot con respecto de un sistema de referencia fijo.
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La determinación de este conjunto de parámetros está ligado íntimamente

con la geometría del robot, ( [?]) pudiéndose diferenciar entre robots formados

por un único elemento rígido y los que cuentan con una serie de elementos,

rígidos o no, unidos por articulaciones. Asimismo, existen robots que se pueden

mover libremente dentro de un espacio de trabajo mientras que otros tienen un

punto fijo.

Dependiendo de su geometría el robot podrá adoptar una serie de configu-

raciones, denominándose espacio de las configuraciones del robot (C-espacio)

al conjunto de todas sus posibles configuraciones. Este concepto que es esen-

cialmente una herramienta de representación, fue introducido en Robótica por

Lozano-Pérez, y ocupará un papel fundamental en este trabajo de investiga-

ción. Cada punto del C-espacio es una tupla de una cierta dimensión, donde

se especifican los valores para los parámetros que corresponden con los grados

de libertad del robot. La posición y la orientación del robot en su espacio de

trabajo queda completamente determinada si se especifican los valores para los

grados de libertad del robot.

Por ejemplo, supóngase que el robot es un disco que puede moverse y girar

libremente en el plano con unas determinadas dimensiones [0, a] × [0, b], tal y

como aparece en la figura 1.1. Para describir una configuración arbitraria del

robot en un determinado punto del plano hay que especificar las coordenadas

de ese punto, con respecto a un sistema de referencia fijo. Por tanto, una con-

figuración vendría dada por la tupla de dimensión dos (x, y). Su espacio de las

configuraciones estaría formado por todos los pares de coordenadas (x, y), don-

de x e y son números reales que pueden tomar valores en un intervalo cuyas

dimensiones dependen de las del espacio de trabajo.

En la figura 1.1 aparece un robot articulado en el plano, cuya cadena ci-

nemática está formado dos elementos conectados mediante una articulación de

revolución. Además, el primer elemento puede girar respecto a un eje perpendi-

cular al plano. Una configuración arbitraria del robot viene especificada dando

el valor del ángulo que forma el primer elemento con el eje x y el valor del ángulo

que forma el segundo elemento respecto del primero. Por tanto, una configura-

ción viene dada por la tupla de bidimensional (θ1, θ2). En este caso el espacio de

las configuraciones está formado por todas las tuplas (θ1, θ2) con θ1, θ2 ∈ [0, 2π).
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Figura 1.1: Robot móvil y robot articulado en el plano

1.1.2. Percepción

Los manipuladores más implantados en la industria desarrollan su trabajo

en un entorno perfectamente estructurado, donde se conocen de antemano las

posiciones donde se encuentran los objetos que tienen que manejar o que forman

parte del mobiliario industrial. Sin embargo, los robots autónomos necesitan dis-

poner de información del entorno con el cual deben interaccionar. Por ejemplo,

si se trata de un robot móvil encargado de transportar objetos por un pasillo

es necesario que disponga de la situación de los elementos de su entorno, que

lógicamente se modifica.

En este sentido, la capacidad sensorial del robot se encarga de realizar las

labores de percepción de información y juega un papel fundamental en el de-

sarrollo de los sistemas robóticos inteligentes. En principio, hay una variedad

de sensores que son utilizados en Robótica ( [?]). pero los de visión ocupan un

papel fundamental. A partir de la información recogida por ellos se puede llegar

a disponer de una descripción del entorno, en concreto de todos los puntos del

espacio de trabajo que están ocupados por los objetos. En este trabajo de inves-

tigación se supondrá que se dispone ya de una información exacta y completa

de su entorno.

Realizar en el espacio de las configuraciones algunas de las tareas implicadas

en el desarrollo de robots autónomos presenta grandes ventajas, como se ana-

lizará en apartados sucesivos. Para beneficiarse de estas ventajas es necesario

representar a los obstáculos en el espacio de las configuraciones. La descripción

geométrica del robot junto con la descripción de su entorno permitirán conocer

el conjunto de configuraciones del robot que producen colisión con los obstáculos
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(figura 1.3).

En este espacio también deben estar representadas las restricciones que el

propio robot presenta sobre su movimiento. Entre éstas destacan las debidas a

las colisiones con los distintos elementos que componen la cadena cinemática

del robot, como ocurre en los articulados. Otro conjunto de restricciones son

las que impone el propio diseño de la cadena cinemática, por ejemplo los topes

mecánicos en las articulaciones.

Con estas consideraciones, los puntos del espacio de las configuraciones se

pueden clasificar en dos grupos: prohibidos y permitidos. El primero está cons-

tituido por las configuraciones donde el robot puede chocar con los obstáculos,

chocar con alguno de sus elementos y sobrepasar alguna restricción mecánica. El

segundo grupo de puntos lo componen aquellas configuraciones que son seguras

para el robot y libres de algún tipo de colisión. El conjunto de configuracio-

nes prohibidas se denomina obstáculo en el espacio de las configuraciones o

C-obstáculo. La determinación de forma explícita de este conjunto de configu-

raciones prohibidas constituye el objetivo en el cual se ha centrado este trabajo

de investigación.

1.1.3. Planificación de tareas

Como se puede observar en la figura 1.3, la planificación de tareas se en-

cuentra en el nivel superior de esta jerarquía de disciplinas implicadas en la

creación de robots autónomos. Un planificador de tareas se puede ver como un

bloque lógico con una entrada y una salida. La entrada sería una descripción de

la tarea que el usuario desea que ejecute el robot y la salida sería el conjunto de

operaciones necesarias para su realización ( [?]).

Por ejemplo, supóngase que el robot es un manipulador que se encuentra

en una planta de fabricación de bolígrafos, más concretamente en la línea de

montaje. La entrada al planificador sería montar un bolígrafo. El planificador

dividiría la tarea en las cuatro operaciones siguientes:

1. coger la carcasa y colocarla en un soporte,

2. coger la vaina con la recarga de tinta e introducirla dentro de la carcasa,

3. coger el capuchón y situarlo en un extremo,
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4. transportar el bolígrafo a la línea de embalado.

A pesar de la sencillez del ejemplo, en general, la etapa de planificación de

tareas puede ser sumamente compleja, porque la tarea en sí misma lo sea o

porque se deseen introducir mejoras adicionales, como pueden ser la tolerancia

a fallos, la optimización del tiempo de ejecución, la integración con el resto de

los componentes de línea de fabricación, etc.

1.1.4. Planificación de movimientos

Se ha mostrado como el planificador de tareas ha desglosado una tarea com-

pleja en un conjunto de operaciones más sencillas, donde cada una de éstas

consiste en coger una pieza en un determinado punto del espacio y colocarla en

otro. Las posiciones iniciales y finales de cada subtarea constituyen las entra-

das al planificador de movimientos (figura 1.3). Este se encarga de encontrar

un camino que conecte el punto origen y el punto destino sin que se produzcan

colisiones con los obstáculos que ocupan parcialmente su entorno de trabajo, o

devolver un fallo si este camino no existe.

Por ejemplo, para la tercera operación del montaje de un bolígrafo, las en-

tradas al planificador de movimientos serían la posición A donde se encuentra el

capuchón y la posición B del extremo del bolígrafo. Su salida sería la secuencia

de movimientos que le permiten desplazarse desde A a B, sin que choque con

los objetos que se encuentran en su entorno de trabajo o viole alguna de las

restricciones que el robot mismo impone sobre su movimiento.

Un punto de vista incorrecto y muy extendido es el que considera que la

planificación de movimientos consiste esencialmente en detectar colisiones. Ade-

más, se ocupa de calcular caminos libres de colisiones entre obstáculos móviles,

de coordinar el movimiento de varios robots, de planificar movimientos para

empujar y deslizar objetos con el fin de lograr relaciones exactas entre estos, de

planificar la manera de coger los objetos de forma estable, etc.

1.1.5. Control de movimientos

El resultado obtenido por el planificador de movimientos es un camino que

especifica la secuencia continua de configuraciones que el robot debe recorrer
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para alcanzar la configuración final. La tarea fundamental del controlador en

tiempo real es lograr que el robot realice esta secuencia de movimientos, es

decir, siga el camino generado, actuando sobre él. En concreto, dado un camino,

el controlador tiene que encontrar la función temporal que define los pares a

aplicar a los actuadores del robot en cada instante de tiempo y aplicarlos ( [?]).

Normalmente esta etapa se puede dividir en dos pasos (figura 1.3). El prime-

ro, denominado generación de trayectorias, consiste en definir el perfil de velo-

cidad a lo largo del camino. Este paso se puede realizar antes de la ejecución del

movimiento. El segundo, denominado seguimiento de la trayectoria, consiste en

calcular los pares que se deben aplicar a los actuadores en cada momento para

realizar el movimiento deseado. En este paso se utiliza, directa o indirectamen-

te, la dinámica del robot para calcular el par que tiene que ser aplicado a cada

actuador. Si la dinámica utilizada por el controlador fuera un modelo perfecto,

no sería necesario disponer de un sistema realimentado. Sin embargo, debido a

las diferentes perturbaciones y a la inestabilidad, es necesario disponer de sen-

sores para determinar la desviación entre el estado deseado y el estado actual

del robot. Mientras se está ejecutando el movimiento, el controlador calcula los

pares que tienden a eliminar esta desviación.

La figura 1.2 muestra la relación entre el planificador de movimientos, el

generador de trayectorias, el controlador y el robot. El camino τ proporcionado

por el planificador de movimientos es la entrada al generador de trayectorias,

que determina la dependencia temporal de los parámetros que definen una con-

figuración. La salida del generador de trayectorias, que son las configuraciones

deseadas qd como una función del tiempo, se introduce en el controlador. Este

calcula los pares P que han de ser aplicados a cada actuador, a partir de la

diferencia entre la configuración actual qs, medida por los sensores, y la confi-

guración deseada qd.

La arquitectura presentada en la figura 1.2 es clásica, ya que separa la etapa

de planificación de movimientos de la etapa de control. Su ventaja al dividir el

problema es decidir un movimiento en varias etapas claramente definidas. Pero

esto podría llevar a movimientos poco eficientes. Por ejemplo, si el controlador

intenta minimizar el tiempo de ejecución, la geometría de los caminos previa-

mente calculada puede que no permita al controlador aprovechar completamente
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Figura 1.2: Controlador de movimientos

la capacidad de los actuadores. Probablemente, un mejor planteamiento es te-

ner en cuenta, durante la planificación de movimientos, la dinámica del robot

junto con los límites de saturación de los actuadores y, así, generar caminos que

permitan ejecutar movimientos cuasi-óptimos en el tiempo. Se han propuesto

varias técnicas para implementar este planteamiento [?], [?], [?], [?]. Estas

técnicas podrían llegar a ser particularmente importantes cuando el robot tra-

baje en un entorno dinámico entre obstáculos móviles, cuando la tarea se tenga

que efectuar dentro de unos estrictos límites de tiempo (por ejemplo, debido a

que se relacione con un proceso externo), o cuando se tenga que optimizar la

productividad del robot (por ejemplo, en fabricación).

1.2. Ventajas de Trabajar en el Espacio de las

Configuraciones

En esta sección se van a analizar las principales ventajas que se obtienen al

realizar las tareas implicadas en el desarrollo de robots autónomos en espacio

de las configuraciones en lugar de en el espacio de trabajo, tomando como base

la descripción de tareas de la figura 1.3.

Como característica fundamental hay que resaltar el hecho de que en el es-

pacio de las configuraciones el robot se reduce a un punto. A lo largo de este

apartado, se expondrá cómo se pueden beneficiar de este hecho la planificación
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de movimientos, la generación de trayectorias y el control de movimientos. Sin

embargo, aparece el problema adicional de obtener el conjunto de configuracio-

nes prohibidas (C-obstáculos), que engloba a las configuraciones que producen

colisión, bien con los obstáculos o con alguno de los elementos de su cadena

cinemática, y las que sobrepasan alguna restricción mecánica. Así, también se

expondrá cómo se puede optimizar esas tres tareas, si se dispone del conjunto

de restricciones, tanto internas como externas, sobre el movimiento del robot.

La planificación de movimientos se puede realizar tanto en el espacio de

trabajo como en el espacio de las configuraciones. Trabajando en el espacio de las

configuraciones se reduce drásticamente el problema de encontrar la secuencia

de configuraciones que el robot tiene que recorrer hasta llegar a uno de los

destinos intermedios, ya que supone planificar los movimientos de un punto.

Sin embargo, realizar esta tarea en el espacio de trabajo supone planificar los

movimientos de los distintos elementos que forman parte del robot.

Además, tiene como ventaja adicional que la comprobación de si existe o

no colisión del robot con los obstáculos o entre sus elementos se reduce a la

verificación de si el punto que representa al robot pertenece o no a los obstáculos

representados en dicho espacio, es decir, si pertenece o no al C-obstáculo.

Los algoritmos de seguimiento de trayectorias se pueden simplificar si se

trabaja en el espacio de las configuraciones, ya que las variables que definen una

configuración constituyen las referencias para el controlador. Además, dichos

algoritmos se pueden beneficiar de disponer explícitamente de las restricciones

que los obstáculos imponen en las variables de control.

Asimismo para los algoritmos de generación de la trayectoria es muy útil

conocer las configuraciones que producen colisión o no con los obstáculos. De

esta forma el perfil de velocidad se puede generar teniendo en cuenta la distancia

entre las configuración planificada y la que produce colisión, entre otros criterios.

En el planteamiento expuesto previamente, donde se consideraban de forma

conjunta las etapas de planificación y control de movimientos, se tuvieron en

cuenta las restricciones en el control debidas a la naturaleza de los actuadores.

Sin embargo, no se consideraron áquellas que son producidas por la presencia

de obstáculos en el espacio de trabajo. La mayoría de los trabajos que abordan

la planificación dinámica no disponen de una representación de los obstáculos
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en un espacio de las configuraciones. Esto supone una dificultad adicional a las

que esta filosofía presenta, pues hay que considerar que se trata de un problema

de optimización temporal de elevada complejidad. El disponer explícitamente

de una representación de los obstáculos en el espacio de las configuraciones no

resuelve el problema, pero simplifica de forma muy significativa su consecución.

1.3. Antecedentes

En este apartado se revisarán los principales trabajos de investigación que

se han realizado sobre la representación de los obstáculos en el espacio de las

configuraciones. De esta forma se analizará el estado actual de este área de

investigación, con el objetivo de poner de manifiesto las principales aportaciones

de este trabajo.

Como ya se ha comentado, la resolución de un problema de planificación

o de control resulta mucho más fácil en el espacio de las configuraciones, C-

espacio, que en el espacio de trabajo del robot, ya que en el primero de ellos la

posición y la orientación del robot se caracterizan con un único punto. En él cada

coordenada representa un grado de libertad en la posición o en la orientación

del robot. Esta idea de reducir el robot a un punto en un espacio apropiado fue

introducida por Udupa [?], aunque el término espacio de las configuraciones

todavía no se había utilizado. Más tarde, Lozano-Pérez [?] adoptó la noción de

espacio de las configuraciones de la Mecánica y la popularizó en la planificación

de movimientos.

Como se podrá observar a lo largo de esta revisión, el avance en el cálculo del

C-espacio siempre ha ido ligado a la planificación de movimientos. Sin embargo,

también la noción de espacio de las configuraciones se ha utilizado directamente

en control [?] o incluso intentando unificar ambas etapas [?].

En la planificación de caminos, existen métodos que no necesitan representar

de forma explícita los obstáculos en el C-espacio. Entre ellos, un primer grupo

realizan la detección de colisiones únicamente para los caminos calculados, como

en [?], [?] y [?]. Un segundo grupo [?] supone que existe el C-espacio y el

movimiento se planifica sobre o entre superficies del C-espacio, aunque éstas no

se calculan de forma explícita. Los algoritmos de planificación que se encuentran



1.3. Antecedentes 11

ENTORNO

USUARIO

PLANIFICADOR
DE TAREAS

GENERADOR DE
 TRAYECTORIA

PLANIFICADOR
DE MOVIMIENTOS

SECUENCIA DE
OPERACIONES

 CAMINO

TOPOLOGIA 
DEL ESPACIO

DE LAS 
CONFIGURACIONES

TRAYECTORIA

CINEMATICA

CONTROLADOR DE
 TRAYECTORIA

PERCEPCION

DESCRIPCION 
DEL ENTORNO

ROBOT

DESCRIPCION 
GEOMETRICA ACTUADORES

ESPACIO DE TRABAJO

Figura 1.3: Diagrama de tareas en Robótica

en uno de ambos grupos pierden información global sobre el espacio de las

configuraciones, lo que puede conllevar a problemas en la planificación, tales

como oscilaciones, caídas en mínimos locales, etc.
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Entre los algoritmos de planificación que calculan los C-obstáculos explíci-

tamente ( [?] [?] [?] [?] [?] [?] se encuentran los que abordan el problema en

una única etapa, mientras que otros lo realizan en dos etapas separadas. Este

último planteamiento fue propuesto por Lozano-Pérez [?], que divide la tarea

de planificación de caminos en:

1. el problema de calcular el conjunto de configuraciones seguras, denomina-

do findspace,

2. el problema de calcular una secuencia de configuraciones a partir del con-

junto de configuraciones seguras, denominado findpath.

La representación de los obstáculos en el espacio de las configuraciones (C-

obstáculos), aunque es muy útil como punto de partida en el problema de find-

path, está relacionada exclusivamente con el problema de findspace.

Dentro de los trabajos que siguen el planteamiento propuesto por [?] se

encuentra un grupo ( [?] [?] [?] [?]) donde en la etapa de findspace se genera,

además, una descripción topológica sobre los C-obstáculos. Esta se puede utilizar

en la etapa de findpath como información adicional para guiar la búsqueda.

De todas formas, tanto los que calculan directamente los obstáculos en el

C-espacio como los que los utilizan de forma implícita, resaltan el problema

del tiempo de cálculo que esta representación lleva asociado. En general, como

se mostrará seguidamente, depende del número de vértices del robot y de los

obstáculos.

La mayoría de los trabajos que calculan explicítamente los C-obstáculos tra-

tan el problema de un objeto rígido que se mueve libremente (robot móvil) en

un espacio de trabajo ocupado parcialmente por obstáculos. Normalmente, con-

sideran que los objetos en el espacio de trabajo, tanto obstáculos como el robot,

están representados por modelos algebraicos. Esto incluye que ambos se puedan

representar mediante polígonos o poliedros. Inicialmente se restringen a obje-

tos convexos y, posteriormente, contemplan objetos no convexos. Esta extensión

supone una carga computacional adicional, asociada con la descomposición en

objetos convexos.

En [?] se propone un método para calcular la representación del límite de un

C-obstáculo cuando los objetos son polígonos convexos. El algoritmo propues-
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to es bastante óptimo, pues calcula los vértices del C-obstáculo, que también

es convexo, en un tiempo de cálculo c, siendo nA y nB el número de vértices

del robot y del obstáculo, respectivamente. En [?] se plantea un algoritmo con

un tiempo de cálculo de O(n2
An2

B log(nAnB)) cuando el robot (que se trasla-

da y no rota) y los obstáculos son polígonos no convexos. En [?] y en [?]

se describen métodos generales para polígonos convexos y no convexos, cuando

el robot se desplaza y gira libremente, y se obtiene el límite del C-obstáculo

en un tiempo O(n3
An3

B) y O(n3
An3

B log(nAnB)), respectivamente. En cuanto a

espacios de trabajo poliédricos, en [?] se presenta una extensión de su algorit-

mo poligonal; en [?] se calcula la representación del límite del C-obstáculo en

O(nA + nB + nAnB); y el algoritmo propuesto en [?] construye el C-obstáculo

en O(n3
An3

B log(nAnB)).

Todos estos procedimientos proporcionan una representación explícita del

límite de un C-obstáculo para un robot móvil, como una lista de caras, lados

y vértices, con sus ecuaciones y su relación topológica de adyacencia. Existen

otros trabajos ( [?], [?], [?] y [?]) que siguen otra línea de investigación clara-

mente diferente y conceptualmente más sencilla. En concreto, proponen utilizar

la lógica como herramienta matemática y, así, representar el C-obstáculo para

un robot móvil mediante un predicado. En estos trabajos se presentan distintas

expresiones para el predicado, considerando, inicialmente, espacios de traba-

jo poligonales con objetos convexos y, posteriormente, su extensión a espacio

poliédricos.

Como se puede observar, el tiempo de cálculo de todos los algoritmos que

construyen los obstáculos en el espacio de las configuraciones depende directa-

mente del número de vértices del robot móvil y de los obstáculos.

Mientras que existe un amplio grupo de trabajos centrado en robots móviles,

sólo un grupo reducido ( [?] [?] [?] [?]) se ocupa del estudio de manipuladores

articulados en espacios de 2 ó 3 dimensiones. Entre ellos existen dos tendencias

claramente separadas: una donde se trata a los robots articulados como un

conjunto de móviles al que se aplican técnicas que provienen de éstos últimos;

y otra, donde se consideran como una unidad y se plantean nuevas técnicas.

Dentro de los que siguen la primera tendencia ( [?] [?] [?]) se encuentran los

que aplican, con ciertas modificaciones, la idea de la descomposición aproximada
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en celdas, propuesta para móviles. El método concreto consiste en discretizar

el intervalo de movimiento de cada articulación en intervalos más pequeños y,

después, comprobar si el robot colisiona o no con los obstáculos cuando las

distintas articulaciones se encuentran en estos subintervalos. Este proceso lleva

asociada una gran carga computacional, pues habría que realizar el test de

colisiones para todos los elementos en todas las configuraciones consideradas.

En cuanto a los que siguen la segunda tendencia ( [?] [?] [?] [?]) intentan

calcular las ecuaciones exactas del límite de los obstáculos en el espacio de las

configuraciones. Consideran, por un lado, las ecuaciones algebraicas que definen

los obstáculos y, por otro, las expresiones matemáticas que describen la cinemá-

tica del robot. A partir de las condiciones que se establecen cuando los elementos

del robot intersectan con los obstáculos se calculan las ecuaciones explícitas del

límite de los C-obstáculos.

Uno de los primeros análisis sobre la geometría de los C-obstáculos para

distintos brazos planares fue presentado en [?], donde se pone de manifiesto su

fuerte dependencia con la cinemática inversa del manipulador. Existen trabajos

( [?] [?] [?] [?]) en los que se calculan, de forma particular, las ecuaciones

de los C-obstáculos para manipuladores planares de revolución y se analiza

su dependencia con distintos parámetros. Posteriormente, proponen extender

estos algoritmos para robots tipo PUMA, utilizando la técnica de slicing. Un

método más general para obtener las ecuaciones del límite del C-obstáculo para

manipuladores planares con n elementos se propone en [?]. Se aplica a un robot

planar 2R y a dos robots planares 2R cooperantes ( [?]). Después, en [?], se

generaliza para robots espaciales y obstáculos poliédricos.

Todos los métodos que siguen la segunda tendencia simplifican la geome-

tría de los elementos del manipulador y de los obstáculos. Esto conduce a no

disponer de una representación exacta de los obstáculos en el espacio de las con-

figuraciones. Además, no todas las técnicas examinan las colisiones con todos los

elementos del manipulador, sino que sólo consideran los choques con el efector

final.

En [?] se propone obtener la representación de los obstáculos en el espacio

de las configuraciones mediante una convolución algebraica de un obstáculo y

un robot móvil. Esta idea se encuentra recogida implícitamente en [?] donde,
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para un robot A móvil, se define la proyección de un obstáculo B del espacio

de trabajo en un obstáculo COA(B) del espacio de las configuraciones como

COA(B) ≡ {x ∈ CspaceA/(A)x ∩ B �= 0}. En [?] se plantea explícitamente que

esta operación se puede ver como la convolución del conjunto A con el conjunto

B. Esta idea es la base de nuestro trabajo, donde se propone un formalismo

matemático para calcular los C-obstáculos utilizando la convolución de dos fun-

ciones. En general, este formalismo se puede establecer para robots móviles y

articulados, tanto en entornos de trabajo poligonales como poliédricos.

En los algoritmos de planificación propuestos en los últimos años se ha plan-

teado trabajar en espacios de las configuraciones discretos [?]. Concretamente,

se utiliza una matriz binaria para representar los obstáculos en el C-espacio,

donde una determinada celda asociada a unos determinados valores discretos de

los grados de libertad del robot puede tomar dos valores: ’1’ si es una configu-

ración prohibida y ’0’ si pertenece al espacio libre. De esta forma se consigue

reducir de forma drástica el tiempo de cálculo que la etapa de planificación

dedica a la detección de colisiones. La obtención de la matriz binaria para re-

presentar el C-espacio se puede abordar de dos formas: discretizando el espacio

de las configuraciones calculado de forma analítica [?] o calculando directa-

mente una representación discreta de los C-obstáculos. En [?] se transforma, de

forma analítica, un conjunto de primitivas desde el espacio de trabajo al espacio

de las configuraciones y el resultado se almacena en matrices de bits. Basándose

en las propiedades de los obstáculos en el C-espacio, las transformaciones de

estas primitivas se combinan para calcular matrices de bits que representan a

objetos más complejos en el C-espacio. Una idea similar aparece en [?] donde,

partiendo de una matriz de bits que representa a los obstáculos en el espacio de

trabajo y de los bitmaps de un conjunto de primitivas en el C-espacio, se calcula

una matriz de bits de los obstáculos en el C-espacio. Ambos trabajos se ocupan

de manipuladores articulados: el primero con dos y tres grados de libertad y el

segundo llega a trabajar con seis grados de libertad.

Kavraki [?] propone un algoritmo para calcular una matriz binaria que

representa al C-espacio de un móvil bidimensional como la convolución de una

matriz binaria de los obstáculos en el espacio de trabajo y de otra del robot.

Para realizar la convolución eficientemente utiliza la Transformada Rápida de
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Fourier. Con el método propuesto en [?] se obtiene un bitmap del espacio de

las configuraciones más exacto que con los que utilizan primitivas elementales.

Además es independiente del número de obstáculos, de la forma de estos y de

la del robot y, únicamente, depende de la resolución con la que se discretiza. En

dicho trabajo solamente se tiene en consideración una plataforma bidimensional

que se mueve libremente sobre un plano. Para esta situación particular la idea

de aplicar la convolución se puede intuir con facilidad, y no así para articulados.

Sin embargo, no aporta ningún formalismo matemático que permita concluir

esa idea y extender el planteamiento a otras situaciones con mayor complejidad,

como los robots articulados en 3 dimensiones.

1.4. Objetivos de este Trabajo

En los apartados previos ha quedado justificada la necesidad de representar

los obstáculos en el espacio de las configuraciones para simplificar las tareas que

intervienen en el desarrollo de robots autónomos. Sin embargo, la generación de

esta representación conlleva una elevada carga computacional asociada. Además,

no existen métodos rápidos que traten el problema de forma general, desde el

punto de vista del robot y de los obstáculos.

Tomando esta realidad como base, el objetivo fundamental de este trabajo es

proponer un nuevo método general que permita obtener una representación de

los obstáculos en el espacio de las configuraciones de un robot, reduciendo dicha

carga computacional, y pueda emplearse en tareas de planificación y control.

Este método debe estar sustentado, de forma teórica, por un formalismo

matemático sólido y de carácter general. El punto clave de este formalismo será

la proposición de una nueva expresión matemática para calcular los C-obstáculos

que sea equivalente a otras propuestas en la bibliografía.

La aplicabilidad del método debe abarcar tanto a robots móviles como arti-

culados, en dos y tres dimensiones, sin necesidad de realizar ninguna adaptación.

Un análisis detallado de los antecedentes bibliográficos en la materia permite

poner de manifiesto las diferencias entre las técnicas utilizadas hasta el momen-

to para ambas estructuras y la carencia casi absoluta de resultados para los

manipuladores ampliamente utilizados en espacios tridimensiones. Además, la
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mayor parte de los trabajos que existen se restringen al estudio de los contactos

con el efector final, y no consideran los choques con todos los elementos. La con-

creción del método a manipuladores articulados constituirá uno de los puntos

centrales de este trabajo. Esto permitirá obtener una representación explícita de

los obstáculos en el C-espacio para manipuladores como el PUMA, el SCARA

y el Stanford, y examinar los choques con todos los elementos y no sólo con el

efector final.

El método debe de ser aplicable a objetos reales, sin restringirse a un con-

junto limitado de objetos y sin perder exactitud. En la mayoría de las técnicas

existentes bien se realizan simplificaciones en la definición de la geometría de

los objetos o bien se consideran unas formas geométricas determinadas. Esto es

debido a que la complejidad computacional de dichas técnicas depende de forma

drástica de diversas características geométricas de los objetos, como son el nú-

mero de vértices y caras, de si son cóncavos o convexos, etc. Como consecuencia,

se debía tomar una decisión de compromiso entre la alta carga computacional

y la pérdida de exactitud.

El diseño de un método de carácter general permitirá, por tanto, resolver

de forma precisa cualquier situación y su aplicación tendrá como resultado al-

goritmos que puedan ser implementados de forma sencilla. Para cada robot

particular, el argumento de entrada deberá ser una estructura donde se repre-

senten fácilmente los obstáculos. Así, si se dispone de la capacidad sensorial

adecuada, los algoritmos podrán ser aplicables a entornos que varíen de forma

dinámica.

La complejidad computacional de los algoritmos debe de ser independiente de

la geometría tanto de los objetos que componen el robot como de los situados

en su entorno, sin ninguna contraprestación en cuanto a la exactitud de la

representación obtenida.

El resultado final de estos algoritmos será una estructura que contenga el

conjunto de configuraciones prohibidas. Ésta tendrá que poder utilizarse con

facilidad en la etapa de planificación de caminos o en la de seguimiento de

la trayectoria. Asimismo, la estructura generada deberá resultar independiente

del tipo de robot y, en definitiva, transparente para el planificador y para el

controlador.
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Bajo el carácter general del método subyace una interpretación física para

el formalismo propuesto. Encontrar esa interpretación y analizarla constituirá

el objetivo final de este trabajo de investigación.

1.5. Estructura de la Memoria

El resto de la memoria se organiza de la siguiente forma.

En el capítulo 2 se definen, de forma rigurosa, los conceptos básicos ya in-

troducidos que se van a utilizar a lo largo de este trabajo de investigación.

En la sección 1.3 de esta introdución se han revisado los antecedentes más

destacados relacionados con este área de investigación. Una revisión mucho más

detallada se expone en el capítulo 3, donde se analizan por separado las téc-

nicas que han propuesto diferentes investigadores para robots móviles y para

manipuladores articulados. Con ella se mostrarán las ventajas, inconvenientes

y limitaciones de las técnicas existentes. Esto permitirá valorar las ventajas del

formalismo matemático propuesto y del método que de él se deduce, los cuales

se presentan en el capítulo siguiente.

Así, en el capítulo 4 se propone un formalismo matemático que permite cal-

cular la representación de los obstáculos en el espacio de las configuraciones, con

la inclusión de una nueva expresión matemática para realizar el cálculo analí-

tico. En esta expresión se define una función que permitirá conocer si el robot

en una configuración dada colisiona o no con los obstáculos. Además, se inclu-

ye una demostración de que esta expresión es equivalente a otra ampliamente

difundida. Posteriormente, se muestra el procedimiento que permite simplificar

la evaluación de dicha función, a través de una correcta elección de los sistemas

de referencia, así como de las coordenadas de trabajo.

En los capítulos siguientes, 5 y 6, se aplica el método propuesto a los prin-

cipales tipos de estructuras robóticas: robots móviles y manipuladores articu-

lados. Así, en el capítulo 5 se presentan las expresiones obtenidas para los di-

ferentes casos: un objeto bidimensional móvil con capacidad de traslación, de

traslación-rotación y, finalmente, un objeto tridimensional móvil. Como ya se

ha comentado, alguno de estos robots está bastante estudiado en la literatura

y se incluye con el objetivo de validar la metodología propuesta en este trabajo
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de investigación.

Como se señalaba en la sección de objetivos, los trabajos existentes se ocupan

en su mayor parte de los robots móviles, mientras que para los manipuladores

articulados se aplican técnicas heredadas de los anteriores con resultados poco

alentadores. Por esta razón, la aplicación de la técnica propuesta a este tipo

de robots es un objetivo fundamental que se abordará en el capítulo 6. Inicial-

mente, se va a analizar un caso ampliamente estudiado, como es el manipulador

planar de revolución. Posteriormente, se aplicará el formalismo para los mani-

puladores espaciales más extendidos en el ámbito industrial: PUMA, SCARA y

el de Stanford.

Puesto que el objetivo final es el desarrollo de algoritmos para el cálculo de

la representación de los obstáculos en el espacio de las configuraciones, en el

capítulo 7 se realiza, en primer lugar, una discusión sobre el proceso de discreti-

zación de las expresiones obtenidas en los apartados anteriores. A continuación

se presentan los diferentes algoritmos que se obtienen para cada una de las es-

tructuras robóticas consideradas en los dos capítulos anteriores. Para algunas

situaciones concretas se muestran los resultados que se obtienen con los algo-

ritmos propuestos. Este capítulo se puede considerar como la aportación más

importante de resultados de este trabajo.

En el capítulo 8 se presenta un resultado adicional de la formulación teórica

planteada, dando una nueva interpretación para su expresión matemática cen-

tral. Tomando como caso particular el robot circular, se podrá comprobar que

esta formulación permite obtener las superficies de potencial artificial que se

generan en el espacio de las configuraciones cuando se considera que los obstá-

culos producen un potencial repulsivo. Este aspecto se presenta como un punto

partida para futuros desarrollos de investigación de tesis doctoral.

Finalmente, en el capítulo 9 se analizan las principales conclusiones de este

trabajo.
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Capítulo 2

Obstáculos en el Espacio de

las Configuraciones

Como se ha comentado previamente, la idea fundamental del espacio de las

configuraciones es representar el robot como un punto en un espacio apropiado

- el espacio de las configuraciones del robot - y proyectar los obstáculos en este

espacio. Esta proyección simplifica de forma drástica las tareas de planificar y

controlar los movimientos de un robot. Por un lado, el problema de planificación

se reduce a planificar los movimientos de un punto y, además, se tienen de forma

explícita las configuraciones que producen colisiones. Por otro lado, es bastante

común identificar un punto del espacio de las configuraciones con la referencia

de los controladores que se ocupan de gobernar los movimientos del robot. En

este contexto la proyección de los obstáculos en este espacio se puede considerar

como restricciones en el problema de control.

Esta proyección depende tanto de los obstáculos como del tipo de robot con-

siderado. En cuanto a los primeros, no se impondrá ninguna limitación debida a

su forma geométrica, número de vértices, etc. Respecto al segundo, una clasifi-

cación muy genérica es aquella que diferencia entre robots que pueden moverse

libremente en su espacio de trabajo, denominados móviles, y aquellos que tienen

un punto fijo. Otra los clasifica en robots articulados o no-articulados, depen-

diendo de si su estructura mecánica está formada por uno o varios elementos que

se mueven. Tomando como base estos criterios de clasificación existirían cuatro

21
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tipos de estructuras robóticas. Los robots más implantados en las aplicaciones

más usuales, y que son tratados en este trabajo de investigación, son los móviles

constituidos por un único elemento y los articulados con un punto fijo. Exis-

ten aplicaciones muy específicas donde se utilizan robots móviles articulados,

aunque este tipo no será tenido en cuenta en este trabajo.

En este capítulo se va a presentar un conjunto de nociones necesarias para de-

finir el concepto de espacio de las configuraciones de un robot y la representación

de los obstáculos en este espacio, para un objeto rígido que se mueve. De forma

directa e inmediata estas definiciones generales son aplicables a objetos rígidos

que se mueven libremente. Posteriormente, se van a extender dichas definiciones

para robots articulados con una base fija. Se presentarán, de forma conjunta

con ellas, algunos ejemplos sobre robots móviles y manipuladores articulados

con distinta forma geométrica que ayudarán a comprender estos conceptos.

2.1. Espacio de las Configuraciones de un Objeto

Rígido Móvil

Aunque los conceptos de configuración y espacio de las configuraciones ya

fueron introducidos en el capítulo previo, en esta sección se presentan de forma

más rigurosa, incluyendo unos casos particulares que ayudarán a comprenderlos.

Sea A un objeto rígido - el robot - que se mueve en un espacio de trabajo

W (figura 2.1). Se representa W como un espacio Euclídeo Rn de dimensión n,

donde n = 2 ó 3. En él se define un sistema de referencia fijo denominado FW .

Se representa A en una posición y orientación de referencia como un subconjunto

compacto de Rn. En A se establece un sistema de referencia, FA, que se mueve

con él, de tal forma que cada punto en el robot tiene unas coordenadas fijas

respecto a FA. Los orígenes de ambos sistemas FW y FA se denotan por OW y

OA, respectivamente. OA se denomina el punto de referencia de A.

Definición 1 Una configuración q de A es una especificación de la posición y

la orientación de FA con respecto a FW .

La configuración de referencia de A, que se denota por 0, es una única configu-

ración de C seleccionada de forma arbitraria.
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Figura 2.1: Robot móvil en W = R3

Definición 2 El espacio de las configuraciones de A es el espacio C de todas

las posibles configuraciones de A.

El espacio de las configuraciones es intrínsicamente independiente de la elección

de los sistemas de referencia FA y FW . Solamente la representación de C depende

de la elección de estos sistemas.

El subconjunto de W ocupado por A en un configuración q se denota por

A(q) o A(q). El robot en su configuración de referencia se denota por A(0) o

A(0). Cuando A está en la configuración q, un punto a de A se denota por

a(q) en W . Así, para dos configuraciones q y q′ cualesquiera, a(q) y a(q′) son el

mismo punto de A, pero en general no coinciden en W .

Estas definiciones son válidas de forma general para cualquier tipo de robot,

aunque son directamente aplicables para un objeto rígido que se mueve libre-

mente en su espacio de trabajo. Para particularizarlas a robots articulados con

un punto fijo es necesario realizar algunas consideraciones adicionales, lo que se

efectuará en secciones posteriores.

2.1.1. Casos particulares

Con el objeto de facilitar la comprensión de las definiciones previas, se va

a estudiar la representación del espacio de las configuraciones para tres robots
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móviles, con distinta forma geométrica y diferente dimensión.

- Sea A una bola de dimensión n que no tiene ninguna marca sobre su contorno.

No es posible distinguir entre dos configuraciones del robot que sólo se diferen-

cian en una rotación alrededor del centro de la bola. Por tanto, eligiendo OA en

el centro de la bola, el espacio de las configuraciones se puede representar por

el espacio Euclídeo Rn.

- Sea A un cilindro de longitud finita en R3. Este engloba el caso donde A es un

segmento de línea en R3. No es posible distinguir entre dos configuraciones que

solamente se diferencian en una rotación alrededor del eje del cilindro. Entonces,

eligiendo OA sobre el eje de A y uno de los ejes de FA a lo largo del eje de A,

C se puede representar como R3 ×S2, donde S2 denota la esfera unidad en R3.

Por tanto, C es de dimensión 5.

- Sea A un objeto con unas determinadas dimensiones que puede trasladarse pe-

ro no rotar. Entonces C se puede representar como Rn, donde una configuración

q se define por las coordenadas de OA en FW .

2.2. Obstáculos en el C-espacio para un Objeto

Rígido Móvil

En general, W contiene obstáculos fijos que son regiones de Rn. B denota

tanto al obstáculo "físicoçomo al subconjunto de Rn que lo representa. En lo

sucesivo se considerará que los obstáculos son rígidos y que están fijos en W .

Por tanto, cada punto de B tiene una posición fija con respecto a FW .

Definición 3 El obstáculo B en W se proyecta en C sobre la región

CB = {q ∈ C/A(q) ∩ B �= 0}

CB se denomina obstáculo en el espacio de las configuraciones o Ç-obstáculo".

Esta es la definición propuesta por Lozano-Pérez [?] y es admitida de forma

unánime en la bibliografía. En concreto, significa que si q ∈ CB entonces A(q)

intersecta con B. Por tanto, un C-obstáculo representa el conjunto de configura-

ciones de A que producen colisión con B. Los C-obstáculos son las restricciones

en el movimiento del robot debidas a la presencia de obstáculos en el espacio de

trabajo.
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Definición 4 El conjunto

Cfree = {q ∈ C/A(q) ∩B = 0}

se denomina espacio libre. Una configuración en Cfree se denomina una confi-

guración libre de colisiones.

2.2.1. Ejemplos

A continuación se ilustrarán con ejemplos sencillos las nociones y definiciones

establecidas previamente. En concreto, se mostrará una representación gráfica

del C-obstáculo que se obtiene cuando se considera un robot móvil, con tres

formas geométricas diferentes, cuyo espacio de trabajo se encuentra ocupado

por un único obstáculo.

Figura 2.2: C-obstáculo para un disco móvil y un obstáculo poligonal

- Sea A un robot con forma de disco que se mueve libremente en W = R2, donde

existe un obstáculo B poligonal como se muestra en la figura 2.2. En W se elige

un sistema de referencia FW . En A se establece un sistema de referencia FA que

se mueve con el robot, cuyo origen OA se sitúa en el centro del disco. En este

caso una configuración q vendría dada por la posición del punto de referencia

OA respecto de FW . Entonces el espacio de las configuraciones sería C = R2.

El C-obstáculo CB debido al polígono B se obtiene aumentado B de forma

isotrópica con el radio de A (figura 2.2). El límite de CB es la curva seguida

por el punto OA cuando A da vueltas sobre el contorno de B. De esta forma

se tienen definidas todas las posibles configuraciones del robot A que producen

colisión con el polígono B.

- Sea A un polígono convexo, en concreto un triángulo rectángulo (figura 2.3),

que se mueve con una orientación fija (no puede rotar) en W = R2. En este es-
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pacio de trabajo se encuentra un obstáculo B poligonal convexo, un rectángulo.

El sistema de referencia FA se elige rígidamente unido al robot, con su origen

OA situado en uno de los vértices de A. Debido a que el robot se mueve con

una orientación fija, una configuración vendría dada por la posición de OA. Por

tanto, C = R2. En la figura 2.3 se muestran los C-obstáculos en R2 obtenidos

para dos diferentes orientaciones fijas de A. El límite de cada C-obstáculo es

la curva seguida por OA cuando A se desplaza en contacto con el contorno de

B, sin que los interiores de A y B se solapen. Cada C-obstáculo es un polígono

convexo.

Figura 2.3: C-obstáculo para un triángulo móvil con orientación fija y un obs-

táculo poligonal

- Sea A un polígono convexo (figura ??) que se puede trasladar y rotar en

W = R2, donde existe un obstáculo B poligonal convexo. Con la misma elección

de FA que la efectuada en el caso previo, una configuración estaría dada por la

posición (x, y) y la orientación θ de FA con respecto FW . Por tanto, C sería un

espacio de dimension 3. La representación de C vendría dada parametrizando

cada configuración q por (x, y, θ) ∈ R2 × [0, 2π]. La figura ?? muestra el C-

obstáculo CB, donde cada corte trasversal de CB, perpendicular al eje θ, se

corresponde con un CB para una orientación determinada de A, como apareció

en el caso previo.
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Figura 2.4: C-obstáculo para un triángulo móvil con orientación variable y un

obstáculo poligonal

2.3. Espacio de las Configuraciones para un Ro-

bot Articulado

En las definiciones presentadas previamente se estaba considerando un obje-

to rígido móvil, en un espacio de trabajo bidimensional o tridimensional. Estas

nociones se pueden extender para robots formados por varios objetos rígidos,

que se mueven, conectados por articulaciones mecánicas que imponen unas res-

tricciones a su movimiento relativo. Un ejemplo típico es un brazo manipulador,

que consta de una secuencia de objetos rígidos conectados en una cadena me-

diante articulaciones.

Sea A un robot articulado formado por p objetos rígidos o elementos A1, · · · ,Ap

que se mueven. Dos objetos Ai y Aj cualesquiera podrían estar conectados por

una articulación. Se supondrá, para simplificar, que la articulación es de revolu-

ción o prismática. Existen otros tipos de articulaciones, aunque éstas dos son las

más típicas. Una articulación de revolución restringe el movimiento relativo de

Ai y Aj a una rotación alrededor de un eje fijo con respecto a ambos elementos.

Una articulación prismática es una conexión que limita el movimiento relativo

a una traslación a lo largo de un eje fijo con respecto a ambos objetos.

Sea FAi el sistema de referencia unido a Ai, i ∈ [1, p]. Por la Definición 1 en

la página 22, la configuración de A es una especificación de la posición y la orien-

tación de cada sistema de referencia FAi , i ∈ [1, p], con respecto a FW . Si los dis-

tintos objetos pudieran moverse de forma independiente en W = Rn, el espacio
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de las configuraciones de A sería C′ = (Rn × SO(N)) × · · · × (Rn × SO(N))︸ ︷︷ ︸
p

,

donde SO(N) es el Grupo Ortogonal Especial de matrices N ×N con columnas

y filas ortonormales y determinante +1. Sin embargo, las distintas articulaciones

imponen restricciones en las configuraciones posibles de C′. Estas restricciones

seleccionan un subespacio C de C′ de dimensión más pequeña, que es el espacio

de las configuraciones de A.

Ejemplo.- En la figura ?? se muestra un manipulador planar con dos ar-

ticulaciones. Está formado por dos objetos A1 y A2. El primer elemento está

conectado a la base por una articulación de revolución; A2 está unido a A1

mediante una articulación prismática. El espacio de trabajo es W = R2. Con-

siderando que los objetos fueran independientes, C′ = (R2 × SO(2))2 es un

espacio de dimensión seis. La primera articulación impone dos restricciones: el

punto sobre el que gira A1 está fijo en el espacio de trabajo. La segunda articu-

lación impone dos restricciones más en la posición y orientación de A2 respecto

a A1. Las cuatro restricciones son independientes y determinan un subespacio

C de dimensión dos en C′.

A1
A2

Figura 2.5: Manipulador planar con una articulación de revolución y otra pris-

mática

En el resto de esta sección, se supondrá que A es un robot articulado cuya

cadena cinemática no está cerrada.

Con esta suposición, sean dos elementos Ai y Aj de un manipulador formado

por p elementos, tal que Aj se encuentra unido a Ai, siendo j > i. Se puede
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definir una configuración de Aj respecto a Ai especificando la posición y la

orientación de FAj con respecto a FAi . Se supone, inicialmente, que no existen

topes mecánicos en las articulaciones. Se denota con C
(i)
j al C-espacio de Aj

respecto a Ai. Si dos objetos están conectados por una articulación de revolución

se tiene que C
(i)
j = S1, donde S1 denota al círculo unidad en R2. Si los dos

elementos están unidos por una articulación prismática entonces se tiene que

C
(i)
j = R. Por tanto, el espacio de las configuraciones de un robot articulado A

formado por p elementos rígidos conectados por p1 articulaciones de revolución

y p2 prismáticas (p = p1 + p2) es:

C = S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
p1

×R × · · · × R︸ ︷︷ ︸
p2

El C-espacio del manipulador planar de la figura ?? es S1 × R.

Un problema práctico que se presenta es que la dimensión del espacio de las

configuraciones aumenta con el número de articulaciones.

El C-espacio de las configuraciones de un robot articulado con p articula-

ciones prismáticas o de revolución es una variedad de dimensión p ( [?], [?]).

Una carta de esta variedad se puede definir simplemente asociando un ángulo,

entre 0 y 2π, con cada articulación de revolución y un número real con cada ar-

ticulación prismática. Entonces, una configuración q se representa por una lista

(q1, · · · , qp) de coordenadas, donde cada una describe la posición y la orientación

relativa de dos elementos unidos en A. Los robots con articulaciones de revolu-

ción tienen espacios de las configuraciones conectados de forma múltiple y son

necesarias varias cartas para formar un atlas. Sin embargo, en la práctica, basta

con considerar una única carta para cada coordenada angular perteneciendo al

intervalo [0, 2π), y aplicar aritmética módulo 2π para cada coordenada.

Ejemplo.- Sea el manipulador planar con dos articulaciones de revolución de

la figura ?? (a). Su espacio de las configuraciones sería S1×S1, por tanto un toro

en el espacio Euclídeo de tres dimensiones. Una carta en esta variedad se puede

definir asociando un ángulo en (0, 2π) con cada una de las dos articulaciones. La

figura ??(b) muestra estos dos ángulos θ1 y θ2. El toro está conectado de forma

múltiple y se pueden necesitar varias cartas para formar un atlas. Sin embargo,

en muchos casos, es adecuado considerar una única carta y permitir que los

ángulos θ1 y θ2 varíen en [0, 2π), con aritmética módulo 2π. Esta simplificación
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corresponde con representar el toro por un cuadrado [0, 2π] × [0, 2π] (figura

??(c)).

q
1

q
2 q

2

q
1

q
2

q
10 2

2

π

π

(a) (b) (c)

Figura 2.6: Manipulador planar de revolución y su C-espacio

2.4. Obstáculos en el C-espacio para un Robot

Articulado

Existen dos tipos de C-obstáculos para un robot articulado:

1. Los correspondientes a la colisión de un elemento Ai con los obstáculos

en su espacio de trabajo.

2. Los originados por la colisión entre dos elementos, Ai y Aj, del robot.

En [?] se proponen las siguientes definiciones para estas dos clases de C-

obstáculos:

Definición 5 El C-obstáculo debido a la interacción de un elemento Ai con un

obstáculo Bj se denota por CBij y se define por

CBij = {q = (q1, · · · , qi, · · · , qp) ∈ C/Ai(q1, · · · , qi) ∩Bj �= 0}

Definición 6 El C-obstáculo debido a la interacción del elemento Ai con el

elemento Aj, siendo i < j, se denota por CAij y se define por

CAij = {q = (q1, · · · , qi, · · · , qj , · · · , qp) ∈ C/Ai(q1, · · · , qi) ∩ Aj(q1, · · · , qj) �= 0}

2.4.1. Ejemplo

Sea A un robot articulado formado por dos elementos, A1 y A2, que son seg-

mentos de rectas y que están conectados por una articulación de revolución.
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El primer elemento está unido a la base mediante otra articulación de revolu-

ción. El robot se mueve en W = R2, donde existe un conjunto B de obstáculos

puntuales. Se eligen como sistemas de referencia FW en W , FA1 unido a A1 y

FA2 unido a A2, como se muestra en la figura ??. Una configuración q vendría

dada por la orientación relativa de dos elementos unidos, siendo en este caso

q = (θ1, θ2). Entonces el espacio de las configuraciones sería C = S1 × S1.

1θ

FW

FA1

FA2
θ2

Figura 2.7: Manipulador planar de revolución

Los C-obstáculos que se obtienen debidos a los obstáculos puntuales (figura

??) situados en el espacio de trabajo aparecen en la figura ??. Un obstáculo

puntual en W se transforma en una curva en C, que representa todas las posibles

colisiones del obstáculo con la longitud completa del robot.

El cálculo de los CAij se puede realizar adaptando los métodos que se pre-

sentarán para robots móviles. De todas formas, únicamente sería necesario cal-

cularlos una sóla vez para un determinado robot articulado. Sin embargo, los

C-obstáculos CBij es necesario calcularlos cada vez que su espacio de trabajo se

modifique. Realmente esto último conlleva una gran carga computacional que

es necesario optimizar, y es el objetivo fundamental de los diferentes trabajos

de investigación dedicados a este tema, entre los que se encuentra el presentado

en esta memoria.
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Capítulo 3

Revisión de Métodos para el

Cálculo de los C-obstáculos

En el capítulo previo se han definido los conceptos de espacio de las configu-

raciones y de C-obstáculo y se han propuesto ejemplos donde, intuitivamente,

se ponía de manifiesto la forma de generar un C-obstáculo. Además, en la intro-

ducción se presentaba una revisión, a grandes rasgos, de los principales trabajos

que han contribuido al avance en la representación de los C-obstáculos. Con

ella se pretendía proporcionar una visión global de la evolución de las distintas

técnicas implicadas.

En las secciones siguientes se van a analizar, de forma detallada, los méto-

dos utilizados por diferentes autores para la generación de los C-obstáculos. En

primer lugar, se revisarán los procedimientos para robots móviles y, en segundo

lugar, para articulados con un punto fijo. Como se podrá comprobar la mayoría

de los trabajos, principalmente en sus orígenes, se centran en robots móviles. A

continuación, surgieron distintos procedimientos donde se extendían estas téc-

nicas a articulados y, posteriormente, se propusieron nuevos métodos especial-

mente pensados para este tipo de robot. En general, existen pocos trabajos de

investigación dedicados a articulados trabajando en espacios tridimensionales.

Los detractores del espacio de las configuraciones aducen que la principal

dificultad que esta idea plantea es proyectar los obstáculos en ese espacio de una

forma rápida, eficiente y exacta. El análisis que se presenta a continuación servirá

33
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para mostrar cómo se ha intentado salvar estas dificultades. Con él se pretende,

además, contrastar las diferentes técnicas surgidas con la propuesta en esta

tesis doctoral y, de esta forma, poner de manifiesto las principales aportaciones

y mejoras introducidas.

3.1. Métodos para Calcular los C-obstáculos de

Robots Móviles

En esta sección se van a examinar las diferentes técnicas utilizadas para

construir los C-obstáculos, para un objeto rígido que se mueve libremente sobre

un plano ocupado por obstáculos. Solamente se considerará que los objetos en

el espacio de trabajo, tanto obstáculos como el robot, están representados por

modelos algebraicos. Estos modelos presentan como principal ventaja que los

objetos se pueden describir por un número pequeño de parámetros y, además,

incluyen un caso particular muy interesante, como es la representación mediante

polígonos o poliedros.

En [?] se presenta una recopilación de los principales trabajos que abor-

dan este problema con la construcción de dos representaciones diferentes de los

C-obstáculos, denominadas, respectivamente, representación de un C-obstáculo

con C-restricciones y representación límite de un C-obstáculo. En el análisis se

muestra cómo en ambas la complejidad computacional depende de la geometría

de los objetos, en concreto, del número de vértices. Además, los algoritmos pro-

puestos para las dos representaciones inicialmente tienen como limitación que

tanto el robot como los obstáculos sean convexos. Posteriormente, se considera

que los objetos no convexos se pueden descomponer en una unión de convexos,

lo que supone una carga computacional adicional.

La primera utiliza la lógica como herramienta, de forma que define un pre-

dicado CB que toma una configuración q como argumento. CB(q) toma valor

verdadero si y sólo si q ∈ CB, donde CB es el C-obstáculo representado por

CB. Este es el resultado de un teorema propuesto y demostrado en [?] para

espacios de trabajos poligonales, donde se propone una determinada expresión

para el predicado CB. Posteriormente, en [?] se propone una ampliación de

esta expresión que recoge la extensión a espacios de trabajos poliédricos. Otras
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expresiones del predicado CB han sido propuestas en [?].

La segunda representación es un descripción explícita del límite del C-obstáculo

CB, como una lista de caras, lados y vértices, con sus ecuaciones y su relación

topológica de adyacencia. En [?] se proponen dos métodos para construir el

C-obstáculo, uno con mayor tiempo de ejecución que el otro, donde tanto A

como B pueden ser polígonos o poliedros. En [?] se describe otro método que

directamente construye el límite de CB a partir de la descripción de A y B,

primero para polígonos y después para poliedros.

A continuación se van a analizar, de forma detallada, las dos representacio-

nes. En primer lugar, se considerará que el espacio de trabajo es bidimensional

y los objetos se modelan como regiones poligonales. Para esta situación, pre-

viamente, es necesario distinguir entre dos tipos de contactos entre el robot y

el obstáculo, que conducen a dos condiciones de aplicabilidad; una para cada

contacto. Ambas condiciones se utilizarán en las dos representaciones. Posterio-

mente, el análisis se extenderá para espacios de trabajo poliédricos.

3.1.1. Espacio de trabajo poligonal

En esta subsección se examina el caso donde A es un polígono, que se puede

mover libremente en el plano entre obstáculos modelados como regiones poligo-

nales. Se supone que tanto el robot como los obstáculos son convexos. Para un

obstáculo dado B, se han de construir las ecuaciones que definen las superficies

que limitan al correspondiente C-obstáculo CB. Estas superficies provienen de

dos tipos de contactos ( [?] [?]) entre A y B:

1. contacto tipo A, cuando un lado de A contiene un vértice de B

2. contacto tipo B, cuando un vértice de A está contenido en un lado de B

Si la zona de contacto A(q)∩B contiene un vértice de A y uno de B, entonces

el tipo de contacto es A y B.

La suposición de que los interiores de A y B no intersecten implica que el

contacto tipo A solamente es posible para un conjunto de configuraciones de

A. Este conjunto está determinado por dos expresiones, con cuya conjunción

se define la denominada condición de aplicabilidad del contacto tipo A entre

el lado j de A y el vértice i de B, denotada por APPLA
i,j(q). Esta condición
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establece la posibilidad de que se produzca un contacto tipo A, para lo que el

lado j de A se debe encontrar en un posición adecuada respecto al vértice i

de B. Si A se desplaza de forma que se mantenga el contacto tipo A, entonces

la configuración del robot se mueve a lo largo de una superficie del C-espacio,

denominada C-superficie de tipo A, cuya ecuación es fA
i,j (q) = 0. Esta superficie

divide C en dos semiespacios. El C-obstáculo CB se encuentra completamente

dentro del semiespacio determinado por fA
i,j (q) ≤ 0.

De la misma forma, un contacto tipo B sólo se produce para un subintervalo

de orientaciones de A determinado por dos condiciones. La conjunción de estas

dos condiciones define la condición de aplicabilidad del contacto tipo B entre el

vértice i de A y el lado j de B, denotada por APPLB
i,j(q). Cuando A se mueve

manteniendo el contacto tipo B, la configuración del robot se mueve en una

superficie, denominada C-superficie de tipo B, cuya ecuación es fB
i,j(q) = 0. El C-

obstáculo CB se encuentra completamente dentro del semiespacio determinado

por fB
i,j (q) ≤ 0.

Las condiciones de aplicabilidad de los contactos tipo A y B sirven de base

para las dos representaciones de los C-obstáculos que se analizan a continuación.

Representación del C-obstáculo con C-restricciones

Esta representación fue propuesta en [?] [?], y utiliza las condiciones de

aplicabilidad para definir una C-restricción1 de tipo A y otra de tipo B.

Definición 7 La expresión

APPLA
i,j(q) ⇒ [fA

i,j (q) ≤ 0]

se denomina una C-restricción de tipo A y se denota por CONSTA
i,j(q).

Definición 8 La expresión

APPLB
i,j(q) ⇒ [fB

i,j (q) ≤ 0]

se denomina una C-restricción de tipo B y se denota por CONSTB
i,j(q).

En esta representación se describe un C-obstáculo CB mediante un predica-

do CB(q). CB(q) se construye como la conjunción de todas las C-restricciones
1C-constraint
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de tipo A y B generadas por los lados y vértices de A y B. En [?] y [?] se

demuestra el siguiente teorema:

Teorema 1 Sean A y B dos polígonos convexos. El C-obstáculo

CB = {q ∈ C/A(q) ∩ B �= 0}

es tal que

q ∈ CB ⇐⇒ CB(q)

con

CB(q) ≡ (
∧

i, j(CONST )Ai,j(q))
∧

(
∧

i, j(CONST )Bi,j(q))

Utilizando el predicado CB, se puede calcular si una configuración q se en-

cuentra o no en CB, evaluando individualmente cada C-restricción hasta que

una de ellas evalúe a falso (entonces q /∈ CB) o todas evalúen a verdadero

(entonces q ∈ CB). El número de C-restricciones en CB(q) es 2nAnB.

Si A y B son polígonos no convexos, se pueden representar como uniones

finitas de polígonos convexos. Con esto, el predicado CB(q) se puede poner como

la disyunción de los predicados asociados a cada una de las combinaciones posi-

bles de los distintos polígonos convexos en los que se descomponen A y B. Esto

supone la evaluación de un número mayor de predicados, además de introducir

una carga computacional adicional asociada al algoritmo de descomposición de

polígonos no convexos en una unión de convexos.

Cuando esta formulación general se particulariza para una determinada pa-

rametrización del C-espacio, que es diferente para cada tipo de robot, las ex-

presiones para la evaluación del predicado CB(q) son de elevada complejidad

aun en casos sencillos. En [?] se propone una expresión parametrizada de las

C-restricciones para el caso de un robot que se mueve y gira libremente en un

plano. Es interesante analizar la forma de los C-obstáculos. Para ello considérese

un robot triangular que se mueve libremente en un espacio de trabajo ocupa-

do por un obstáculo con forma rectangular (figura ??). Los C-obstáculos que

se obtienen son volúmenes limitados por trozos de C-superficies. Estos trozos

se denominan caras del C-obstáculo y cada una de ellas se corresponde con

contactos tipo A o tipo B.
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Figura 3.1: C-obstáculos cuando A y B son polígonos convexos

Representación límite del C-obstáculo

En la sección anterior se representaba un C-obstáculo mediante un predi-

cado CB. Este concepto es conceptualmente simple, pero no proporciona una

representación explícita del límite de un C-obstáculo CB, como una lista de ca-

ras, lados y vértices, con sus ecuaciones y su relación topológica de adyacencia.

A continuación, se presenta un método para construir una representación del

límite de CB cuando el robot solamente se traslada. Después, se describirá un

método más general que se aplica cuando el robot se traslada y rota.

- Caso de traslación

Inicialmente se supone que A y B son convexos y que A se traslada con una

orientación fija θ0. Se puede demostrar fácilmente que los vértices de CBθ0 se

obtienen de la forma siguiente:

1. Si se cumple la condición de aplicabilidad de un contacto tipo A (APPL)Ai,j(θ0)

entonces los puntos

bj − ai(0, 0, θ0) y bj − ai+1(0, 0, θ0)

son vértices de CBθ0 , donde bj y ai son, respectivamente, los vértice B y

A.

2. Si se cumple la condición de aplicabilidad de un contacto tipo B (APPL)Bi,j(θ0)

entonces los puntos

bj − ai(0, 0, θ0) y bj+1 − ai(0, 0, θ0)
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son vértices de CBθ0 .

En [?] se propone un algoritmo para construir CBθ0 , donde básicamente se

establece cuándo se cumplen ambas condiciones de aplicabilidad. El algoritmo se

basa en situar los vectores normales a los nB lados de B (vBj ) y los antinormales

a los nA lados de A (−vAi (θ0)) sobre un círculo de radio unidad. Así, establece

que (APPL)Ai,j(θ0) se cumple si y sólo si el vector −vAi (θ0) apunta entre vBj−1 y

vBj , es decir, es una combinación lineal positiva de vBj−1 y vBj . De la misma forma

(APPL)Bi,j(θ0) se cumple si y sólo si vBj apunta entre −vAi−1(θ0) y −vAi (θ0).

De esta forma se construyen los nA + nB vértices de CBθ0 . El límite completo

de CBθ0 se puede encontrar en un tiempo O(nA + nB), que es suficientemente

óptimo.

También, en [?] se propone otro algoritmo, un poco menos eficiente, para

construir CBθ0 . En concreto, demuestra que

CBθ0 = conv(vert(B) � vert(A(0, 0, θ0)))

donde vert(P ) denota el conjunto de vértices de un polígono P , y conv(S) denota

la envolvente convexa (el polígono convexo más pequeño que encierra a S) de

un conjunto de puntos S. Por tanto, en este artículo se propone el cálculo del

C-obstáculo como la envolvente convexa del conjunto de puntos que resulta de

efectuar la diferencia entre el conjunto de vértices de B y el de A(0, 0, θ0). El

cálculo de la envolvente convexa de un conjunto de puntos es un problema muy

estudiado en Geometría Computacional. Los algoritmos propuestos tienen un

tiempo de ejecución de O(n log n), siendo n el número de puntos del conjunto.

Por tanto, el tiempo de ejecución de ese algoritmo es O(nAnB log(nAnB)).

Si A y B son polígonos no convexos, se descomponen en polígonos convexos

y se calcula el C-obstáculo correspondiente a cada par de polígonos. De la unión

de estos C-obstáculos se obtiene CBθ0 que es un polígono. En [?] se propone

un método para la representación del límite de CBθ0 , cuando se consideran po-

lígonos no convexos, en un tiempo O(n2
An2

B log nAnB). Utilizando un algoritmo

de línea de barrido, divide A y B en triángulos y trapecios. Para cada par de

polígonos se calcula el límite del CB correspondiente utilizando el método pre-

sentado anteriormente para polígonos convexos y, después, se realiza la unión

de todos ellos.
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- Caso General

En este caso se supone que A puede trasladarse y girar. Si los objetos son

polígonos convexos, el método propuesto para calcular el límite de CBθ0 en un

tiempo O(nA + nB) se puede extender para calcular las caras, los lados y los

vértices del límite de CB, y su relación de adyacencia. Cada cara corresponde

a un contacto tipo A o tipo B. La intersección de la cara con un plano de θ

constante es un segmento de línea. Las coordenadas de sus puntos finales son

funciones de θ. Estas funciones definen las ecuaciones de dos de los lados que

limitan la cara. La sección trasversal a través de CB con la misma orientación

también permite calcular la relación de adyacencia de la cara con otras caras

para esa orientación. Desplazando un plano a θ constante desde θ = 0 hasta

θ = 2π y deteniéndose en cada orientación crítica (donde un lado de A está

alineado con uno de B), se puede construir una representación explícita del

límite de CB en un tiempo O(nAnB(nA + nB)). Desplazando un plano a θ

constante desde θ = 0 hasta θ = 2π, se puede construir una representación

explícita del límite de CB en un tiempo O(nAnB(nA + nB)).

Si A o B son no convexos entonces se puede pensar en descomponerlos

en partes convexas, calcular los límites de los C-obstáculos correspondientes y

obtener su intersección. Sin embargo, la intersección de los límites que están

formados por caras de tipo A o B no es fácil. En lugar de hacer esto, se podría

calcular el límite de la sección trasversal del C-obstáculo para una orientación

fija de A, y analizar cómo varía este límite con los cambios de orientación de

A. Pero, a diferencia con el caso convexo, la sección trasversal puede experi-

mentar cambios topológicos significativos en orientaciones distintas a aquéllas

donde un lado de A es paralelo a un lado de B. En [?] se presenta un método

donde directamente se construye el límite de CB (es decir, el límite del Cfree)

a partir de A y B. En este cálculo se emplea un tiempo O(n3
An3

B log nAnB).

Esta representación describe el límite del Cfree como una colección de trozos de

C-superficies, denominadas caras, y sus relaciones de adyacencia.

Un método más general que no diferencia entre polígonos convexos y no con-

vexos fue propuesto por [?]. Este algoritmo acepta como entrada dos polígonos,

donde uno permanece fijo y el otro puede desplazarse y girar, y calcula una

representación del correspondiente C-obstáculo, incluyendo información sobre
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los contactos. No se construye el C-obstáculo tridimensional de forma completa,

sino que se calculan múltiples proyecciones sobre planos. Con ello el algoritmo

genera una estructura de datos que contiene toda la información métrica y to-

pológica necesaria para describir el conjunto de configuraciones coherentes con

cada condición de contacto que puede presentarse. El procedimiento, primero,

genera regiones en el C-espacio correspondientes a contactos entre un vértice

y un lado y establece relaciones locales de vecindario. A continuación, tiene en

cuenta las características geométricas no locales que restringen el conjunto de

configuraciones posibles para un determinado contacto. Con ello, fija los lími-

tes de conflicto para cada región y, posteriormente, elimina los límites extraños

obteniendo regiones que están de acuerdo con la geometría de contacto local y

no local. El procedimiento finaliza eliminando regiones globalmente imposibles.

La complejidad del algoritmo es O(n3
An3

B).

3.1.2. Espacio de trabajo poliédrico

En esta sección se extienden algunos de los resultados presentados previa-

mente para el caso de espacios de trabajo poliédricos. El C-obstáculo CB corres-

pondiente a un obstáculo B es, en este caso, una región de seis dimensiones de C

limitada por C-superficies de dimensión cinco. Para este caso, las C-superficies

provienen de tres tipos de contactos entre A y B:

1. contactos tipo A entre una cara de A y un vértice de B

2. contactos tipo B entre un vértice de A y una cara de B

3. contactos tipo C entre un lado de A y un lado de B

Si se utiliza la representación de un C-obstáculo mediante C-restricciones,

hay que tener en cuenta que cada tipo de contacto produce una C-restricción

diferente. Así, existirán C-restricciones de tipo A, B y C generadas por las

caras, vértices y lados de A y B. Como en el caso poligonal, si A y B son

convexos, el predicado CB definido por q ∈ CB ⇔ CB(q) se puede construir

como la conjunción de todas las C-restricciones [?]. Sin embargo, hay muchas

más C-restricciones en el caso poliédrico que en el poligonal, lo que aumenta

considerablemente el tiempo de cálculo. En [?] se propone otra expresión para

el predicado CB.
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Si A y B son poliedros no convexos, al igual que para espacios de trabajo

poligonales, se pueden descomponer en convexos. Como en el caso poligonal,

CB(q) llega a ser una disyunción de los predicados asociados a los poliedros

convexos.

En cuanto al formalismo de la representación límite, existen varios algoritmos

para calcular la representación explícita del límite de un C-obstáculo CB cuando

el robot A solamente puede trasladarse. En [?], si A y B son poliedros convexos,

se propone la siguiente expresión para CB

CBΘ0 = conv(vert(B) � vert(A(0, Θ0)))

Existen algoritmos para calcular la envolvente convexa de un conjunto de puntos

en un espacio de dimensión tres con un tiempo de ejecución de O(nAnBlog(nAnB)).

Un algoritmo más eficiente (O(nA + nB + nAnB)) para construir el límite de

CBΘ0 se encuentra en [?]. [?] proponen una adaptación de su método utiliza-

do en espacios poligonales para calcular el límite de CBΘ0 , cuando A y B son

poliedros limitados por caras triangulares o trapezoidales. El tiempo de cálculo

es O(n3
An3

B log(nAnB)). El método se puede extender con la misma complejidad

de tiempo asintótica para cualquier par de poliedros, descomponiendo sus caras

en triángulos y trapecios.

3.1.3. Consideraciones finales

Para finalizar esta revisión detallada de las técnicas más representativas

para la generación de los C-obstáculos para robots móviles, es necesario realizar

dos consideraciones adicionales, que a la vez sirven como conclusiones de este

apartado.

1. En todos los algoritmos presentados en esta sección, una característica

importante a destacar es que su tiempo de computación depende, tanto

si se trata de polígonos convexos o no convexos como de poliedros, del

número de vértices del robot y de los obstáculos.

2. Una condición necesaria que se encuentra presente en todos ellos es que los

vértices y lados de los obstáculos y del robot han de estar perfectamente

identificados. Esto supone que existe, bien un conocimento del espacio de
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trabajo modelado mediante ecuaciones algebraicas, o bien un sistema de

visión con suficiente precisión como para tener una representación exacta

del entorno.

3.2. Métodos para Calcular los C-obstáculos de

Robots Articulados

En esta sección se examinarán los diferentes trabajos de investigación dedi-

cados a la construcción de los C-obstáculos para robots articulados. En estos

trabajos se realizan tres suposiciones para simplificar la representación, que ya

fueron expuestas en el capítulo previo, pero que es conveniente tener presente.

1. El robot está formado por una secuencia de p elementos A1 hasta Ap, don-

de dos objetos sucesivos Ai y A(i+1) están conectados por una articulación

prismática o una de revolución. A1 es el primer objeto de la secuencia y

está conectado al espacio de trabajo por una articulación. Una configu-

ración q de A se representa por una lista de p parámetros, (q1, · · · , qp).

Cada parámetro qi (i ∈ [1, p]) determina la posición y la orientación de

FAi respecto a FAi−1 , con FA0 = FW .

2. Cada articulación qi varía en un intervalo limitado Ii = (q−i , q+
i ). Si qi

corresponde con una articulación de revolución sin topes mecánicos, el

intervalo es Ii = [0, 2π) y se emplea aritmética módulo 2π.

3. Dos elementos Ai y Aj cualesquiera no pueden chocar entre sí. Por tan-

to, los únicos choques que se consideran son aquéllos entre los elementos

Ai(i ∈ [1, p]) y los obstáculos Bj(j ∈ [1, q]).

También hay que tener en cuenta que la posición y la orientación de FAi

respecto a FW , para cualquier i ∈ [1, p], está completamente determinada por

los parámetros q1 hasta qi. Como consecuencia, se denota por Ai(q1, · · · , qi) a

la región de W ocupada por el objeto Ai.

En general los trabajos desarrollados para la construcción de la región del

C-obstáculo para robots articulados se pueden agrupar en:
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1. Los que aplican la idea del planteamiento de descomposición aproximada

en celdas propuesta para robots móviles a robots articulados. Este consis-

te en decidir si las celdas generadas por la descomposición del C-espacio

pertenecen o no a la región del C-obstáculo, utilizando las ecuaciones ex-

plícitas que definen los límites de los C-obstáculos. Para móviles estas

ecuaciones se pueden establecer utilizando los métodos presentados en la

sección previa. Este planteamiento podría ser directamente aplicable a ar-

ticulados, pero las ecuaciones explícitas de los límites de los C-obstáculos

son más difíciles de establecer y de explotar. En su lugar se utiliza un

método que consiste en discretizar el intervalo de movimiento de cada ar-

ticulación en intervalos más pequeños; después, se comprueba si el robot

colisiona o no con los obstáculos cuando las distintas articulaciones se en-

cuentran en estos subintervalos. Este método, con pequeñas variaciones,

es el que se propone en [?], [?] y [?].

2. Los que calculan las ecuaciones exactas del límite del C-obstáculo. En estos

trabajos se consideran las ecuaciones algebraicas que definen los obstácu-

los y las expresiones matemáticas que describen la cinemática del robot.

A partir de las condiciones que establecen cuándo los elementos del robot

intersectan con los obstáculos se calculan las ecuaciones explícitas del lí-

mite de los obstáculos en el espacio de las configuraciones. Este método,

para manipuladores articulados concretos, se presenta en [?] y [?] y para

cualquier tipo de manipulador general en [?] y [?].

En los siguientes apartados se van a analizar los diferentes algoritmos que

han sido propuestos en cada uno de estos dos grupos, comenzando por los que

se plantearon en primer lugar.

Existen distintos métodos para construir los C-obstáculos y la mayoría de

ellos se centran en manipuladores cuyo espacio de trabajo es R2. Pocos contem-

plan manipuladores trabajando en espacios tridimensionales, como el PUMA,

el SCARA, etc.
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3.2.1. Descomposición aproximada en celdas

El principio general de la descomposición aproximada en celdas se puede

aplicar a robots articulados para la construcción del espacio libre y la región

del C-obstáculo. El planteamiento, sin embargo, es diferente debido a que para

este tipo de robots las ecuaciones que definen los límites de los C-obstáculos

son difíciles de obtener y de tratar. Por ello, en estos trabajos se sigue un

método ligeramente diferente que consiste en discretizar el movimiento de cada

articulación en intervalos pequeños. Esto permite calcular, de forma aproximada,

la región de los C-obstáculos y construir un grafo de conectividad, que se utiliza

para buscar un canal que conecte la configuración inicial a la final en etapa de

planificación de movimientos.

En primer lugar se describe el procedimiento básico para construir una apro-

ximación de la región del C-obstáculo en I1 × · · · × Ip ⊂ Rp. Cada intervalo Ii,

i = 1 hasta p, se divide en intervalos más pequeños que no se solapan δi,ki , con

ki = 1, 2, · · · , hasta alguna resolución predeterminada. Si la región recorrida

por A en el espacio de trabajo, cuando (q1, · · · , qp) varía sobre la celda de tipo

rectangular δ1,k1 × · · · × δp,kp , no intersecta con alguno de los obstáculos, en-

tonces δ1,k1 × · · · × δp,kp forma parte del espacio libre Cfree; si no, se considera

que pertenece a la región del C-obstáculo. Considerando todas las celdas, se

construye una aproximación del espacio libre como una colección de pequeñas

celdas de tipo rectangular. En la figura ?? aparece este sencillo procedimiento,

donde se muestra la división de cada intervalos en subintervalos que producen

colisión (rayado) o no. Para la etapa de planificación, se puede generar un grafo

de conectividad que represente la relación de adyacencia entre estas celdas y,

después, buscar un canal. Sin embargo, el método de planificación en conjunto

no es muy eficiente en cuanto al tiempo de computación y espacio de memoria.

I1 I2 Ip

δ1,k1
δ2,k2

δp,kp

q
1
- q

1
+ q

2
+ q

p
+q

p
-q

2
-

Figura 3.2: Construcción del C-espacio para un manipulador con p grados de

libertad
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A continuación se describe un método donde se introducen unas simples mo-

dificaciones que permiten reducir de manera considerable el número de celdas

que tienen que ser examinadas de forma explícita. Se considera, inicialmente, el

primer elemento A1 de A. Su posición y orientación en W dependen sólo del

valor de la coordenada q1. Si, para un valor dado de esta coordenada, intersecta

con un obstáculo, entonces no es necesario examinar los choques con los obstá-

culos del resto de los elementos, desde A2 hasta Ap. Además, el trozo completo

de dimensión (p−1) de C que se proyecta en el valor dado de q1 forma parte de

la región del C-obstáculo. Posteriormente, se considera el elemento Ai. De forma

extendida, si para valores determinados de (q1, · · · , qi), el elemento Ai intersecta

con un obstáculo, el trozo completo de dimensión (p−i) de C que se proyecta en

los valores dados de q1 hasta qi forma parte de la región del C-obstáculo. Esto

sugiere construir una representación del espacio de las configuraciones en forma

de un árbol de p-niveles ( [?] [?]), como se muestra en la figura ??. Los nodos

a profundidad i − 1(i ∈ [1, p]) representan las descomposiciones del recorrido Ii

en intervalos VACIOS y LLENOS. La raíz del árbol, es decir, el nodo a profun-

didad 0, representa el recorrido I1. En este nivel, los intervalos VACIOS de la

descomposición están formados por todos los valores de q1 para los que A1(q1)

no choca con ningún obstáculo. Los intervalos LLENOS son el complementario

de los VACIOS en I1. A continuación, los VACIOS se subdividen en interva-

los más pequeños δ1,k1 , con k1 = 1, 2, · · · hasta una determinada resolución. El

árbol contiene un nodo a profundidad 1 para cada uno de esos intervalos. Se

toma uno cualquiera de ellos δ1,k1 . Su sucesor correspondiente representa una

descomposición del recorrido I2 en LLENOS y VACIOS. Los VACIOS están for-

mados por todos los valores de q2 para los que A2(q1, q2) no intersecta con los

obstáculos cuando q1 varía sobre δ1,k1 . De nuevo, los VACIOS se descomponen

en intervalos más pequeños δ2,k2 y así sucesivamente. Excepto a profundidad

p − 1, los VACIOS se descomponen en intervalos más pequeños δi,ki .

En la figura ?? se muestra el procedimiento propuesto en [?] para la cons-

trucción del C-espacio de un manipulador con tres articulaciones. Considerar el

nodo a profundidad 2 marcado con ’*’ de la figura ??. Los intervalos VACIOS

de este nodo están formados por todos los valores de q3 tales que A(q1, q2, q3)

no choca con los obstáculos cuando q1 varía sobre δ1,k1 y q2 varía sobre δ2,k2 .
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I2 I2
I2

I1

I3
I3 I3

δ1,k1

δ2,k2

*

Figura 3.3: Procedimiento para la construcción del C-espacio de un manipulador

Debido a que se pueden clasificar trozos enteros como parte de la región del

C-obstáculo en las primeras etapas del procedimiento, el tiempo y los requeri-

mientos de memoria para construir el árbol son normalmente más pequeños que

con la versión más simple del método presentada anteriormente.

Figura 3.4: Manipulador planar de revolución: (a) Espacio de trabajo (b) C-

obstáculos

En la figura ?? (a) se muestra un manipulador planar con dos articulaciones

de revolución entre cinco obstáculos poligonales, en dos configuraciones libres

marcadas respectivamente por (1) y (2). La figura ??(b) muestra la represen-

tación del espacio de las configuraciones del robot que se ha construido con el

algoritmo descrito previamente. La región de los C-obstáculos se aproxima como

un conjunto de trozos (slices) paralelos al eje q2. Los puntos designados por 1 y

2 representan las configuraciones del brazo marcadas con (1) y (2) en la figura

(a).

El cálculo clave para construir el árbol de la fig ?? es determinar el recorrido
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de los valores de qi(i ∈ [1, p]) en el que Ai(q1, · · · , qi−1, qi) no intersecta con los

obstáculos cuando q1, · · · , qi−1 varían sobre los intervalos δ1,k1 , · · · , δi−1,ki−1 .

En [?] se propone una técnica que consiste en fijar los valores de q1, · · · , qi−1,

por ejemplo, en los puntos medios q1,k1 , · · · , qi−1,ki−1 de los intervalos δ1,k1 , · · · , δi−1,ki−1 .

Entonces el cálculo se reduce a determinar los intervalos de valores de qi para los

que Ai(q1,k1 , · · · , qi−1,ki−1 , qi) no intersecta con los obstáculos cuando gira alre-

dedor de un eje fijo (para una articulación de revolución) o cuando se traslada

a lo largo de un eje fijo (para una articulación prismática).

Sin embargo, si se fijan los valores de q1, · · · , qi−1 en lugar de permitir que

varíen sobre los intervalos, tiene el inconveniente de generar una aproxima-

ción del espacio libre que no garantiza que sea conservadora. Una forma de

abordar este inconveniente es calcular el desplazamiento euclídeo más largo de

cualquier punto en Ai para cualquier qi ∈ Ii, cuando q1, · · · , qi−1 varían sobre

δ1,k1 , · · · , δi−1,ki−1 . El objeto Ai se aumenta de forma isotrópica con este des-

plazamiento y este objeto aumentado es el que se utiliza para descomponer el

recorrido de Ii en intervalos VACIOS y LLENOS.

En [?] y [?] se presenta un procedimiento para mejorar la construcción del

árbol que representa al C-espacio. El recorrido de Ii se descompone en intervalos

clasificados como LLENOS, SEGURAMENTE VACIOS y POSIBLEMENTE

VACIOS. Los LLENOS se definen de la misma forma que en el caso preceden-

te. Los SEGURAMENTE VACIOS están formados por todos los valores de qi

tales que el objeto Ai(q1, · · · , qi−1, qi) y la superficie barrida por los objetos

Ai+1, · · · ,Ap, cuando qi+1, · · · , qp varían sobre Ii+1, · · · , Ip, no intersectan con

los obstáculos. Los POSIBLEMENTE VACIOS son los complementarios de los

intervalos LLENOS y SEGURAMENTE VACIOS en Ii. Solamente los intervalos

POSIBLEMENTE VACIOS se dividen en subintervalos más pequeños.

En [?] se propone optimizar el procedimiento asociando con cada intervalo

POSIBLEMENTE VACIO en un nodo del árbol, una lista de obstáculos con los

que chocan los elementos Ai+1, · · · ,Ap. Posteriormente, cuando se consideran

los sucesores de este nodo, solamente se tienen en cuenta los obstáculos en esta

lista para examinar las posibles colisiones de Ai+1. Entonces, en cada intervalo

POSIBLEMENTE VACIO de Ii+1, se reduce la lista eliminando los obstáculos

que no colisionan con la superficie barrida por Ai+2, · · · ,Ap.
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Para finalizar este análisis, hay que resaltar que todos los métodos basados en

la descomposición presentan una gran carga computacional. Esto ha conducido

a abordar otra filosofía donde se calculan las expresiones analíticas de los C-

obstáculos para manipuladores.

3.2.2. Ecuaciones del límite de un C-obstáculo

Así como el método de la descomposición aproximada en celdas se aplica

indistintamente a un brazo planar o espacial, los procedimientos que calculan

las ecuaciones algebraicas de los C-obstáculos dependen en gran medida de los

grados de libertad del brazo. En los dos apartados siguientes se analizan por

separado los procedimientos más representativos que siguen esta vertiente, para

robots planares, en primer lugar, y para espaciales, posteriormente.

Manipuladores articulados en el plano

Uno de los primeros análisis de la geometría de los límites de los C-obstáculos

para distintos brazos planares fue presentado por Lumelsky en [?]. En ese

trabajo el autor plantea que la transformación de los obstáculos del espacio

de trabajo al espacio de las configuraciones está fuertemente relacionado con

la cinemática inversa del mecanismo robótico. Además, para un manipulador

planar con dos articulaciones de revolución y cuyos elementos son segmentos de

líneas rectas (figura ??), propone utilizar un toro para representar su espacio

de las configuraciones. Para este manipulador, la posición del efector final en

coordenadas cartesianas viene dada por

x = l1 cos(θ1) + l2 cos(θ1 + θ2) (3.1)

y = l1 sin(θ1) + l2 sin(θ1 + θ2) (3.2)

Las dos configuraciones que puede que adoptar el manipulador para que el efec-

tor final esté en contacto con un obstáculo puntual situado en las coordenadas

cartesianas (x, y), se obtienen a partir de la resolución de las ecuaciones de la

cinemática inversa

θ1 = arctan(
y

x
) ± arc cos(

x2 + y2 + l21 − l22

2l1
√

x2 + y2
) (3.3)
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(x,y)

φ

θ1

θ2
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B

Figura 3.5: Manipulador planar con dos articulaciones de revolución

θ2 = ∓ arc cos(
x2 + y2 − l21 − l22

2l1l2
) (3.4)

Estas dos configuraciones, codo arriba y codo abajo, se corresponden respecti-

vamente con la elección de los signos superiores e inferiores de las soluciones (±

y ∓).

En [?] se propone simplificar estas expresiones utilizando las coordenadas

polares del punto en lugar de coordenadas cartesianas, obteniéndose:

θ1 = φ ± arc cos(
r2 + l21 − l22

2l1r
) (3.5)

θ2 = ∓ arc cos(
r2 − l21 − l22

2l1l2
) (3.6)

donde

r =
√

x2 + y2 (3.7)

φ = arctan(
y

x
) (3.8)

Para obtener la transformación de los obstáculos desde el espacio de trabajo al

C-espacio hay que calcular todos los puntos de contacto a lo largo de toda la

longitud del robot y no sólo con el efector final. Considerando las colisiones con

el segundo elemento (con el primero son triviales), la solución no es única, sino

que hay un conjunto infinito de soluciones parametrizadas por la variable s (ver

figura ??). Así un obstáculo puntual en el espacio de trabajo se transforma en
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una curva en el C-espacio, cuyas ecuaciones son:

θ1 = φ ± arc cos(
r2 + l21 − s2

2l1r
) (3.9)

θ2 = ∓ arc cos(
r2 − l21 − s2

2l1s
) (3.10)

El signo doble que aparece en la expresión de θ1 y θ2 pone de nuevo de

manifiesto las dos configuraciones, codo arriba y codo abajo, con las que el ma-

nipulador puede contactar con un punto. Además, las dos expresiones previas

únicamente definen los choques del segundo elemento con el obstáculo pun-

tual. Para puntos situados a una distancia s < l1, hay que tener en cuenta las

configuraciones con las que el primer elemento contacta con el obstáculo [?].

Concretamente

θ1 = φ (3.11)

θ2 = [θ2min , θ2max ] (3.12)

Un método general para obtener las ecuaciones del límite del C-obstáculo

para manipuladores planares con n elementos se propone en [?]. Utiliza modelos

polígonales para los elementos del robot y los obstáculos y determinan los límites

de los obstáculos en el espacio imagen del robot. Después, los límites de los

obstáculos son transformados de nuevo al espacio de las configuraciones del

robot.

Más concretamente, el método consiste en utilizar el espacio imagen, donde

se usa un cuaternión para representar el desplazamiento planar de un sistema de

referencia desplazado respecto de uno fijo. El contacto entre un objeto poligo-

nal con otro se representa por una subvariedad del espacio imagen denominada

variedad de contacto. El movimiento de un elemento como parte de un robot se

representa por otra subvariedad del espacio imagen denominada variedad alcan-

zable. La intersección de ambas variedades define la posición del efector final que

simultáneamente satisface las condiciones de alcanzabilidad y de contacto. La

parametrización de la intersección utilizando las variables de configuración de

un robot proporciona la ecuación explícita para el límite del C-obstáculo. Este

método se aplica en [?] a un robot planar 2R y en [?] a dos robots planares 2R

cooperantes, para determinar las ecuaciones de los límites de los C-obstáculos.

Es interesante considerar la geometría de los obstáculos en el espacio de las
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Espacio de Trabajo

Figura 3.6: Obstáculos en el espacio de trabajo

     −π −π/2  0  +π/2  +π     
 −π 

−π/2

 0  

+π/2

 +π 
Espacio de las Configuraciones

θ1

θ2

Figura 3.7: Obstáculos en el espacio de las configuraciones

configuraciones en función de su posición en el espacio de trabajo ( [?] [?]).

En la figura ?? se muestran nueve obstáculos puntuales que se encuentran en el

espacio de trabajo de un manipulador planar de revolución. Están igualmente

espaciados, con φ variando desde −π hasta π con incrementos de π/4. Los cuatro
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que se encuentran situados a mayor distancia radial del origen sólo pueden

chocar con el segundo elemento, mientras que el resto pueden colisionar con

ambos. En la figura ?? se muestran los nueve obstáculos en el espacio de las

configuraciones.

Los cuatro obstáculos cuya distancia radial es mayor que l1, sólo pueden

colisionar con el segundo elemento y aparecen con forma de ’S’ invertida.

El resto (que pueden colisionar con ambos elementos) se muestran como

líneas rectas, paralelas al eje θ2, con trazo discontinuo para los choques con

el primer elemento y con trazo continuo para las colisiones con el segundo

elemento.

En [?] y [?] se pone de manifiesto que el único parámetro que afecta a

la curva del C-obstáculo es el radio r donde se encuentra el obstáculo puntual,

mientras que el ángulo φ solamente introduce un desplazamiento en θ1. Enton-

ces, se cumple que el C-obstáculo para un punto con coordenadas (r, φ) se puede

obtener a partir del C-obstáculo de otro punto con coordenadas (r, 0) despla-

zando en la dirección θ1 una cantidad φ. Con esta propiedad, en [?] y [?] se

propone construir mapas de primitivas del C-espacio para un manipulador dado

almacenando el C-espacio generado a partir de obstáculos puntuales con φ = 0

y diferentes valores de r. Este mapa de primitivas forman una familia de curvas

en el C-espacio dependientes del parámetro r. Esta propiedad se cumple pa-

ra manipuladores planares de revolución cuyos elementos están modelados con

segmentos de línea y para otros con elementos poligonales. En [?] se obtienen

las ecuaciones de la cinemática inversa para un manipulador con dos elemen-

tos poligonales. También en [?] y [?] se considera la extensión a obstáculos

poligonales. En este caso la proyección de los obstáculos en el C-espacio viene

representada por regiones limitadas por las mismas formas que para el caso de

obstáculos puntuales y un manipulador con elementos modelados por rectas. Las

curvas que limitan la región del C-obstáculo provienen de los contactos entre un

punto (un vértice) y un segmento de línea.
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Manipuladores articulados en el espacio

En [?], [?] y [?] se propone la extensión de sus algoritmos a robots es-

paciales, mediante una técnica denominada slicing. Esta es una variante del

planteamiento de la descomposición aproximada en celdas. Consiste en descom-

poner el recorrido de uno de los grados de libertad en un número finito de

intervalos. En cada intervalo, se calculan los contactos con los obstáculos con-

siderando únicamente los grados de libertad restantes. Este planteamiento es

aplicable directamente a estructuras mecánicas donde dos ejes de articulación

intersecten.

Concretamente, en [?], [?] y [?] aplican el método a estructuras mecánicas

tipo PUMA, aunque sólo analizan las tres primeras articulaciones, obteniendo

C-espacios tridimensionales. Así, consideran que los dos últimos elementos tra-

bajan en un plano, al igual que el manipulador planar con dos articulaciones

de revolución analizado previamente. Dicho plano viene determinado para un

valor concreto de θ0, el grado de libertad asociado a la articulación de la cintu-

ra. Como en el caso del planar, los C-obstáculos forman una familia de curvas

parametrizadas por un parámetro. De hecho, es exactamente la misma familia

de curvas, ya que el efecto de θ0 es seleccionar el plano donde se produce la

interacción con el obstáculo. En tres dimensiones la forma del obstáculo trans-

formado depende únicamente del radio r donde se encuentra. Dependiendo de

la posición del punto, esta primitiva se traslada en el C-espacio una cantidad

φ en θ1 y φ0 en θ0, donde φ y φ0 son las variables angulares del obstáculo,

considerando coordenadas esféricas.

El método propuesto por [?] para robots planares y obstáculos poligonales

se generaliza en un trabajo posterior [?] para robots espaciales y obstáculos

poliédricos. En [?] se presenta una formulación algebraica de los límites de los

C-obstáculos para robots espaciales con desacoplo cinemático. Esta formulación

se aplica a un robot PUMA para obtener las ecuaciones parametrizadas del lí-

mite de los C-obstáculos. Sin embargo, en este método se supone una fuerte

simplificación, como es la de modelar el brazo por una cadena de dos articula-

ciones esféricas. Además, solamente considera la parte del límite del C-obstáculo

debida a choques con el efector final.

Existe otro trabajo [?] para obtener las ecuaciones del límite de los C-
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obstáculos para manipuladores que trabajan en entornos poliédricos. Los obs-

táculos se modelan como uniones de caras triangulares, y los manipuladores

mediante segmentos de línea. Las ecuaciones del límite de los C-obstáculos se

calculan a partir de las condiciones que definen la intersección entre las caras

triangulares y los segmentos de línea. Además, se muestra que las expresiones

explícitas de los límites se pueden obtener para manipuladores cuya cinemá-

tica se represente con la notación de Denavit-Hatenberg. Más concretamente,

se muestra que la ecuación del límite para la variable de una determinada ar-

ticulación se puede resolver explícitamente en función de las variables de las

articulaciones previas. Para validar el método, se aplica a un robot Adept cuyos

elementos se aproximan por una unión de cilindros. Los obstáculos se aumentan

en todas las direcciones por el radio de los cilindros y los elementos del robot

se reducen a los ejes del cilindro. Se analizan las intersecciones en los ejes del

cilindro y las uniones de los triángulos que aproximan a las superficies de las

obstáculos aumentados.

3.2.3. Consideraciones finales

Una vez presentados de forma detallada los métodos más destacados pa-

ra representar los obstáculos en el C-espacio de manipuladores articulados, se

comentarán los inconvenientes más importantes que cada grupo, en conjunto,

posee.

1. En los métodos que se engloban en el primer grupo es necesario construir

una representación, más o menos aproximada, de los elementos que consti-

tuyen el robot para un conjunto elevado de configuraciones. En alguno de

ellos hay que construirla para todas las configuraciones. Esto supone una

elevada carga computacional asociada al cálculo de la cinemática directa.

Además, habría que aplicar de forma explícita un test de colisiones para

todos los elementos en todas las configuraciones consideradas. Este test

de colisiones sería realizado con los métodos expuestos para los robots

móviles.

2. Respecto al segundo grupo, hay que destacar que no existen muchos tra-

bajos dedicados a robots articulados, y concretamente a brazos espaciales.
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Los procedimientos propuestos calculan explícitamente las ecuaciones del

límite de los C-obstáculos realizando una serie de simplificaciones. En pri-

mer lugar, simplifican la geometría de los elementos del robot y de los

obstáculos. Concretamente, modelan los objetos mediante regiones alge-

braicas. Esto supone aproximar tanto a los elementos del robot como a

los obstáculos por un conjunto de formas geométricas. Incluso, se llega a

modelar al robot mediante segmentos de línea. Además, existen distintas

técnicas que sustituyen la estructura mécanica del robot por otra más fácil

de analizar. Todas estas simplificaciones, en general, son muy restrictivas

para manipuladores articuladores trabajando en espacios tridimensionales,

aunque no tanto para planares.

En segundo lugar, no todas las técnicas tienen en cuenta las colisiones

entre todos los elementos que constituyen el brazo y los obstáculos. Nor-

malmente, se restringen al estudio de los contactos con el efector final del

robot.

Como consecuencias de estas simplificaciones, aunque con estos métodos se

logre disminuir el tiempo de computación, los C-obstáculos que se obtienen

son una versión aproximada de los reales.



Capítulo 4

Formalismo Matemático

Propuesto

En este capítulo se va presentar el formalismo matemático que se ha plan-

teado para proyectar los obstáculos en el espacio de las configuraciones. En

concreto, se propone una nueva representación de los C-obstáculos basada en la

definición de tres funciones, que representan respectivamente: al robot en una

determinada configuración, a los obstáculos en el espacio de trabajo y a los

obstáculos en el espacio de las configuraciones. Esta última función, que toma

valores sobre el espacio de las configuraciones, se define por medio de una in-

tegral sobre el espacio de trabajo del producto de las otras dos funciones. Así,

evaluando si dicha función es definida positiva, se decide si una configuración

pertenece a la región de los C-obstáculos.

Una vez que en la primera sección se ha planteado la base teórica propuesta,

en la siguiente se muestra cómo se puede simplificar el cálculo de esa función, si

se cumplen unas determinadas condiciones. Esa expresión simplificada conduce

a proponer una nueva donde aparece el producto de convolución de las funciones

que definen al robot y a los obstáculos sobre un determinado conjunto de varia-

bles, que depende de las estructuras robóticas concretas. Este es el objetivo de

la siguiente sección. Para finalizar este nuevo planteamiento se propone aplicar

el Teorema de Convolución para el cálculo de dicha integral.

En capítulos sucesivos se aplicará este formalismo a las estructuras robóticas

57
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más representativas. Entre ellas cabe destacar los robots móviles con cualquier

forma geométrica y los articulados más típicos, como son: el PUMA, el SCARA y

el de Stanford. Se obtendrán distintos algoritmos para calcular los C-obstáculos

que pondrán de manifiesto las ventajas del procedimiento respecto de los revi-

sados en el capítulo previo.

4.1. Base Teórica Propuesta

En esta sección se va a proponer una nueva representación de los C-obstáculos,

basada en la integral del producto de dos funciones: una que representa al ro-

bot y la otra a los obstáculos en el espacio de trabajo. Se comprobará que esta

definición coincide con la propuesta en [?].

Sean W y C el espacio de trabajo y el espacio de las configuraciones de un

robot, respectivamente. Así, la función A que se propone para representar al

robot situado en un punto x ∈ W en la configuración q ∈ C vendría dada por

la siguiente definición.

Definición 9 Sea A(q) el subconjunto de W que representa al robot en la con-

figuración q. Se define la función A : C × W → R como

A(q, x) =

⎧⎨
⎩

1 si x ∈ A(q)

0 si x �∈ A(q)
(4.1)

De la misma forma, la función B que se propone para representar a los obstáculos

en el espacio de trabajo, estaría definida como se muestra a continuación.

Definición 10 Sea B el subconjunto de W formado por los obstáculos. Se define

la función B : W → R como

B(x) =

⎧⎨
⎩

1 si x ∈ B

0 si x �∈ B
(4.2)

Con estas dos funciones A y B, la nueva definición que se propone para calcular

los C-obstáculos sería la siguiente:

Definición 11 Sea la función CB : C → R definida como

CB(q) =
∫

A(q, x)B(x)dx ∀q ∈ C, ∀x ∈ W (4.3)
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Se define la región CBf como el subconjunto de C que verifica

CBf = {q ∈ C/CB(q) > 0} (4.4)

En el siguiente teorema se va a demostrar que la nueva definición coincide con

la propuesta por Lozano-Pérez en [?], que es ampliamente aceptada y utilizada.

Teorema 2 Sea CB = {q ∈ C/A(q) ∩B �= ∅} la región del C-obstáculo pro-

puesta por [?]. Entonces, se cumple que CB = CBf .

Demostración

a) CB ⊂ CBf

Esto es equivalente a demostrar que

∀q ∈ C si q ∈ CB ⇒ q ∈ CBf

es decir, que

∀q ∈ C si q ∈ CB ⇒ CB(q) > 0

Se va a demostrar por reducción al absurdo. Supongamos que

∃q ∈ CB tal que CB(q) = 0

Si CB(q) = 0, por la definición ?? se tiene que
∫

A(q, x)B(x)dx = 0

y como, además, las funciones A(q, x) y B(x) son definidas positivas

∀x ∈ W A(q, x) ≥ 0 y B(x) ≥ 0

entonces tiene que cumplirse que

∀x ∈ W A(q, x)B(x) = 0

esto implica que

∀x ∈ W A(q, x) = 0 ó B(x) = 0

Con lo que se tiene que

∀x ∈ W x �∈ A(q) ó x �∈ B
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y, por tanto

∀x ∈ W x �∈ A(q) ∩ B

Como consecuencia q �∈ CB, llegando a una contradicción con la hipótesis esta-

blecida.

b) CBf ⊂ CB

Esta condición equivale a demostrar que

∀q ∈ C si q ∈ CBf ⇒ q ∈ CB

es decir, que

∀q ∈ C si q ∈ CBf ⇒ A(q) ∩ B �= ∅

Esto se va a demostrar por reducción al absurdo. Supongamos que

∃q ∈ CBf tal que A(q) ∩ B = ∅

Esto implica que

∀x ∈ W x �∈ A(q) ∩ B

y, por tanto, que

∀x ∈ W x �∈ A(q) ó x �∈ B

Entonces, por las definiciones ?? y ??, se tiene que

∀x ∈ W A(q, x) = 0 ó B(x) = 0

Esto lleva a que

∀x ∈ W A(q, x)B(x) = 0

y, por la definición ??,

CB(q) = 0

Como consecuencia q �∈ CBf , que está en contradicción con la hipótesis inicial.

Corolario 1 Sea Cfree el conjunto de configuraciones libres de colisiones. En-

tonces,

q ∈ Cfree ⇔ CB(q) = 0

Luego, para conocer si el robot en una configuración dada q colisiona o no

con los obstáculos es necesario calcular la función CB(q) (??). En este cálculo

juega un papel fundamental la función A(q, x) (??).
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4.2. Propiedades de los C-obstáculos

A continuación se van a presentar tres propiedades sobre la representación

de los obstáculos en el C-espacio. Las dos primeras son válidas para cualquier

tipo de robots, mientras que la tercera está relacionada exclusivamente con

robots articulados. Con la definición de C-obstáculo propuesta (??) se pueden

demostrar, de forma inmediata.

- Propiedad 1

Si CB1
f y CB2

f son, respectivamente, las regiones de los C-obstáculos donde

se proyectan los obstáculos B1 y B2, entonces la región CB12
f donde se proyecta

B1 ∪B2 se obtiene como

CB12
f = CB1

f ∪ CB2
f

Esta propiedad se ha utilizado en muchos trabajos ( [?] y [?]) para encontrar

los C-obstáculos debidos a objetos complejos si se conocen los correspondientes a

formas de obstáculos elementales en los que se pueden descomponer o aproximar.

- Propiedad 2

Si CB1
f y CB2

f son, respectivamente, las regiones de los C-obstáculos donde

se proyectan los obstáculos B1 y B2, y B1 ⊆ B2 entonces

CB2
f = CB1

f ∪CB2
f

o bien

CB1
f ⊆ CB2

f

Esta propiedad puede reducir el tiempo de cálculo asociado con la ejecu-

ción de un determinado algoritmo diseñado para la representación de los C-

obstáculos. Si únicamente se proyecta el contorno de un obstáculo al C-espacio

entonces se tiene el límite del C-obstáculo. Esta idea se ha utilizado en algu-

nos procedimientos de planificación ( [?] y [?]), que trabajan con C-espacios

discretos, para calcular el C-obstáculo. En primer lugar, calculan su límite con

un determinado algoritmo y después utilizan alguna técnica para rellenarlo que,

en general, proviene de Informática Gráfica. Además de reducir el tiempo de

cálculo dedicado al cálculo del C-obstáculo, se reduce el tiempo empleado en la

detección de colisiones, ya que solamente es necesario realizarla con el límite y,
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así, se tiene garantizada la protección con el interior. También es la base de los

trabajos que obtienen los contornos de los C-obstáculos.

- Propiedad 3

Sea A un robot articulado formado por dos elementos A1 y A2. Si CB1f

y CB2f son, respectivamente, las regiones de los C-obstáculos debidas a los

elementos A1 y A2 donde se proyecta el obstáculo B, entonces la región CBf

del C-obstáculo debida al robot A donde se proyecta B se obtiene como

CBf = CB1f ∪ CB2f (4.5)

Esta propiedad es la base del cálculo de los C-obstáculos para robots for-

mados por varios elementos conectados mediante articulaciones prismáticas o

de revolución. Se cumple gracias a la estructura mecánica de los manipuladores

articulados. En la expresión ??, no se han considerado las colisiones entre los

distintos elementos que integran la cadena cinemática del brazo, dado que este

cálculo sólo es necesario efectuarlo un única vez para cada robot articulado. Por

tanto, el tiempo de cálculo está particularmente asociado con determinar los dos

términos de la expresión ??.

4.3. Parametrización de W y C

En la sección previa se presentaban las expresiones para las funciones B,

CB y A, definidas, respectivamente, sobre los espacios W , C y C × W , sin su-

poner ninguna parametrización específica de W y de C. En esta sección se va a

seleccionar una representación tanto de C como de W en forma de una lista de

parámetros reales, que permitirá obtener la correspondiente forma parametriza-

da de las funciones previamente definidas. Esto servirá de punto de partida para

exponer, en la sección siguiente, un método que permite simplificar el cálculo

de la función CB.

Una representación de W y de C viene dada seleccionando un sistema de

referencia FW para el espacio de trabajo y otro FA para el robot. Respecto de

ellos, se eligen las coordenadas de trabajo para C y W , de tal forma que un

punto x de W vendrá expresado respecto del sistema de referencia FW por las

coordenadas

(x1, x2, · · · , xn)
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donde n es la dimensión de W . Una configuración q viene representada por una

lista de parámetros

(q1, q2, · · · , qm)

que especifican la posición y orientación de FA con repecto a FW , siendo m la

dimensión de C. En general, se cumple que n ≤ m.

Con esta parametrización de C y W la función A dada previamente (??)

A : C × W −→ R

(q1, · · · , qm) × (x1, · · · , xn) −→ A(q1, · · · , qm, x1, · · · , xn)

estaría definida como

A(q1, · · · , qm, x1, · · · , xn) =

⎧⎨
⎩

1 si (x1, · · · , xn) ∈ A(q1, · · · , qm)

0 si (x1, · · · , xn) �∈ A(q1, · · · , qm)
(4.6)

donde A(q1, · · · , qm) es el subconjunto de W que representa al robot en la con-

figuración (q1, · · · , qm).

De la misma forma la función B, (??),

B : W −→ R

(x1, · · · , xn) −→ B(x1, · · · , xn)

se definiría como

B(x1, · · · , xn) =

⎧⎨
⎩

1 si (x1, · · · , xn) ∈ B

0 si (x1, · · · , xn) �∈ B
(4.7)

siendo B el subconjunto de W formado por los obstáculos.

La función CB, (??)

CB : C −→ R

(q1, · · · , qm) −→ CB(q1, · · · , qm)

estaría definida como

CB(q1, · · · , qm) =
∫

A(q1, · · · , qm, x1, · · · , xn)B(x1, · · · , xn)dx1 · · ·dxn (4.8)

A continuación se va a comprobar cómo eligiendo unos sistemas de referencia

y unas coordenadas adecuadas, tanto en el espacio de trabajo como en espacio

de las configuraciones, se puede evaluar la integral (??) de forma más simple,

reduciendo, por tanto, la carga computacional.
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4.4. Simplificación del Cálculo de CB

La dificultad más importante para el cálculo de esta integral se encuentra en

la evaluación de A(q1, · · · , qm, x1, · · · , xn). Una forma de simplificar el cálculo es

encontrar una función A′ tal que la integral anterior (??) esté dada por∫
A′(0, · · · , 0, qr+1, · · · , qm, x1−q1, · · · , xr−qr, xr+1, · · · , xn)B(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn

(4.9)

De esta forma existe una dependencia funcional más sencilla en la función A′.

El problema es determinar si existe la función A′ y cuál es su definición,

lo que constituye el próposito del siguiente planteamiento. En primer lugar es

necesario seleccionar los sistemas de referencia, FA y FW , para el robot y el

espacio de trabajo, y después hay que elegir las coordenadas adecuadas para

C y W . Esta determinación de sistemas de referencia y coordenadas se ha de

realizar con el objetivo de encontrar un morfismo

φ : C × W −→ C′ × W ′

(q1, · · · , qm) × (x1, · · · , xn) −→ (q′1, · · · , q′m) × (x′
1, · · · , x′

n)

definido como

∀j ∈ {1, · · · , r} x′
j = xj − qj q′j = 0

∀i ∈ {r + 1, · · ·m, } q′i = qi

∀k ∈ {r + 1 · · ·n} x′
k = xk

donde 1 ≤ r ≤ n, de forma que la función A = A′ ◦ φ definida de C′ ×W ′ en R

verifique que
∂A′

∂q′j
= 0 ∀j ∈ {1 · · · r} (4.10)

De este modo se consigue que A′ sea independiente de un subconjunto de q, es

decir,

A′(0, · · · , 0, q′r+1, · · · , q′m, x′
1, · · · , x′

n)

o con la definición del morfismo φ

A′(0, · · · , 0, qr+1, · · · , qm, x1 − q1, · · · , xr − qr, xr+1, · · · , xn)

Por tanto, si es posible seleccionar dichos sistemas de referencia y coordena-

das el cálculo de CB(q) (??) vendría dado por

CB(q1, · · · , qm) =
∫

A(q1, · · · , qm, x1, · · · , xn)B(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn
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=
∫

(A′ ◦ φ)(q1, · · · , qm, x1, · · · , xn)B(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn

En definitiva, se obtiene la expresión (??) para el cálculo de CB(q).

4.5. Cálculo de CB Utilizando la Convolución

Como se analizará a continuación, en el cálculo de CB(q) aparece el producto

de convolución de dos funciones sobre un conjunto de variables que depende de

la estructura del robot considerado. Este aspecto será crucial a la hora de reducir

la complejidad computacional, ya que para el cálculo de la convolución existen

algoritmos fuertemente optimizados.

La convolución de dos funciones f1 y f2 definidas en Rn es una nueva función

dada por

(f1 ∗ f2)(x1, · · · , xn) =
∫

f1(x′
1, · · · , x′

n)f2(x1 − x′
1, · · · , xn − x′

n)dx′
1 · · · dx′

n

Si para esas dos funciones f1 y f2 solamente se produjera convolución sobre

algunas variables, digamos r con 1 ≤ r ≤ n, se tendría

(f1∗f2)(x′
1,···,x′

r) =
∫

f1(x′
1, · · · , x′

n)f2(x1−x′
1, · · · , xr−x′

r, xr+1, · · · , xn)dx′
1 · · ·dx′

r

Teniendo en cuenta esta última definición, el producto de convolución aparece en

el cálculo simplificado de CB (??) si previamente se realiza el siguiente cambio

Ā′(0, · · · , 0, qr+1, · · · , qm, q1 − x1, · · · , qr − xr, xr+1, · · · , xn) = (4.11)

A′(0, · · · , 0, qr+1, · · · , qm, x1 − q1, · · · , xr − qr, xr+1, · · · , xn)

Así, se obtiene la siguiente expresión para CB(q)∫
Ā′(0, · · · , 0, qr+1, · · · , qm, q1−x1, · · · , qr−xr, xr+1, · · · , xn)B(x1, · · · , xn)dx1 · · ·dxn

(4.12)

Entonces, en el cálculo de CB(q), aparece el producto de convolución de las

funciones Ā′ y B sobre el conjunto de variables {x1, · · · , xr}. Es decir, se llegaría

a la siguiente expresión para CB(q1, · · · , qm)∫
(Ā′

(0,···,0,qr+1,···,qm) ∗B)(x1,···,xr)(q1, · · · , qr, xr+1, · · · , xn)dxr+1 · · ·dxn (4.13)

Para llegar a esta expresión es fundamental la selección de los sistemas de

referencia y coordenadas. Esta selección depende de la estructura mecánica del

robot que se considere en cada caso.
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4.6. Cálculo de CB Utilizando la Transformada

de Fourier

En este apartado se mostrará cómo el cálculo de CB(q) se puede realizar

aplicando el Teorema de Convolución. El objetivo no es otro que el de utili-

zar algoritmos fuertemente optimizados, ya existentes, que permitan reducir la

complejidad computacional de este cálculo.

El Teorema de Convolución establece que, dadas dos funciones f1(x) y

f2(x) definidas en R cuyas Transformadas de Fourier (FT) son respectivamente

F [f1(x)] y F [f2(x)] entonces es:

F [(f1 ∗ f2)(x)] = F [f1(x)] · F [f1(x)]

Este teorema es muy útil, pues permite calcular el producto de convolución

de dos funciones como la Transformada de Fourier inversa del producto de las

Transformadas de ambas funciones.

Considerando Transformadas en la expresión ?? del cálculo de CB y utilizando

este teorema se llega a

F [CB] =
∫
F

[
Ā′

(0,···,0,qr+1,···,qm)(q1, · · · , qr, xr+1, · · · , xn)
]
(x1,···,xr)

·

F [B(q1, · · · , qr, xr+1, · · · , xn)](x1,···,xr) dxr+1 · · ·dxn

Los subíndices (x1, · · · , xr) indican que se trata de Transformadas de dimensión

r de funciones definidas en Rn. Sobre el resto de las coordenadas (xr+1, · · · , xn)

donde no se produce convolución se efectúa la integración.

Dependiendo de la estructura mecánica de cada robot en particular, esta

expresión tendrá una forma concreta. Sin embargo, se puede observar que, a di-

ferencia de otros métodos, la complejidad computacional no depende de la forma

ni del número de vértices del robot y de los obstáculos. Unicamente depende de

la rapidez con la que se realice el producto de convolución o la Transformada

de Fourier. Existen algoritmos muy optimizados que reducen drásticamente la

carga computacional si se utiliza la Transformada de Fourier. Esta característi-

ca será analizada profundamente cuando se presente la expresión discreta y los

algoritmos correspondientes para la construcción de los C-obstáculos.



Capítulo 5

Aplicación del Formalismo

para Robots Móviles

En el capítulo previo se ha propuesto, de forma general, un formalismo ma-

temático para calcular los C-obstáculos. En el capítulo actual y en el siguiente

dicho formalismo se particularizará tanto a robots móviles como a articulados. Se

ha comenzado por la aplicación a robots móviles porque en ellos se puede intuir

de forma fácil que los C-obstáculos se pueden obtener calculando el producto de

convolución del robot con los obstáculos. De forma gráfica la convolución de dos

funciones se representa considerando el movimiento libre de un objeto definido

por una de las funciones sobre un espacio donde existe otro objeto definido por

otra. Asímismo, un C-obstáculo se puede obtener desplazando el robot móvil a

lo largo del contorno del obstáculo en el espacio de trabajo. Sin embargo, cada

caso particular que se va a tratar presenta diversas peculiaridades.

En este capítulo se va a aplicar el formalismo a tres robots móviles diferentes.

En las tres situaciones, el robot se mueve por una superficie plana. En primer

lugar se ha elegido un robot con forma de disco sin marcas, un ejemplo sencillo

que facilitará la comprensión del método y del formalismo matemático general

propuesto en el capítulo anterior. Posteriormente, se analizará el caso de una

plataforma móvil con cualquier forma geométrica que puede desplazarse y girar

libremente en R2. Esto permitirá extender, finalmente, el procedimiento para

el cálculo del C-espacio de una plataforma con tres dimensiones que se mueve

67
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sobre un plano.

5.1. Robot Circular Móvil en el Plano

En esta sección, se considera un robot A con forma de disco sin ninguna

marca, con simetría axial, que se desplaza y gira libremente en un espacio de

trabajo W ⊂ R2.

En W se define un sistema de referencia FW fijo. En este caso es adecuado

trabajar en W con coordenadas cartesianas. Además, se define un sistema de

referencia FA que se mueve con el robot. Debido a la simetría axial del robot

se sitúa el origen de FA en el centro del robot. En la gráfica ?? se muestra la

elección de los sistemas de referencia que se ha efectuado .

y

x

A

FW

FA

(x ,y )r r

y’

x’

OW

OA

Figura 5.1: Sistemas de referencia para robot circular móvil en el plano

Dada su simetría, una configuración q de A vendría dada únicamente por la

posición de FA con respecto a FW , a la que denotamos, por (xr, yr). Por tanto,

el espacio de las configuraciones se puede representar como un espacio euclídeo

C ⊂ R2.

Entonces la función B definida sobre W en R estaría dada por

B(x, y) =

⎧⎨
⎩

1 si (x, y) ∈ B

0 si (x, y) �∈ B
(5.1)

donde B es el subconjunto de W que representa a los obstáculos.

En cuanto a la función definida en la expresión ?? A : C × W → R estaría
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dada por

A(xr, yr, x, y) =

⎧⎨
⎩

1 si (x, y) ∈ A(xr,yr)

0 si (x, y) �∈ A(xr,yr)

(5.2)

donde A(xr,yr) es el subconjunto de puntos de W que representa al robot en la

configuración (xr, yr).
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(x, y)

(x, y )
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0

1

0
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Figura 5.2: Definición de A y B para robot circular móvil

La definición de estas funciones se puede observar en la figura ??. Con ellas,

la función CB : C → R (??) estaría definida como

CB(xr , yr) =
∫

A(xr , yr, x, y)B(x, y)dxdy (5.3)

Como se ha puesto de manifiesto en el formalismo matemático propuesto,

para simplificar el cálculo de esta integral hay que encontrar una función A′

definida sobre C′×W ′ en R, de forma que sea independiente de un subconjunto

de parámetros que definen una configuración. Para ello, hay que elegir unos

nuevos sistemas de referencia. Concretamente, se han elegido FW ′ ≡ FA y FA′ ≡

FA (figura ??).

Respecto de estos sistemas, C′ contiene una única configuración dada por

q = (0, 0), con lo que la función A′

A′ : C′ × W ′ −→ R

0, 0, x′, y′ −→ A′(0, 0, x′, y′)

estaría dada por

A′(0, 0, x′, y′) =

⎧⎨
⎩

1 si (x′, y′) ∈ A(0,0)

0 si (x′, y′) �∈ A(0,0)

(5.4)
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donde A(0,0) es el subconjunto de puntos que representa al robot en la configu-

ración q = (0, 0) respecto de FW ′ (figura ??).

y’ 

x’
A’(0,0)

(x’,y’)

1

0

A’

A’
(x’,y’)

OW=OA

Figura 5.3: Definición de A′ para robot circular móvil

Solamente es necesario definir un morfismo φ tal que A = A′ ◦ φ. Este

morfismo produce el cambio de coordenadas de C×W en C′×W ′. Su definición

sería
x′ = x − xr y′ = y − yr

x′
r = 0 y′

r = 0

y con ello

A(xr , yr, x, y) = (A′ ◦ φ)(xr , yr, x, y) = A′(0, 0, x − xr, y − yr)

Dada la definición de las funciones A (??) y A′ (??), se tiene que

A′(0, 0, x − xr, y − yr) = A(0, 0, x − xr , y − yr)

y, por tanto, se llega a que

A(xr , yr, x, y) = A(0, 0, x − xr, y − yr) (5.5)

Así se obtiene que la función característica A que define al robot en una confi-

guración cualquiera (xr, yr) y en un punto del espacio de trabajo (x, y) coincide

con dicha función, considerando al robot situado en la configuración (0, 0) y efec-

tuando una traslación en las coordenadas del espacio de trabajo. Por similitud

con la notación del robot en una configuración dada, se denota por

A(0,0)(x − xr, y − yr) = A(0, 0, x − xr, y − yr) (5.6)
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A partir de (??) y (??) se obtiene

A(xr , yr, x, y) = A(0,0)(x − xr, y − yr) (5.7)

Con las expresiones (??) y (??), se puede calcular CB como

CB(xr , yr) =
∫

A(xr , yr, x, y)B(x, y)dxdy

=
∫

A(0,0)(x − xr, y − yr)B(x, y)dxdy (5.8)

De esta forma, se observa que pueden encontrarse unas coordenadas para el

espacio de trabajo, directamente relacionadas con la estructura física del robot,

y una representación (xr, yr) de C, que permiten trabajar en un determinado

atlas. En éste, existe un morfismo que, con funciones características del robot,

hacen al robot independiente de alguna de las coordenadas del espacio de las

configuraciones. Se consigue simplificar, así, el cálculo de CB(q).

Si en la expresión de CB (??) se considera la función

Ā(0,0)(xr − x, yr − y) = A(0,0)(x − xr , y − yr) (5.9)

entonces aparece el producto de convolución de dos funciones definidas en R2

sobre las dos variables

CB(xr , yr) = (Ā(0,0) ∗ B)(xr , yr) (5.10)

La función Āq(−x) coincide con Aq(x) y representa al robot en la configuración

q con sus coordenadas invertidas.

Tomando transformadas de Fourier en (??) y utilizando el Teorema de Con-

volución se llega a

F [CB(xr , yr)] = F
[
Ā(0,0)(xr , yr)

]
F [B(xr , yr)] (5.11)

En ella se observa que la transformada de Fourier de CB es el producto de

transformadas, en dos dimensiones, de dos funciones definidas en R2: Ā que

define al robot y B que define a los obstáculos. El cálculo de los obstáculos en el

espacio de las configuraciones se obtendría sin más que calcular la transformada

inversa de la expresión (??).
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5.2. Plataforma 2D Móvil en el Plano

En este apartado, se va a considerar que el robot es una plataforma de dos

dimensiones con cualquier forma geométrica: rectangular, cuadrada, en estrella,

o cualquier otra que uno pueda imaginar, que se mueve sobre un plano. En

particular se supone que es ovalada, aunque el planteamiento no sufre ninguna

modificación si la forma es otra. Inicialmente se considera que el robot se des-

plaza con una orientación fija. Posteriormente se trata el caso de una plataforma

que se desplaza y gira libremente en el plano.

5.2.1. Plataforma móvil con orientación fija

En este caso se supone que la plataforma se desplaza libremente con una

orientación fija en un espacio de trabajo W ⊂ R2 ocupado por obstáculos.

Del mismo modo que para el robot con forma de disco, se define en W un

sistema de coordenadas cartesianas FW fijo dado por (x, y), y otro sistema de

coordenadas cartesianas FA móvil rígidamente unido a la plataforma (figura

??), cuyo origen se encuentra en cualquier punto (xr, yr) del robot.

El análisis es similar al realizado en la sección previa, donde una configura-

ción q del robot vendría dada por la posición (xr, yr) de FA con respecto a FW .

La expresión para el cálculo de CB coincide con la dada para el robot con forma

de disco (??), sin más que modificar la expresión para A(0,0), que representaba

al robot tipo disco situado en el origen de coordenadas de FW , por la de la

plataforma móvil con una orientación fija situada también en el origen.
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Figura 5.4: Sistemas de referencia para plataforma móvil en el plano
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5.2.2. Plataforma móvil que se desplaza y gira libremente

A continuación se supone que la plataforma móvil puede trasladarse y rotar

libremente en un espacio de trabajo W ⊂ R2. Se considera que tiene forma de

óvalo, al igual que el ejemplo previo, aunque cualquier otra forma geométrica

puede ser considerada. En este caso sería necesario modificar en parte el análisis

anteriormente efectuado.

Se realiza la misma elección de sistemas de referencia FW y FA que la efec-

tuada previamente (figura ??).

La representación de C vendría dada ahora parametrizando cada configura-

ción q por (xr , yr, θr) ∈ R2 × [0, 2π], donde (xr, yr) y θr son, respectivamente,

el origen y la orientación de FA con respecto a FW . El espacio de las configura-

ciones sería de dimensión tres, C ⊂ R2 × [0, 2π].

La definición de la función B (figura ??) coincide con la expresión (??). Sin

embargo, la función A : C × W → R estaría dada (figura ??) por

A(xr , yr, θr, x, y) =

⎧⎨
⎩

1 si (x, y) ∈ A(xr,yr,θr)

0 si (x, y) �∈ A(xr,yr,θr)

(5.12)

donde A(xr,yr,θr) es el subconjunto de W que representa al robot en la configu-

ración (xr, yr, θr).
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Figura 5.5: Definición de A y B para una plataforma móvil

Así CB(q) estaría definida como

CB(xr, yr, θr) =
∫

A(xr , yr, θr, x, y)B(x, y)dxdy (5.13)
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Para simplificar esta expresión, hay que encontrar una función A′ definida

de C′ × W ′ en R. Se eligen los nuevos sistemas de referencia (figura ??):

El origen de FW ′ coincidente con el de FA

FA′ ≡ FA

Respecto de estos sistemas, C′ contiene un conjunto de configuraciones dado

por (0, 0, θ′r), siendo θ′r = θr. Con esta elección de sistemas de referencia se tiene

que A′ : C′ × W ′ → R estaría definida como

A′(0, 0, θr, x
′, y′) =

⎧⎨
⎩

1 si (x′, y′) ∈ A(0,0,θr)

0 si (x′, y′) �∈ A(0,0,θr)

(5.14)

donde A(0,0,θr) es el subconjunto de puntos que representa al robot en la configu-

ración q = (0, 0, θr) respecto de FW ′ . Su definición, así como la del subconjunto,

se puede observar en la figura ??.

y’ 

x’
(x’,y’) 1

0

A’

A’

A’(0,0,θ )r

OW=OA (x’,y’)

Figura 5.6: Definición de A′ para la plataforma móvil

Como se tenía que C × W
A→ R y C′ × W ′ A′

→ R sólo hay que definir un

morfismo C × W
φ→ C′ × W ′ que efectúe la traslación de coordenadas. La

definición de este morfismo

φ : C × W −→ C′ × W ′xr, yr, θr, x, y −→ x′
r, y

′
r, θ

′
r, x

′, y′

donde
x′ = x − xr y′ = y − yr

x′
r = 0 y′

r = 0 θ′r = θr

Con φ se cumple que A = A′ ◦ φ, entonces

A(xr , yr, θr, x, y) = (A′ ◦ φ)(xr , yr, θr, x, y) = A′(0, 0, θr, x − xr, y − yr)
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Dada la definición de las funciones A (??) y A′ (??), se tiene que

A′(0, 0, θr, x − xr, y − yr) = A(0, 0, θr, x − xr, y − yr)

y por tanto

A(xr , yr, θr, x, y) = A(0, 0, θr, x − xr, y − yr) (5.15)

De esta forma se observa que la función que define el robot permanece invariante

si se efectúa una traslación respecto de los ejes (x, y) con una orientación θr fija,

pasando el robot de estar situado en una configuración (xr, yr, θr) a estar situado

en (0, 0, θr).Por similitud con la notación del robot en una configuración dada,

se denota por

A(0,0,θr)(x − xr, y − yr) = A(0, 0, θr, x − xr, y − yr)

De esta forma se observa que se puede encontrar un sistema de coordenadas

para el espacio de trabajo, directamente relacionado con la estructura física del

robot, y una representación (xr, yr, θr) de C, que permiten trabajar en un de-

terminado atlas. En éste, para cada carta existe un morfismo que, con funciones

características del robot, hace al robot independiente de alguna de las coorde-

nadas del espacio de las configuraciones. Así, con (??) y (??), se puede calcular

CB de la siguiente forma

CB(xr , yr, θr) =
∫

A(xr, yr, θr, x, y)B(x, y)dxdy

=
∫

A(0,0,θr)(x − xr, y − yr)B(x, y)dxdy (5.16)

Para cada orientación fija θr de A se obtendría un CB(xr, yr, θr) idéntico al

obtenido cuando el robot únicamente puede trasladarse en el plano. Variando

θr en el intervalo angular particular se tienen los obstáculos en el C-espacio

R2 × S1, cuyas coordenadas son (xr, yr, θr). Cada plano perpendicular a θr es

el C-obstáculo de dos dimensiones (xr , yr) para la correspondiente orientación

fija de la plataforma.

Con la definición del producto de convolución de dos funciones definidas en

R2 sobre las dos variables, la expresión de CB (??) sería

CB(xr , yr, θr) = (Ā(0,0,θr) ∗ B)(xr , yr) (5.17)
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donde Ā(0,0,θr)(xr − x, yr − y) = A(0,0,θr)(x − xr, y − yr) se ha efectuado una

inversión en las coordenadas. Aplicando el Teorema de Convolución sobre (??)

se obtiene

F [CB(xr , yr, θr)] = F
[
Ā(0,0,θr)(xr , yr)

]
F [B(xr, yr)] (5.18)

La representación de los obstáculos en el C-espacio se obtiene calculando la

transformada de Fourier inversa de la expresión (??). En dicha expresión aparece

el producto de transformadas en dos dimensiones.

5.3. Plataforma 3D Móvil sobre el Plano

El tercer robot móvil que se va a estudiar es una plataforma 3D con cualquier

forma geométrica que mueve sobre un plano. En concreto, se supone que tiene

forma prismática. El planteamiento es válido si fuera cualquier otro poliedro,

excepto un cilindro, cuya simetría axial reduce el problema considerablemente.

El robot prismático puede rotar y desplazarse en un espacio de trabajo W ⊂ R3,

con la restricción de que el movimiento se efectúe sobre el plano z = 0.

En primer lugar, es necesario definir en W un sistema de coordenadas car-

tesianas FW fijo dado por (x, y, z), y otro sistema de coordenadas cartesianas

FA móvil, rígidamente unido al robot (figura ??), y cuyo origen se encuentra en

uno de los vértices del prisma situado en el plano z = 0.

AFA

x

y

z

F
W

rθ

z’

x’y’
OA

O
W

Figura 5.7: Sistemas de referencia para un prisma móvil sobre el plano

El problema es muy similar al planteado en la sección anterior, donde se

tenía una plataforma 2D que podía desplazarse y girar libremente en el plano. El

espacio de las configuraciones tendría tres dimensiones, C ⊂ R2×[0, 2π], al igual



5.3. Plataforma 3D Móvil sobre el Plano 77

que el caso previo. La representación de C también vendría dada parametrizando

cada configuración q por (xr , yr, θr), donde (xr , yr) y θr son, respectivamente,

el origen y la orientación de FA con respecto a FW .

La función B definida sobre W en R estaría dada ahora por

B(x, y, z) =

⎧⎨
⎩

1 si (x, y, z) ∈ B

0 si (x, y, z) �∈ B
(5.19)

siendo B es el subconjunto de W que representa a los obstáculos.

En cuanto a la función A : C × W → R definida en (??), estaría dada, en

este caso, por

A(xr, yr, θr, x, y, z) =

⎧⎨
⎩

1 si (x, y, z) ∈ A(xr,yr,θr)

0 si (x, y, z) �∈ A(xr,yr,θr)

(5.20)

donde A(xr,yr,θr) el subconjunto de W que representa al robot en la configura-

ción (xr, yr, θr). La definición de estas funciones se puede observar en la figura

??.

x

y

z

F
W Robot

Obstacle

(x, y, z)
A

A
1

0 (x, y, z)

B
0(x, y, z)

B
1(x, y, z)

Workspace

rθ
(x ,y ,0) r    r

Figura 5.8: Definición de A y B para un prisma móvil

A partir de ambas funciones, el cálculo de CB vendría dado por la expresión

CB(xr , yr, θr) =
∫

A(xr , yr, θr, x, y, z)B(x, y, z)dxdydz (5.21)

Para simplificar este cálculo hay que buscar una función A′ : C′ ×W ′ → R que

no dependa de un subconjunto de parámetros que definen una configuración.

Para ello A′ se define respecto de los sistemas de referencia FW ′ y FA′ . En este

caso se han elegido de la siguiente forma (figura ??):
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El origen de FW ′ coincidente con el de FA

FA′ ≡ FA

Así C′ está formado por un conjunto de configuraciones (0, 0, θ′r), siendo θ′r = θr.

La función A′ : C′ × W ′ → R estaría dada por

A′(0, 0, θr, x
′, y′, z′) =

⎧⎨
⎩

1 si (x′, y′, z′) ∈ A(0,0,θr)

0 si (x′, y′, z′) �∈ A(0,0,θr)

(5.22)

donde A(0,0,θr) es el subconjunto de puntos que representa al robot en la confi-

guración q = (0, 0, θr) respecto de FW ′ . En la figura ?? aparece la definición de

la función A′ así como del subconjunto A(0,0,θr).

x’

y’

z’

0

(x’,y’,z’)

(x’,y’,z’)
1

A’(0,0,θ )r

A’

A’

OW=OA

Figura 5.9: Definición de A(0,0,θr) para el prisma móvil

Hay que definir un morfismo φ que realice el cambio de coordenadas de

C × W a C′ × W ′. En este caso es lógico definirlo como

φ : C × W −→ C′ × W ′

xr, yr, θr, x, y, z −→ x′
r, y

′
r, θ

′
r, x

′, y′, z′

donde
x′ = x − xr y′ = y − yr z′ = z

x′
r = 0 y′

r = 0 θ′r = θr

ya que se está efectuando una traslación del robot respecto de los ejes x, y

manteniendo constante su orientación. Con φ se cumple que A = (A′ ◦ φ), y

entonces se tiene

A(xr, yr, θr, x, y, z) = (A′ ◦ φ)(xr , yr, θr, x, y, z) = A′(0, 0, θr, x − xr, y − yr, z)
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Dada la definición de las funciones A (??) y A′ (??), se tiene que

A′(0, 0, θr, x − xr, y − yr, z) = A(0, 0, θr, x − xr, y − yr, z)

y por tanto

A(xr , yr, θr, x, y, z) = A(0, 0, θr, x − xr, y − yr, z) (5.23)

De esta forma se observa que la función que define el robot permanece invariante

si se efectúa su traslación respecto de los ejes (x, y) con una orientación θr fija,

pasando de estar situado el robot en una configuración (xr, yr, θr) a estar situado

en (0, 0, θr). Por similitud con la notación del robot en una configuración dada,

se denota por

A(0,0,θr)(x − xr, y − yr, z) = A(0, 0, θr, x − xr, y − yr, z)

Dada la estructura física del robot, se puede encontrar un sistema de coor-

denadas para el espacio de trabajo y para el C-espacio que permite definir un

morfismo. Con éste, la función A es independiente de alguna de las coordenadas

del espacio de las configuraciones. Así, con (??) y (??), se puede calcular CB

de la siguiente forma

CB(xr , yr, θr) =
∫

A(xr , yr, θr, x, y, z)B(x, y, z)dxdydz

=
∫

A(0,0,θr)(x − xr, y − yr, z)B(x, y, z)dxdydz (5.24)

Esta integral se debería resolver para cada orientación θr del robot, es decir, para

cada función A(0,0,θr) concreta, obteniéndose un CB(xr , yr, θr) determinado.

Cada uno de ellos daría lugar a un plano en un espacio de las configuraciones

de tres dimensiones (xr , yr, θr). Como ya se ha comentado, el planteamiento

es similar al de la plataforma 2D que se mueve en un plano. Sin embargo, el

resultado no es el mismo; para este caso se debe calcular una integral sobre tres

variables, al ser tres la dimensión del espacio de trabajo.

Como se puede observar en la expresión (??), se trata del producto de convo-

lución de dos funciones Ā(0,0,θr) y B definidas en R3, realizado únicamente sobre

dos variables x e y. Sobre z es necesario efectuar la integral de este producto de

convolución.

CB(xr , yr, θr) =
∫

(Ā(0,0,θr) ∗ B)(x,y)(xr, yr, z)dz (5.25)
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En definitiva, cada CB(xr , yr, θr) se obtiene haciendo el producto de convolución

de Ā(0,0,θr) con B para cada plano z = constante, desde z = 0 hasta z =

alturaprisma y después sumando dichos productos de convolución.

Para finalizar con el método, queda aplicar el Teorema de Convolución sobre

??

F [CB(xr , yr, θr)] =
∫

F
[
Ā(0,0,θr)(xr, yr, z)

]
(x,y)

F [B(xr , yr, z)](x,y) dz

(5.26)

Examinando esta expresión ?? se puede comprobar que los C-obstáculos se ob-

tienen calculando su transformada de Fourier inversa. Además, hay resaltar que

en ella aparece la integral sobre la coordenada z del producto de transformadas

en dos dimensiones.



Capítulo 6

Aplicación del Formalismo

para Robots Articulados

En el capítulo previo se ha particularizado el formalismo matemático a ro-

bots móviles que puede desplazarse libremente sobre un plano, modificando o

no su orientación. En éste se va a aplicar el método matemático a robots articu-

lados. Están formados por varios objetos rígidos que se mueven conectados por

articulaciones mecánicas que restringen su movimiento relativo. Su estructura

mecánica va a imponer la elección de los sistemas de referencia y las coordena-

das utilizadas en el espacio de trabajo y, por tanto, va a marcar las relaciones

con las coordenadas del espacio de las configuraciones.

En las secciones de este capítulo se va a aplicar el método matemático pro-

puesto para la generación de los C-obstáculos, en primer lugar, a un manipu-

lador planar de revolución con dos elementos y después a los manipuladores

más extendidos en la industria, como son: el PUMA, el SCARA y el Stanford.

Las expresiones que se obtienen van a permitir proponer algoritmos para su

implementación en un ordenador.

6.1. Manipulador Planar de Revolución

Para comenzar el estudio, se va a considerar una de las estructuras mecá-

nicas más estudiadas y más simples de robots articulados con un punto fijo: el

81
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manipulador planar de revolución. El análisis de este manipulador ideal ayudará

a comprender el de otros robots articulados, como son el PUMA y el SCARA.

Su cadena cinemática está formada por dos elementos rígidos, uno que puede

girar respecto de la base y otro que se puede mover en R2, sujeto a las restriccio-

nes que impone el estar unido a otro elemento. En concreto, A estaría formado

por dos objetos rígidos A1 y A2 conectados por una articulación de revolución

y otra para unir A1 a la base.

Los ejes de giro de las dos articulaciones son paralelos entre sí y perpendi-

culares al plano donde se asienta el robot. Con esto la elección de los sistemas

de referencia para el espacio de trabajo FW y para cada uno de los elementos

del robot FA1 y FA2 es la siguiente (figura ??):

FW situado en la base del robot.

El origen de FA1 coincidente con el de FW . Uno de los ejes de FA1 se sitúa

a lo largo del primer elemento, mientras que el otro es perpendicular a

éste.

El origen de FA2 situado en el extremo final del elemento A1. Uno de los

ejes situado sobre el segundo elemento y el otro perpendicular a él.

La elección de estos sistemas de referencia y de sus coordenadas asociadas

va a ser crucial a la hora de poder simplificar el cálculo de CB(q).

FW

FA1

FA2

θ1

θ2

Figura 6.1: Sistemas de referencia para el manipulador planar de revolución
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Una configuración de A es una especificación de la la orientación de FA1 y

FA2 con respecto a FW . Como ya se ha comentado, su espacio de las configura-

ciones es de dimensión dos. La representación de C viene dada parametrizando

cada configuración q por (θ1, θ2) ∈ [0, 2π]× [0, 2π], donde θ1 representa la orien-

tación de FA1 con respecto a FW , y θ2 la orientación de FA2 con respecto a FA1

(figura ??).

Las coordenadas para W se van a elegir de forma tal que alguna ellas coincida

con alguna de las del C espacio. Una elección posible es trabajar con coordenadas

polares (r, ϕ). Así las variaciones en ϕ están relacionadas con las variaciones en

θ1. Esta relación va a ser clave para simplificar el cálculo de la construcción de

los C-obstáculos.

Con estas consideraciones la función B : W → R estaría dada (figura ??)

por

B(r, ϕ) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ) ∈ B

0 si (r, ϕ) �∈ B

Dada la estructura mecánica del manipulador, la función A : C × W → R se

puede poner como suma de A1 y de A2, así

A(θ1, θ2, r, ϕ) = A1(θ1, θ2, r, ϕ) + A2(θ1, θ2, r, ϕ)

θ1

θ2

A1

A2

θ1

A1
A1

θ2 A2 θ2

A2

’

θ’1

(a) (b) (c)

Figura 6.2: Dependencias de los movimientos de A1 y A2

En la figura ??(b) se observa cómo una variación en el ángulo de la primera

articulación de θ1 a θ′1 implica un cambio en la configuración de ambos elementos

A1 y A2. Sin embargo, si el ángulo de la segunda articulación varía de θ2 a θ′2
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entonces sólo se producen modificaciones en la configuración del elemento A2.

Queda claro que la función A relacionada con el primer elemento A1 no depende

de θ2, mientras que A2 depende tanto de θ1 como de θ2. Entonces

A(θ1, θ2, r, ϕ) = A1(θ1, r, ϕ) + A2(θ1, θ2, r, ϕ) (6.1)

y las dos funciones (figura ??) vendrían definidas por

A1(θ1, r, ϕ) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ) ∈ A1(θ1)

0 si (r, ϕ) �∈ A1(θ1)

(6.2)

A2(θ1, θ2, r, ϕ) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ) ∈ A2(θ1,θ2)

0 si (r, ϕ) �∈ A2(θ1,θ2)

(6.3)

donde A1(θ1) es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento A1

en la configuración θ1, ya que no depende de θ2; y A2(θ1,θ2) es el subconjunto

de puntos de W que representa al elemento A2 en la configuración (θ1, θ2).

(ρ,ϕ) r 

(ρ,ϕ) r 

Obstáculo
B

B

0

1
(ρ,ϕ) r 

(ρ,ϕ) r 

A
0 A 0

A1

A
1

(ρ,ϕ) r 

(ρ,ϕ) r 

1

2

1

2

Figura 6.3: Definición de A y B para un manipulador planar de revolución

A partir de ambas definiciones CB : C → R vendría dada por

CB(θ1, θ2) =
∫

A(θ1, θ2, r, ϕ)B(r, ϕ)drdϕ (6.4)

Una forma de simplificar el cálculo de esta integral es encontrar una función

A′ : C′ × W ′ → R, que sea independiente de algunos de los parámetros que

definen una configuración. Esto es posible gracias a la elección que se ha realizado

de los sistemas de referencia y de las coordenadas. Así, si se elige FW ′ ≡ FA1

(figura ??), FA′
1
≡ FA1 y FA′

2
≡ FA2 . Respecto de estos sistema, C′ contiene un

conjunto de configuraciones dado por (0, θ′2), donde θ′2 = θ2.
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Dada la estructura cinemática de este manipulador, la función A′ : C′ ×

W ′ → R se puede descomponer en dos funciones A′
1 y A′

2, y con las mismas

consideraciones que para la función A (??) se tiene que

A′(0, θ′2, r
′, ϕ′) = A′

1(0, r′, ϕ′) + A′
2(0, θ′2, r

′, ϕ′) (6.5)

Las funciones A′
1 y A′

2 estarían definidas como

A′
1(0, r′, ϕ′) =

⎧⎨
⎩

1 si (r′, ϕ′) ∈ A1(0)

0 si (r′, ϕ′) �∈ A1(0)

(6.6)

A′
2(0, θ2, r

′, ϕ′) =

⎧⎨
⎩

1 si (r′, ϕ′) ∈ A2(0,θ2)

0 si (r′, ϕ′) �∈ A2(0,θ2)

(6.7)

donde A1(0) es el subconjunto de puntos que representa al elemento A1 en

la configuración 0 respecto de FW ′ , ya que no depende de θ2; y A2(0,θ2) es el

subconjunto de puntos de W que representa al elemento A2 en la configuración

(0, θ2) respecto de FW ′ . La definición de A′ así como la de los subconjuntos se

puede observar en la figura ??.

’  ’(ρ,ϕ ) r ’  ’(ρ,ϕ ) r 
FA2

θ2

FW’=FA1 A1(0)

A2(0,θ )A’1
1

A’
0 1 A’

12

A’ 02
’  ’(ρ,ϕ ) r 

’  ’(ρ,ϕ ) r 
2

Figura 6.4: Definición de A′ para un manipulador planar de revolución

Hay que definir un morfismo que efectúe esta traslación de coordenadas.

La ventaja de trabajar en coordenadas polares es que los giros sobre un eje

se pueden considerar que son traslaciones sobre la coordenada angular ϕ. El

morfismo φ, lógicamente, vendría definido ahora por

φ : C × W −→ C′ × W ′

θ1, θ2, r, ϕ −→ θ′1, θ′2, r′, ϕ′
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donde
r′ = r ϕ′ = ϕ − θ1

θ′1 = 0 θ′2 = θ2

Entonces se cumple que A = (A′ ◦ φ), y se obtiene que

A1(θ1, r, ϕ) = (A′
1 ◦ φ)(θ1, r, ϕ) = A′

1(0, r, ϕ − θ1)

A2(θ1, θ2, r, ϕ) = (A′
2 ◦ φ)(θ1, θ2, r, ϕ) = A′

2(0, θ2, r, ϕ − θ1)

Con las definiciones de funciones A (?? y ??) y A′ (?? y ??), se tiene que

A′
1(0, r, ϕ − θ1) = A1(0, r, ϕ − θ1)

A′
2(0, θ2, r, ϕ − θ1) = A2(0, θ2, r, ϕ − θ1)

y por tanto

A1(θ1, r, ϕ) = A1(0, r, ϕ − θ1) (6.8)

A2(θ1, θ2, r, ϕ) = A2(0, θ2, r, ϕ − θ1) (6.9)

Como resultado se obtiene que las funciones que definen a los elementos del robot

permanecen invariantes si se realiza una traslación respecto de la coordenada ϕ,

pasando el robot de estar situado en la configuración (θ1, θ2) a (0, θ2).

Por similitud con la notación del robot en una configuración dada, se denota

A1(0)(r, ϕ − θ1) = A1(0, r, ϕ − θ1)

A2(0,θ2)(r, ϕ − θ1) = A2(0, θ2, r, ϕ − θ1)

Con el sistema de coordenadas polares elegido para W y la representación

(θ1, θ2) de C, se puede definir un morfismo que hace que el robot sea indepen-

diente del grado de libertad θ1. Así, con (??), (??) y (??), CB(q) se puede

calcular como

CB(θ1, θ2) =
∫

A(θ1, θ2, r, ϕ)B(r, ϕ)drdϕ

=
∫

(A1(0)(r, θ1 − ϕ) + A2(0,θ2)(r, θ1 − ϕ))B(r, ϕ)drdϕ(6.10)

Es decir,

CB(θ1, θ2) = CB1(θ1) + CB2(θ1, θ2)
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donde

CB1(θ1) =
∫

A1(0)(r, ϕ − θ1)B(r, ϕ)drdϕ

CB2(θ1, θ2) =
∫

A2(0,θ2)(r, ϕ − θ1)B(r, ϕ)drdϕ (6.11)

En CB2 para cada orientación θ2 del segundo elemento A2 del manipulador

habría que efectuar la integral ?? correspondiente.

Además, se observa que se cumple la propiedad denominada unión de ele-

mentos robóticos, establecida en la expresión (??).

Considerando la convolución de dos funciones definidas en R2 sobre una

única variable se llega a

CB1(θ1) =
∫

(Ā1(0) ∗ B)ϕ(r, θ1)dr

CB2(θ1, θ2) =
∫

(Ā2(0,θ2) ∗ B)ϕ(r, θ1)dr (6.12)

donde Ā1(0)(r, θ1−ϕ) = A1(0)(r, ϕ−θ1) y Ā2(0,θ2)(r, θ1−ϕ) = A2(0,θ2)(r, ϕ−θ1).

Unicamente se produce convolución en la variable θ1 en ambas expresiones y,

además, el cálculo de CB2 debe hacerse para todos los valores posibles de θ2.

Si se toman transformadas de Fourier en ambos miembros de la expresión

(??) se cumple que

F [CB1(θ1)] =
∫ (

F
[
A1(0)(r, θ1)

]
ϕ
F [B(r, θ1)]ϕ

)
dr

F [CB2(θ1, θ2)] =
∫ (

F
[
A2(0,θ2)(r, θ1)

]
ϕ
F [B(r, θ1)]ϕ

)
dr (6.13)

donde el subíndice ϕ indica que se trata de la transformada de Fourier en una

única dimensión, en la coordenada angular, de dos funciones definidas en R2.

6.2. Robots Articulados en el Espacio

En primer lugar se va a considerar un robot articulado de dos elementos

rígidos, cuyo extremo final puede moverse en R3 (figura ??). Representa una

primera aproximación a robots con un número mayor de elementos en el espacio,

ya que es una mera simplificación de un PUMA. Los dos elementos A1 y A2

están conectados por una articulación de revolución, denotando su grado de

libertad por θ2. Además, el primer elemento puede girar un ángulo θ1 en torno

a un eje perpendicular al plano donde se asienta el manipulador.
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Los tres sistemas de referencia FW , FA1 y FA2 se eligen (figura ??) de manera

que sus orígenes situados en el punto de intersección de los dos elementos A1

y A2. Con esta elección se ha perseguido el objetivo de situar, siempre que se

pueda, los orígenes de los sistemas de referencia en los puntos de intersección

de los ejes de giro consecutivos. De esta forma se evitarán desplazamientos y se

obtendrán ciertas simetrías que simplificarán el cálculo de los C-obstáculos. En

concreto, se han situado los sistemas de referencia de la siguiente forma (figura

??):

El eje z de FW se sitúa a lo largo del eje de giro del primer elemento A1.

Los ejes x e y se eligen para que formen junto con z un triedo.

El eje z1 del sistema de referencia FA1 se hace coincidir con el eje z de

FW . Ambos sistemas de referencia coinciden cuando el primer elemento

no ha girado θ1 = 0.

El eje y2 de FA2 se coloca a lo largo del eje del segundo elemento, de

forma que se mueva solidario con él. El eje x2, alrededor del que gira A2,

es perpendicular al plano formado por y2 y z1.

Una configuración de A vendría especificada por las orientaciones de FA1

y FA2 con respecto a FW . Su espacio de las configuraciones sería S1 × S1.

Con el análisis efectuado en capítulos previos para un manipulador planar de

revolución, cada configuración q viene parametrizada por (θ1, θ2) ∈ [0, 2π) ×

[0, 2π), donde θ1 y θ2 representan, respectivamente, las orientaciones de FA1

y FA2 con respecto a FW . Se tiene así un espacio de las configuraciones de

dimensión dos, al igual que el del manipulador planar.

Para trabajar en W se seleccionan las coordenadas esféricas (r, ϕ1, ϕ2). Así,

se consigue que el recorrido angular de alguna de las coordenadas de W coincida

con el de alguna de C. Concretamente se relaciona θ1 con ϕ1 y θ2 con ϕ2. De

esta forma los giros sobre un eje se transforman en traslaciones sobre ciertas

variables si se trabaja en esféricas.

Con estas consideraciones, la función B : W → R vendría definida como

B(r, ϕ1, ϕ2) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ1, ϕ2) ∈ B

0 si (r, ϕ1, ϕ2) �∈ B
(6.14)
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Figura 6.5: Sistemas de referencia para el manipulador reducido

donde B es conjunto de puntos de W que representa a los obstáculos.

Una vez establecidos los espacios C y W , la definición de A sería

C × W −→ R

θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2 −→ A(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2)

Por la estructura mecánica del manipulador, la función A se puede poner como

A(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) = A1(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) + A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) (6.15)

Es claro que el primer elemento A1 del manipulador no depende de θ2, mientras

que el segundo elemento depende de los dos grados de libertad. Entonces

A(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) = A1(θ1, r, ϕ1, ϕ2) + A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) (6.16)

Las funciones A1 y A2 vendrían definidas por

A1(θ1, r, ϕ1, ϕ2) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ1, ϕ2) ∈ A1(θ1)

0 si (r, ϕ1, ϕ2) �∈ A1(θ1)

(6.17)

A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ1, ϕ2) ∈ A2(θ1,θ2)

0 si (r, ϕ1, ϕ2) �∈ A2(θ1,θ2)

(6.18)
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donde

A1(θ1) es el subconjunto de puntos de W que representa al primer elemento

de la cadena cinemática en la configuración θ1, pues no depende de θ2.

A2(θ1,θ2) es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento A2

en la configuración (θ1, θ2).

Como consecuencia, la función CB : C → R vendría definida como

CB(θ1, θ2) =
∫

A(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2 (6.19)

Sustituyendo en (??) la expresión (??) se obtiene

CB(θ1, θ2) = CB1(θ1) + CB2(θ1, θ2)

donde

CB1(θ1) =
∫

A1(θ1, r, ϕ, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2

CB2(θ1, θ2) =
∫

A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2 (6.20)

Estas son las expresiones que hay que calcular para tener representados los obs-

táculos en el espacio de las configuraciones. A continuación se pretende reducir,

en lo posible, el cálculo que estas integrales conllevan. Se van a considerar de

forma independiente cada una de ellas y, por tanto, hay que encontrar unas

funciones A′
1 : C′ × W ′ → R y A′

2 : C′′ × W ′′ → R, que sean independientes

de alguno de los parámetros que definen una configuración. Esto es posible si se

eligen de forma adecuada los sistemas de referencia y de coordenadas. Así se ha

realizado la siguiente elección (figura ??):

FW ′ ≡ FA1

FW ′′ ≡ FA2

Una configuración vendría especificada por la orientación de FA1 respecto de

FW ′ y de FA2 respecto de FW ′′ . Respecto de estos sistemas, C′ contiene una

única configuración dada por q = (0, 0). Con las consideraciones realizadas A′
1

y A′
2 estarían definidas (figura ??) como

A′
1(0, r′, ϕ′

1, ϕ
′
2) =

⎧⎨
⎩

1 si (r′, ϕ′
1, ϕ

′
2) ∈ A1(0)

0 si (r′, ϕ′
1, ϕ

′
2) �∈ A1(0)

(6.21)
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A′
2(0, 0, r′, ϕ′

1, ϕ
′
2) =

⎧⎨
⎩

1 si (r′, ϕ′
1, ϕ

′
2) ∈ A2(0,0)

0 si (r′, ϕ′
1, ϕ

′
2) �∈ A2(0,0)

(6.22)

siendo

A1(0) es el subconjunto de puntos que representa al elemento A1 en la

configuración 0 respecto de FW ′ , ya que no depende de θ2.

A2(0,0) es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento A2

en la configuración (0, 0) respecto de FW ′′ .
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1 2
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Figura 6.6: Definición de A′ para un manipulador reducido de revolución

Al haber elegido las esféricas como coordenadas de trabajo, el cambio de

los sistemas de referencia iniciales a los nuevos es una traslación. Realmente

la ventaja que supone trabajar con esféricas es que los giros θ1 y θ2 sobre los

dos ejes son traslaciones sobre las coordenadas angulares ϕ1 y ϕ2. Dado que se

está considerando de forma separada los dos elementos del manipulador, hay

que definir dos morfismos φ1 y φ2 que efectúen estos cambios de sistemas de

referencia. El morfismo φ1, lógicamente, vendría definido ahora por

C × W −→ C′ × W ′

θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2 −→ θ′1, θ′2, r′, ϕ′
1, ϕ

′
2
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donde
r′ = r

ϕ′
1 = ϕ1 − θ1 ϕ′

2 = ϕ2

θ′1 = 0 θ′2 = θ2

mientras que el morfismo φ2 se definiría como

C × W −→ C′′ × W ′′

θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2 −→ θ′′1 , θ′′2 , r′′, ϕ′′
1 , ϕ′′

2

donde
r′′ = r

ϕ′′
1 = ϕ1 − θ1 ϕ′′

2 = ϕ2 − θ2

θ′′1 = 0 θ′′2 = 0

Entonces se cumple que A1 = (A′
1 ◦φ1) y A2 = (A′

2 ◦φ2), y se obtendría que

A1(θ1, r, ϕ1, ϕ2) = (A′
1 ◦ φ1)(θ1, r, ϕ1, ϕ2) = A′

1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2)

A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) = (A′
2 ◦ φ)(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) = A′

2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

Con las definiciones de las funciones A (?? y ??) y A′ (?? y ??), se tiene que

A′
1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2) = A1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2)

A′
2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) = A2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

y por tanto

A1(θ1, r, ϕ1, ϕ2) = A1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2) (6.23)

A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) = A2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) (6.24)

Como resultado se obtiene que las funciones que definen a los elementos del robot

permanecen invariantes si se realiza una traslación respecto de las coordenadas

ϕ1 y ϕ2, pasando el robot de estar situado en la configuración q = (θ1, θ2)

a encontrarse en q = (0, 0). Por similitud con la notación del robot en una

configuración dada, se denota por

A1(0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2) = A1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2)

A2(0,0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) = A2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

Sustituyendo (??) y (??) en (??), CB(q) vendría dado por

CB(θ1, θ2) = CB1(θ1) + CB2(θ1, θ2)
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donde

CB1(θ1) =
∫

A1(0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2

CB2(θ1, θ2) =
∫

A2(0,0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2(6.25)

Se supone que no existe colisión entre el elemento A1 del manipulador y

algún obstáculo en W , ya que si no el robot no podría moverse. Entonces,

por definición, el primer término de la expresión previa (??) es nulo, y como

consecuencia

CB(θ1, θ2) =
∫

A2(0,0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2 (6.26)

En este planteamiento exiten dos elecciones clave: las coordenadas esféricas

como coordenadas de trabajo para W y (θ1, θ2) como la representación de C.

Esto ha permitido definir un morfismo que hace que el robot sea independiente

de los grados de libertad θ1 y θ2. Así, se consigue el objetivo perseguido con

este planteamiento, que era simplificar el cálculo de CB(q).

Considerando la convolución de dos funciones definidas en R3 sobre dos de

variables se llega a θ1 y θ2.

CB2(θ1, θ2) =
∫

(Ā2(0,0) ∗ B)(ϕ1,ϕ2)(r, θ1, θ2)dr (6.27)

donde

Ā2(0,0)(r, θ1 − ϕ1, θ2 − ϕ2) = A2(0,0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

Por tanto, si se toman transformadas de Fourier en dos dimensiones sobre ambos

miembros de la expresión (??) se cumple que

F [CB(θ1, θ2)] =
∫

F
[
Ā2(0,0)(r, θ1, θ2)

]
(ϕ1,ϕ2)

F [B(r, θ1, θ2)](ϕ1,ϕ2)
dr (6.28)

donde el subíndice (ϕ1, ϕ2) indica que se trata de transformadas de Fourier en

dos dimensiones de funciones definidas en R3.

Este ejemplo se ha estudiado como un caso hipotético que ayudará abordar

el estudio del robot PUMA y del manipulador Stanford de una forma más fácil.

La extensión de este ejemplo a los otros dos supone añadir un elemento más

a su cadena cinemática, con una articulación de revolución para el PUMA y

una prismática para el Stanford. Además, ha permitido trabajar con espacios

de trabajo de R3 y con espacios de las configuraciones de dimensión reducida.
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6.3. Robot PUMA

Un tipo de robot articulado ampliamente utilizado en la industria es el PU-

MA. Está formado por tres elementos rígidos A1, A2 y A3 conectados por dos

articulaciones de revolución, denominadas hombro y codo, siendo sus grados de

libertad θ2 y θ3, respectivamente (figura ??). Además, el primer elemento puede

girar alrededor de un eje perpendicular al plano donde se asienta el manipulador

(cintura), denominándose su grado de libertad θ1. El eje de giro de la articula-

ción codo es paralelo al del hombro, y ambos son perpendiculares al eje de la

cintura.

θ
1

θ
2

θ
3

hombro

codo

cintura

A1

A2

A3

Figura 6.7: Elementos y articulaciones del manipulador PUMA

Teniendo presente esta disposición, se elegirán los orígenes de los sistemas

de referencia, con el criterio que ya se ha comentado, para simplificar el cálculo

de CB(q). En concreto, se ha seguido el siguiente procedimiento:

Los tres sistemas de referencia FW , FA1 y FA2 , asociados respectivamente

con el espacio de trabajo W y con los dos primeros elementos A1 y A2,

se eligen de forma análoga al robot reducido.

• Se hacen coincidir los tres orígenes y se sitúan sobre la articulación



6.3. Robot PUMA 95

del hombro. En esta articulación intersectan los ejes de giro de los

dos primeros elementos.

• El eje z de FW se sitúa a lo largo del eje del primer elemento A1.

Los ejes x e y se eligen para que formen junto con z un triedo.

• El eje z1 del sistema de referencia FA1 se hace coincidir con el eje

z de FW . Ambos sistemas de referencia coinciden cuando el primer

elemento no ha girado θ1 = 0.

• El eje y2 de FA2 se coloca a lo largo del eje del segundo elemento, de

forma que se mueva solidario con él. El eje x2, alrededor del que gira

A2, es perpendicular al plano formado por y2 y z1.

Respecto al sistema de referencia FA3 asociado al tercer elemento, su ori-

gen se sitúa sobre la articulación codo. El eje y3 se coloca a lo largo del eje

de A3. El eje x3, alrededor del que gira el tercer elemento, es perpendicular

al plano formado por los vectores y2 e y3.

Una configuración de A vendría especificada por la orientación de FA1 y

FA2 con respecto a FW y la orientación de FA3 con respecto a FA2 . Su espacio

de las configuraciones sería S1 × S1 × S1. Como ya se ha comentado, cada

configuración q vendría parametrizada por (θ1, θ2, θ3) ∈ [0, 2π)× [0, 2π)× [0, 2π),

donde θ1 y θ2 representan, respectivamente, las orientaciones de FA1 y FA2 con

respecto a FW , y θ3 representa la orientación de FA3 con respecto a FA2 . Las

coordenadas del espacio de las configuraciones son los tres grados de libertad

para las articulaciones: cintura, hombro y codo.

De la misma forma que en el robot de dos elementos en R3, se seleccionan

las coordenadas esféricas (r, ϕ1, ϕ2) como coordenadas de trabajo para W . Así,

el recorrido angular de θ1 y θ2 se corresponde con el de ϕ1 y ϕ2. Por tanto, es

válida la definición ?? de la función B que se propuso para el caso simplificado.

Una vez establecidos los espacios C y W , la definición de A sería

A : C × W −→ R

θ1, θ2, θ3, r, ϕ1, ϕ2 −→ A(θ1, θ2, θ3, r, ϕ1, ϕ2)

Teniendo en cuenta que el manipulador PUMA se construye añadiendo un ele-

mento A3 al manipulador reducido, en la expresión (??) habría que introducir
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Figura 6.8: Sistemas de referencia para el manipulador PUMA

un nuevo término A3(θ1, θ2, θ3, r, ϕ1, ϕ2) Como se justificó para el robot simpli-

ficado, el primer elemento A1 no presenta dependencia con θ2 y θ3. Además, el

segundo elemento A2 no depende de θ3, mientras que el tercer elemento depende

de los tres grados de libertad. Por tanto

A(θ1, θ2, θ3, r, ϕ1, ϕ2) = A1(θ1, r, ϕ1, ϕ2) + A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2)

+ A3(θ1, θ2, θ3, r, ϕ1, ϕ2) (6.29)

Las dos funciones A1 y A2 estarían definidas de la misma forma que para el

manipulador reducido (expresiones ?? y ??), mientras que A3 estaría definida

de la siguiente forma

A3(θ1, θ2, θ3, r, ϕ1, ϕ2) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ1, ϕ2) ∈ A3(θ1,θ2,θ3)

0 si (r, ϕ1, ϕ2) �∈ A3(θ1,θ2θ3)

(6.30)

donde A3(θ1,θ2,θ3) es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento

A3 en la configuración (θ1, θ2, θ3).
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Como consecuencia, para proyectar los obstáculos en el espacio de las confi-

guraciones es necesario resolver la integral siguiente

CB(θ1, θ2, θ3) =
∫

A(θ1, θ2, θ3, r, ϕ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2 (6.31)

Como ya se ha explicado, hay que encontrar unas funciones A′
1, A′

2 y A′
3 que no

tengan una dependencia explícita con alguno de los parámetros que definen una

configuración, aprovechando la relación que existe entre el recorrido angular de

las coordenadas del espacio de las configuraciones y las elegidas para el espacio

de trabajo. Esto es posible si se hace una elección de los sistemas de referencia

para la definición de A′
1 y otra para A′

2 y A′
3 (figura ??). La elección para la

primera es

FW ′ ≡ FA1 y FA′
1
≡ FA1

Sin modificación los sistemas FA2 y FA3

y para las segundas

FW ′′ ≡ FA2 y FA′
2
≡ FA2

FA′
3
≡ FA3

Se han definido dos sistemas de referencia para el espacio de trabajo, FW ′ y

FW ′′ , asociados respectivamente con la primera y la segunda articulación. Res-

pecto de estos nuevos sistemas se consigue que el primer y el segundo elemento

permanezcan fijos. Así, una configuración vendría dada especificando la orien-

tación de FA′
1

respecto a FW ′ y de FA′
2

y de FA′
3

respecto a FW ′′ . Entonces, C′

contiene un conjunto de configuraciones dado por (0, 0, θ′3), donde θ′3 = θ3. Las

funciones A′
1 y A′

2 estarían definidas como para el manipulador reducido (?? y

??), y la función A′
3 vendría definida por

A′
3(0, 0, θ′3, r

′, ϕ′
1, ϕ

′
2) =

⎧⎨
⎩

1 si (r′, ϕ′
1, ϕ

′
2) ∈ A2(0,0,θ′

3)

0 si (r′, ϕ′
1, ϕ

′
2) �∈ A2(0,0,θ′

3)

(6.32)

siendo A3(0,0,θ3) es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento

A3 en la configuración (0, 0, θ3) respecto de FW ′′ (figura ??).

El paso de los sistemas de referencia iniciales a los nuevos es una traslación

de coordenadas, debido a que se ha elegido trabajar con coordenadas esféricas.
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Figura 6.9: Definición de A′ para un manipulador PUMA

De esta forma, se tiene que los giros θ1 y θ2 sobre los ejes z1 y x2 se convierten

en traslaciones sobre las coordenadas angulares ϕ1 y ϕ2. Sin embargo, no existe

una relación entre θ3 y alguna de las variables del espacio de trabajo. Con esto,

es posible definir dos morfismos φ1 y φ2, donde se efectúen estos cambios de

sistemas de referencia. La definición de φ1 estaría dada por

φ1 : C × W −→ C′ × W ′

θ1, θ2, θ3, r, ϕ1, ϕ2 −→ θ′1, θ
′
2, θ

′
3, r

′, ϕ′
1, ϕ

′
2

donde
r′ = r ϕ′

1 = ϕ1 − θ1

ϕ′
2 = ϕ2 θ′1 = 0

θ′2 = θ2 θ′3 = θ3

Y φ2 se definiría como

φ2 : C × W −→ C′′ × W ′′

θ1, θ2, θ3, r, ϕ1, ϕ2 −→ θ′′1 , θ′′2 , θ′′3 , r′′, ϕ′′
1 , ϕ′′

2

donde
r′′ = r ϕ′′

1 = ϕ1 − θ1

ϕ′′
2 = ϕ2 − θ2 θ′′1 = 0

θ′′2 = 0 θ′′3 = θ3
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Entonces se cumple que A1 = (A′
1 ◦ φ1), A2 = (A′

2 ◦ φ2) y A3 = (A′
3 ◦ φ2), y se

obtendría que

A1(θ1, r, ϕ1, ϕ2) = A′
1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2)

A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) = A′
2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

A3(θ1, θ2, θ3, r, ϕ1, ϕ2) = A′
3(0, 0, θ3, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

Con las definiciones de las funciones A (??, ?? y ??) y A′ (??, ?? y ??), se tiene

que

A′
1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2) = A1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2)

A′
2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) = A2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

A′
3(0, 0, θ3, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) = A3(0, 0, θ3, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

y por tanto

A1(θ1, r, ϕ1, ϕ2) = A1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2) (6.33)

A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) = A2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) (6.34)

A3(θ1, θ2, θ3, r, ϕ1, ϕ2) = A3(0, 0, θ3, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) (6.35)

Como resultado se obtiene que las funciones que definen a los elementos del robot

permanecen invariantes si se realiza una traslación respecto de las coordenadas

ϕ1 y ϕ2, pasando el robot de estar situado en la configuración q = (θ1, θ2, θ3) a

encontrarse en q = (0, 0, θ3).

Si se toma la misma notación que para el manipulador reducido junto con

A3(0,0,θ3)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) = A3(0, 0, θ3, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

Sustituyendo (??), (??) y (??) en ??, CB(q) vendría dado por

CB(θ1, θ2, θ3) = CB1(θ1) + CB2(θ1, θ2) + CB3(θ1, θ2, θ3)

donde

CB1(θ1) =
∫

A1(0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2 (6.36)

CB2(θ1, θ2) =
∫

A2(0,0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2

CB3(θ1, θ2, θ3) =
∫

A3(0,0,θ3)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2
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Como se puede observar se cumple la propiedad denominada unión de ele-

mentos robóticos, establecida en la expresión ??.

Suponiendo que no existe colisión entre el elemento A1 del manipulador y

algún obstáculo en B, entonces CB1 = 0, y como consecuencia

CB(θ1, θ2, θ3) = CB2(θ1, θ2) + CB3(θ1, θ2, θ3)

En CB3 para cada orientación θ3 del tercer elemento A3 del manipulador habría

que efectuar la integral (??) correspondiente.

Considerando la convolución de dos funciones definidas en R3 sobre dos de

las variables se llega a

CB2(θ1, θ2) =
∫

(Ā2(0,0) ∗ B)(ϕ1,ϕ2)(r, θ1, θ2)dr

CB3(θ1, θ2, θ3) =
∫

(Ā3(0,0,θ3) ∗ B)(ϕ1,ϕ2)(r, θ1, θ2)dr (6.37)

donde

Ā2(0,0)(r, θ1 − ϕ1, θ2 − ϕ2) = A2(0,0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

Ā3(0,0,θ3)(r, θ1 − ϕ1, θ2 − ϕ2) = A3(0,0,θ3)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

En este caso se produce convolución sobre dos de las variables θ1 y θ2. Por tanto,

si se toman transformadas de Fourier en dos dimensiones sobre ambos miembros

de la expresión ?? se cumple que

F [CB2] =
∫

F
[
A2(0,0)(r, θ1, θ2)

]
(ϕ1,ϕ2)

F [B(r, θ1, θ2)](ϕ1,ϕ2)
dr (6.38)

F [CB3] =
∫

F
[
A3(0,0,θ3)(r, θ1, θ2)

]
(ϕ1,ϕ2)

F [B(r, θ1, θ2)](ϕ1,ϕ2)
dr (6.39)

donde el subíndice (ϕ1, ϕ2) indica que se trata de transformadas de Fourier en

dos dimensiones de dos funciones definidas en R3.

Como se habrá podido observar, el análisis efectuado para el cálculo de

CB(q) de un PUMA con tres articulaciones está estrechamente relacionado con

el manipulador planar y con el robot articulado de dos elementos rígidos en R3.

Esto es evidente ya que la cadena cinemática del PUMA se puede ver como la

composición de la de ambos.
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6.4. Robot SCARA

El robot denominado SCARA está diseñado para realizar, específicamente,

tareas de montaje. Su cadena cinemática consta de tres elementos rígidos A1,

A2 y A3 conectados por dos articulaciones: una de revolución y otra prismática,

denominándose a sus grados de libertad θ2 y d (figura ??). Además, el primer

elemento puede girar alrededor de un eje perpendicular al plano donde se asienta

el manipulador, denotánse su grado de libertad por θ1.

θ1

θ2

A1 A2

A3

d
l3l2l1

Figura 6.10: Elementos y articulaciones del manipulador SCARA

Como se puede observar en la figura ??, los tres ejes de las articulaciones

son paralelos entre sí y perpendiculares al plano donde se asienta el robot. Por

tanto, la elección, que se ha realizado, de los sistemas de referencia (??) es la

siguiente:

Los orígenes de FW y FA1 se colocan ambos sobre el extremo inicial del

elemento A1. Además, se hacen coincidir los ejes z de ambos sistemas de

referencia con el eje de giro del primer elemento A1. El eje y1 se dispone

a lo largo de dicho elemento.

El origen de FA2 se sitúa sobre la articulación que conecta los elementos
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A1 y A2. El eje z2 coincide con el eje de giro de esta articulación y el eje

y2 se coloca sobre el segundo elemento.

El sistema FA3 asociado al tercer elemento se desplaza según lo hace A3

y su origen se ha colocado sobre el extremo superior de ese elemento. El

eje z3 se hace coincidir con el eje sobre el que se desplaza A3. El eje y3 se

elige en la misma dirección que y2.

Una configuración de A vendría especificada por la orientación de FA1 y

FA2 con respecto a FW y por el desplazamiento de FA3 con respecto a FW . Su

espacio de las configuraciones sería S1 × S1 × R y un punto de este espacio q

vendría parametrizado por (θ1, θ2, d) ∈ [0, 2π)× [0, 2π)× [0, l3), donde se denota

con θ1 y θ2, respectivamente, a las orientaciones de FA1 y FA2 con respecto a

FW , con d al desplazamiento de FA3 con respecto a FW y con l3 a la longitud

del tercer elemento. En definitiva, los parámetros que definen una configuración

son los grados de libertad para las tres articulaciones.

y

x

z FW

FA1
z1

y1

x1
θ1

θ1

y2

θ2

θ2

z2 FA2

x2
d

FA3
z3

y3

x3

Figura 6.11: Definición de sistemas de referencia para el SCARA

En el espacio de trabajo W se eligen las coordenadas cilíndricas (r, ϕ, z). De

esta forma, el recorrido angular de θ1 está relacionado con ϕ y el desplazamiento

d está asociado con z.
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Por tanto, la definición de la función B : W → R vendría definida como

B(r, ϕ, z) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ, z) ∈ B

0 si (r, ϕ, z) �∈ B
(6.40)

donde B es conjunto de puntos de W que representa a los obstáculos.

La definición de A : C × W → R sería

A(θ1, θ2, d, r, ϕ, z) = A1(θ1, θ2, d, r, ϕ, z)+A2(θ1, θ2, d, r, ϕ, z)+A3(θ1, θ2, d, r, ϕ, z)

A continuación se analizan las dependencias de cada uno de los términos con

los tres grados de libertad:

A1 no presenta dependencia con θ2 y d.

A2 no depende del desplazamiento d del tercer elemento.

A3 depende de los dos giros θ1 y θ2 y del desplazamiento d3.

Por tanto

A(θ1, θ2, d, r, ϕ, z) = A1(θ1, r, ϕ, z) + A2(θ1, θ2, r, ϕ, z) + A3(θ1, θ2, d3, r, ϕ, z)

(6.41)

Como se han hecho coincidir los orígenes de FW y FA1 , los elementos A1 y A2

se encuentran en un plano z = 0, y entonces

A(θ1, θ2, d, r, ϕ, z) = A1(θ1, r, ϕ)δ(z) + A2(θ1, θ2, r, ϕ)δ(z) + A3(θ1, θ2, d, r, ϕ, z)

(6.42)

donde δ(z) es la función delta de Dirac.

Las funciones en que se ha desglosado la función A estarían definidas por

A1(θ1, r, ϕ) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ) ∈ A1(θ1)

0 si (r, ϕ) �∈ A1(θ1)

(6.43)

A2(θ1, θ2, r, ϕ) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ) ∈ A2(θ1,θ2)

0 si (r, ϕ) �∈ A2(θ1,θ2)

(6.44)

A3(θ1, θ2, d, r, ϕ, z) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ, z) ∈ A3(θ1,θ2,d)

0 si (r, ϕ, z) �∈ A3(θ1,θ2,d)

(6.45)

donde
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A1(θ1) es el subconjunto de puntos de W que representa al primer elemento

de la cadena cinemática en la configuración θ1, independientemente de θ2

y d.

A2(θ1,θ2) es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento A2

en la configuración (θ1, θ2), pues no depende de d.

A3(θ1,θ2,d) es el subconjunto de W que representa al tercer elemento en la

configuración (θ1, θ2, d).

Con estas consideraciones la función CB de C en R estaría definida como

CB(θ1, θ2, d) =
∫

A(θ1, θ2, d, r, ϕ, z)B(r, ϕ, z)drdϕdz (6.46)

Sustituyendo la expresión (??) en (??) entonces

CB(θ1, θ2, d) =
∫

(A1(θ1, r, ϕ)δ(z) + A2(θ1, θ2, r, ϕ)δ(z) +

+ A3(θ1, θ2, d, r, ϕ, z))B(r, ϕ, z)drdϕdz (6.47)

Esta expresión se puede escribir de la siguiente forma

CB(θ1, θ2, d) = CB1(θ1) + CB2(θ1, θ2) + CB3(θ1, θ2, d)

donde

CB1(θ1) =
∫

A1(θ1, r, ϕ)δ(z)B(r, ϕ, z)drdϕdz (6.48)

CB2(θ1, θ2) =
∫

A2(θ1, θ2, r, ϕ)δ(z)B(r, ϕ, z)drdϕdz (6.49)

CB3(θ1, θ2, d) =
∫

A3(θ1, θ2, d, r, ϕ, z)B(r, ϕ, z)drdϕdz (6.50)

En este punto del método se van a considerar, por un lado, las expresiones

correspondientes (?? y ??) a las dos articulaciones de revolución y, por otro, la

asociada a la prismática (??). Entonces hay que encontrar unas nuevas funciones

A′
1 y A′

2 definidas de C′×W ′ en R y A′
3 definida de C′×W ′′ en R, de tal forma

que no dependan de alguno de los parámetros que definen una configuración. Con

este objetivo, hay que realizar una nueva elección de los sistemas de referencia

para la definición de A′
1 y A′

2 y otra para A′
3. La elección para A′

1 y A′
2 es la

siguiente

FW ′ ≡ FA1 y FA′
1
≡ FA1
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FA′
2
≡ FA2

y para A′
3

FW ′′ se mueve solidariamente con el tercer elemento y tiene la misma

orientación que FA1

FA′
3
≡ FA3

La definición de estos sistemas se puede observar en la figura ??. En concreto,

se han considerado dos sistemas de referencia para el espacio de trabajo (FW ′

y FW ′′ ): uno asociado a las articulaciones de revolución y otro asociado a la

articulación prismática. De esta manera se logra que respecto a FW ′ y FW ′′ los

elementos A1 y A3 permanezcan fijos.

Teniendo en cuenta estos nuevos sistemas, una configuración vendría especifi-

cada por la orientación de FA′
1

y FA′
2

con respecto de FW ′ y el desplazamiento de

FA′
3

con respecto a FW ′′ . Entonces, C′ contiene un conjunto de configuraciones

dado por (0, θ′2, 0), siendo θ′2 = θ2. En W ′ y en W ′′ se consideran coordenadas

cilíndricas, denotándolas, respectivamente, por (r′, ϕ′, z′) y (r′′, ϕ′′, z′′).

Considerando la dependencia de los dos primeros elementos con los grados de

libertad analizada previamente, las funciones A′
1, A′

2 de C′ × W ′ en R estarían

definidas como

A′
1(0, r′, ϕ′) =

⎧⎨
⎩

1 si (r′, ϕ′) ∈ A1(0)

0 si (r′, ϕ′) �∈ A1(0)

(6.51)

A′
2(0, θ2, r

′, ϕ′) =

⎧⎨
⎩

1 si (r′, ϕ′) ∈ A2(0,θ2)

0 si (r′, ϕ′) �∈ A2(0,θ2)

(6.52)

De igual forma la función A′
3 de C′ × W ′′ en R vendría definida por

A′
3(0, θ2, 0, r′′, ϕ′′, z′′) =

⎧⎨
⎩

1 si (r′′, ϕ′′, z′′) ∈ A3(0,θ2,0)

0 si (r′′, ϕ′′, z′′) �∈ A3(0,θ2,0)

(6.53)

En estas definiciones aparecen los siguientes conjuntos:

A1(0) es el subconjunto de puntos que representa al elemento A1 en la

configuración 0 respecto de FW ′ , ya que no depende de θ2 ni de d.

A2(0,θ2) es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento A2

en la configuración (0, θ2) respecto de FW ′ , independientemente de d.
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A3(0,θ2,0) es el subconjunto de puntos que representa al elemento A3 en

la configuración (0, θ2, 0) respecto de FW ′′ .

z1
y1

x1

y2

z2

x2

FW’ =FA’1
=FA1

A1(0)

FA’2
=FA2

A2(0,θ )2
2

A3(0,θ ,0)

x’’

z’’

y’’

FW’’
FA’3

y3

z3

x3
dd

Figura 6.12: Definición de sistemas de referencia para A′ del SCARA

Dado que se están considerando de forma separada los dos tipos de articu-

laciones, es necesario definir dos morfismos que lleven a cabo los cambios de

sistemas de referencia : φ1 de C × W en C′ × W ′ y φ2 de C × W en C′ × W ′′.

El trabajar con coordenadas cilíndricas supone que exista una relación directa

entre dos coordenadas del espacio de trabajo y dos del espacio de las confi-

guraciones, concretamente, entre ϕ y θ1 y entre z y d. Teniendo esta relación

presente y las dependencias de los elementos con los grados de libertad, se elige

el morfismo φ1

φ1 : C × W −→ C′ × W ′

θ1, θ2, d, r, ϕ, z −→ θ′1, θ
′
2, d

′, r′, ϕ′, z′

donde
r′ = r ϕ′ = ϕ − θ1

z′ = z θ′1 = 0

θ′2 = θ2 d′ = d

y el morfismo φ2

φ2 : C × W −→ C′ × W ′′

θ1, θ2, d, r, ϕ, z −→ θ′1, θ′2, d′, r′′, ϕ′′, z′′



6.4. Robot SCARA 107

donde
r′′ = r ϕ′′ = ϕ − θ1

z′′ = z − d θ′1 = 0

θ′2 = θ2 d′ = 0

Como A1 = (A′
1 ◦ φ1) y A2 = (A′

2 ◦ φ1) entonces

A1(θ1, r, ϕ)δ(z) = A′
1(0, r, ϕ − θ1)δ(z)

A2(θ1, θ2, r, ϕ)δ(z) = A′
2(0, θ2, r, ϕ − θ1)δ(z)

Como A3 = (A′
3 ◦ φ2) entonces

A3(θ1, θ2, d, r, ϕ, z) = A′
3(0, θ2, 0, r, ϕ − θ1, z − d)

Con las definiciones de funciones A (??, ?? y ??) y A′ (??, ?? y ??), se tiene

que

A′
1(0, r, ϕ − θ1)δ(z) = A1(0, r, ϕ − θ1)δ(z)

A′
2(0, θ2, r, ϕ − θ1)δ(z) = A2(0, θ2, r, ϕ − θ1)δ(z)

A′
3(0, θ2, 0, r, ϕ − θ1, z − d) = A3(0, θ2, 0, r, ϕ − θ1, z − d)

y por tanto

A1(θ1, r, ϕ)δ(z) = A1(0, r, ϕ − θ1)δ(z) (6.54)

A2(θ1, θ2, r, ϕ)δ(z) = A2(0, θ2, r, ϕ − θ1)δ(z) (6.55)

A3(θ1, θ2, d, r, ϕ, z) = A3(0, θ2, 0, r, ϕ − θ1, z − d) (6.56)

De estas expresiones se puede concluir que las funciones A1, A2 y A3 permanecen

invariantes si se realiza un giro en la coordenada ϕ y un desplazamiento en la

coordenada z, pasando el manipulador de adoptar la configuración (θ1, θ2, d) a

adoptar (0, θ2, 0).

Sustituyendo estas expresiones (??), (??) y (??) en (??), (??) y (??) se

obtiene

CB1(θ1) =
∫

A1(0)(r, ϕ − θ1)B(r, ϕ, 0)drdϕ

CB2(θ1, θ2) =
∫

A2(0,θ2)(r, ϕ − θ1)B(r, ϕ, 0)drdϕ (6.57)

CB3(θ1, θ2, d) =
∫

A3(0,θ2,0)(r, ϕ − θ1, z − d)B(r, ϕ, z)drdϕdz (6.58)
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En las dos primeras expresiones la función B estaría definida en un plano z = 0,

que es donde se ha considerado que se encuentran los dos primeros elementos.

Para cada orientación θ2 del segundo elemento A2 habría que calcular las dos

integrales (??) y (??).

A partir de la expresión del producto de convolución de dos funciones defi-

nidas en R3 sobre una o dos variables se obtiene

CB1(θ1) =
∫

(Ā1(0) ∗ B)ϕ(r, θ1)dr (6.59)

CB2(θ1, θ2) =
∫

(Ā2(0,θ2) ∗ B)ϕ(r, θ1)dr (6.60)

CB3(θ1, θ2, d) =
∫

(Ā3(0,θ2,0) ∗ B)(ϕ,z)(r, θ1, d)dr (6.61)

donde

Ā1(0)(r, θ1 − ϕ) = A1(0)(r, ϕ − θ1)

Ā2(0,θ2)(r, θ1 − ϕ) = A2(0,θ2)(r, ϕ − θ1)

Ā3(0,θ2,0)(r, θ1 − ϕ, d − z) = A3(0,θ2,0)(r, ϕ − θ1, z − d)

En las expresiones (??) y (??) sólo existe convolución en la variable θ1, mientras

que en la expresión (??) la convolución es sobre las variables θ1 y d. Además,

para las dos últimas expresiones se debe realizar el cálculo de las integrales

correspondientes para todos los valores de θ2 en su intervalo de variación. Mien-

tras que para las tres expresiones se debe efectuar la integral sobre r, tal que

r ∈ [−(l2 + l3), (l2 + l3)], donde l2 y l3 son las longitudes respectivas del segundo

y tercer elemento.

Si se toman transformadas de Fourier en ambos miembros de estas expresio-

nes y se aplica el teorema de convolución se obtiene

F [CB1(θ1)] =
∫

F
[
Ā1(0)(r, θ1)

]
ϕ
F [B(r, θ1)]ϕ dr

F [CB2(θ1, θ2)] =
∫

F
[
Ā2(0,θ2)(r, θ1)

]
ϕ
F [B(r, θ1)]ϕ dr (6.62)

F [CB3(θ1, θ2, d)] =
∫
F

[
Ā3(0,θ2,0)(r, θ1, d)

]
(ϕ,z)

F [B(r, θ1, d)](ϕ,z) dr

En las dos primeras se tienen transformadas de Fourier en una única dimensión,

la coordenada angular, mientras que en la tercera la transformada es en dos

dimensiones, la coordenada angular y la coordenada z.
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La elección de un sistema de coordenadas cilíndricas para W , la representa-

ción (θ1, θ2, d3) de C y el tratamiento separado de las articulaciones prismática

y de revolución han permitido definir dos morfismos que hace que las funciones

A1, A2 y A3 definidas para el robot SCARA sean independientes de alguno o

varios de sus parámetros, simplificándose el cálculo de CB correspondiente.

6.5. Robot Stanford

Si se reemplaza la tercera articulación de revolución del PUMA por una

prismática o, lo que es lo mismo, si se añade un elemento con una articulación

prismática a la cadena cinemática del manipulador reducido, se obtiene una

estructura cinemática esférica (figura ??). El manipulador Stanford es el más

representativo de esta estructura. Se van a denominar A1, A2 y A3 a los tres

elementos que componen la cadena, y θ1, θ2 y d a sus tres grados de libertad.

θ
2

d

A1

A2

A3

θ
1

l2

l1

Figura 6.13: Elementos y articulaciones del manipulador Stanford

Los ejes de giro de las dos primeras articulaciones son perpendiculares entre

sí, y, a la vez, perpendiculares al eje de desplazamiento de la tercera. Dado que

los tres ejes intersectan en un punto, se han elegido los sistemas de referencia
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(figura ??) siguiendo el siguiente procedimiento:

Los orígenes de FW y FA1 se sitúan de forma que coincidan sobre el centro

de la articulación que conecta los dos primeros elementos A1 y A2. Los

ejes z y z1, asociados con los sistemas FW y FA1 , se hacen coincidir con

el eje de giro de la primera articulación. El resto de los ejes de ambos

sistemas se eligen para formar un triedro, aunque entre x y x1 (al igual

que entre y e y1) existe un desplazamiento angular dado por θ1.

En el sistema FA2 , el origen se sitúa coincidente con los de FW y FA1 . El

eje y2 se dispone a lo largo del segundo elemento A2, y x2 se hace coincidir

con el eje de giro de la segunda articulación.

El sistema FA3 , asociado al tercer elemento A3, es un sistema de referencia

que se desplaza según lo hace A3 y su origen se ha colocado sobre el

extremo superior de ese elemento. El eje y3 se hace coincidir con el eje

sobre el que se desplaza A3. El eje x3 se elige en la misma dirección que

x2.

Una configuración de A vendría especificada por la orientación de FA1 y FA2

con respecto a FW , denotadas respectivamente por θ1 y θ2, y el desplazamiento

de FA3 con respecto a FW , denominado d1 siendo (d1 = d + l2). Su espacio de

las configuraciones sería S1 × S1 × R. Como se ha comentado, cada configu-

ración q vendría parametrizada por (θ1, θ2, d1) ∈ [0, 2π) × [0, 2π) × [l2, l2 + l3]

que corresponden respectivamente con los tres grados de libertad para las tres

articulaciones. Con l3 se denota la longitud máxima del tercer elemento y con

l2 la longitud del segundo elemento.

Dado que su estructura cinemática es esférica, parece lógico utilizar las coor-

denadas esféricas (r, ϕ1, ϕ2) en el espacio de trabajo W . De esta forma se con-

sigue que el desplazamiento d esté relacionado con r, mientras que el recorrido

angular de θ1 y θ2 se relacione directamente con ϕ1 y ϕ2, respectivamente.

Las coordenadas elegidas para W tienen una correspondencia con los grados de

libertad de este manipulador.

Con esta elección de coordenadas para W , es válida la definición de la función

B (??) que se propuso para el manipulador reducido y, como consecuencia, para

el PUMA.



6.5. Robot Stanford 111

d

y

x

zFW

y1

z1

θ2

x1

y2

x2

FA2 z2

FA3
y3

z3
FA1 x3

θ
1

θ
1

θ2

Figura 6.14: Definición de sistemas de referencia para el manipulador esférico

Una vez establecidos los espacios C y W , la definición de A tendría la misma

forma que para el manipulador PUMA, modificando la dependencia con el giro

θ3 por el desplazamiento d1 en el tercer elemento A3.

A(θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2) = A1(θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2) + A2(θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2) +

+ A3(θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2)

A continuación se analizan las dependencias de los elementos con los grados

de libertad:

A1 no presenta dependencia con θ2 ni con d.

A2 no depende del desplazamiento d del tercer elemento.

A3 sí depende de los tres grados de libertad.
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Por tanto

A(θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2) = A1(θ1, r, ϕ1, ϕ2) + A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) +

+ A3(θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2) (6.63)

Lógicamente, las funciones A1 y A2 estarían definidas como para el manipu-

lador reducido o para el PUMA (?? y ??). La definición de A3 sería

A3(θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2) =

⎧⎨
⎩

1 si (r, ϕ1, ϕ2) ∈ A3(θ1,θ2,d1)

0 si (r, ϕ1, ϕ2) �∈ A3(θ1,θ2,d1)

(6.64)

donde A3(θ1,θ2,d1) es el subconjunto de W que representa al tercer elemento en

la configuración (θ1, θ2, d1).

Entonces la definición de CB vendría dada por

CB(θ1, θ2, d1) =
∫

A(θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2 (6.65)

Sustituyendo la expresión (??) en (??) se obtiene

CB(θ1, θ2, d1) = CB1(θ1) + CB2(θ1, θ2) + CB3(θ1, θ2, d1)

donde

CB1(θ1) =
∫

A1(θ1, r, ϕ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2 (6.66)

CB2(θ1, θ2) =
∫

A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2 (6.67)

CB3(θ1, θ2, d1) =
∫

A3(θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2(6.68)

El procedimiento que se va seguir para reducir el tiempo de cálculo asociado a

la resolución de estas integrales es análogo al realizado en el manipulador previo,

ya que el esférico combina igualmente articulaciones de revolución y prismática.

Por tanto, hay que encontrar unas nuevas funciones A′
1 y A′

2 definidas de C′×W ′

en R y A′
3 definida de C′ × W ′′ en R, de tal forma que las tres funciones

no dependan de alguno de los parámetros que definen una configuración. Para

lograr este objetivo, se deben elegir unos nuevos sistemas de referencia para

estas tres funciones. Para las funciones A′
1 y A′

2 la elección es la siguiente:

FW ′ ≡ FA2

FA′
1
≡ FA2
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FA′
2
≡ FA2

Para la función A′
3

FW ′′ se mueve solidariamente con el tercer elemento, su origen está situado

en el extremo superior de este elemento y tiene la misma orientación que

FA2

FA′
3
≡ FA3

La definición de estos sistemas se puede observar en la figura ??. Se han defi-

nido dos sistemas de referencia para el espacio de trabajo: uno asociado a las

articulaciones de revolución (FW ′ ) y otro para la prismática (FW ′′ ). Los puntos

pertenecientes al primer y tercer elemento del manipulador permanecen fijos

respecto de estos sistemas.

Considerando estos nuevos sistemas de referencia, una configuración ven-

dría especificada por la orientación de FA′
1

y FA′
2

con respecto de FW ′ y el

desplazamiento de FA′
3

con respecto a FW ′′ . Entonces, C′ contiene una única

configuración dada por q = (0, 0, 0). En W ′ y en W ′′ se eligen las coordena-

das esféricas como coordenadas de trabajo, denotándolas, respectivamente, por

(r′, ϕ′
1, ϕ

′
2) y (r′′, ϕ′′

1 , ϕ′′
2 ).

Las funciones A′
1 y A′

2 se definirían como en el manipulador reducido (?? y

??) o el PUMA; y la función A′
3 vendría definida por

A′
3(0, 0, 0, r′′, ϕ′′

1 , ϕ′′
2 ) =

⎧⎨
⎩

1 si (r′′, ϕ′′
1 , ϕ′′

2 ) ∈ A3(0,0,0)

0 si (r′′, ϕ′′
1 , ϕ′′

2 ) �∈ A3(0,0,0)

(6.69)

donde A3(0,0,0) es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento

A3 en la configuración (0, 0, 0) respecto de FW ′′ . Su representación, así como la

de los subconjuntos A1(0) y A2(0,0), se puede observar en la figura ??.

La transformación de los sistemas de referencia definidos inicialmente a los

nuevos es una traslación de coordenadas. Esto es debido al hecho de elegir las

coordenadas esféricas como coordenadas para el espacio de trabajo W . De la

misma forma que para el manipulador reducido o el PUMA, los giros θ1 y θ2

sobre los ejes z1 y x2 se convierten en traslaciones sobre las coordenadas angu-

lares ϕ1 y ϕ2. Además, para este manipulador se tiene que los desplazamientos

sobre el tercer grado de libertad d se convierten en variaciones en la coordenada

radial r.
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y2
z2

x2

FW’ =FA’1
=FA’2

l2

A1(0)

A2(0,0)

A3(0,0,0)

y3
z3

x3

FW’’=FA’3

Figura 6.15: Definición de sistemas de referencia para A′ del Stanford

En este caso es necesario definir tres morfismos: φ1 : C × W → C′ × W ′,

φ2 : C×W → C′′×W ′′ y φ3 : C×W → C′′′×W ′′′. Los morfismos φ1 y φ2, que

realizan la traslación en las coordenadas angulares, se definen de forma análoga

a la utilizada en el manipulador reducido; el morfismo φ1 es

φ1 : C × W −→ C′ × W ′

θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2 −→ θ′1, θ
′
2, d

′
1, r

′, ϕ′
1, ϕ

′
2

donde
r′ = r ϕ′

1 = ϕ1 − θ1

ϕ′
2 = ϕ2 θ′1 = 0

θ′2 = θ2 d′1 = d1

y el morfismo φ2 es

φ2 : C × W −→ C′′ × W ′′

θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2 −→ θ′′1 , θ′′2 , d′′1 , r′′, ϕ′′
1 , ϕ′′

2

donde
r′′ = r ϕ′′

1 = ϕ1 − θ1

ϕ′′
2 = ϕ2 − θ2 θ′′1 = 0

θ′′2 = 0 d′′1 = d1
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Por su parte el morfismo φ3 se define como

C × W −→ C′′′ × W ′′′

θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2 −→ θ′′′1 , θ′′′2 , d′′′1 , r′′′, ϕ′′′
1 , ϕ′′′

2

donde
r′′′ = r − d1 ϕ′′′

1 = ϕ1 − θ1

ϕ′′′
2 = ϕ2 − θ2 θ′′′1 = 0

θ′′′2 = 0 d′′′1 = 0

Puesto que se cumple que A1 = (A′
1 ◦ φ1) y A2 = (A′

2 ◦ φ2) se obtiene que

A1(θ1, r, ϕ1, ϕ2) = A′
1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2)

A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) = A′
2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

y como A3 = (A′
3 ◦ φ3), entonces

A3(θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2) = A′
3(0, 0, 0, r − d1, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

A partir de las definiciones de las funciones A (??, ?? y ??) y A′ (??, ?? y ??),

se tiene que

A′
1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2) = A1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2)

A′
2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) = A2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

A′
3(0, 0, 0, r − d1, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) = A3(0, 0, 0, r − d1, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

y por tanto

A1(θ1, r, ϕ1, ϕ2) = A1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2) (6.70)

A2(θ1, θ2, r, ϕ1, ϕ2) = A2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) (6.71)

A3(θ1, θ2, d1, r, ϕ1, ϕ2) = A3(0, 0, 0, r − d1, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) (6.72)

De estas tres expresiones se llega a que las funciones asociadas a los tres

elementos de este manipulador permanecen invariantes si se realiza una tras-

lación de coordenadas respecto de las variables esféricas (r, ϕ1, ϕ2), pasando el

robot de la configuración (d1, θ1, θ2) a la (0, 0, 0). Hay que tener encuenta que las

traslaciones sobre las coordenadas esféricas ϕ1 y ϕ2, elegidas para el espacio de

trabajo, serían realmente giros si se hubiera optado por trabajar en coordenadas

cartesianas.
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Por notación se tiene que

A1(0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2) = A1(0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2)

A2(0,0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) = A2(0, 0, r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

A3(0,0,0)(r − d1, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2) = A3(0, 0, 0, r − d1, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

Considerando las expresiones (??), (??) y (??) junto con las obtenidas previa-

mente (??), (??) y (??) se verifica que

CB1(θ1) =
∫

A1(0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2

CB2(θ1, θ2) =
∫

A2(0,0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2 (6.73)

CB3(θ1, θ2, d1) =
∫

A3(0,0,0)(r − d1, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2

Suponiendo que no existe colisión entre el elemento A1 del manipulador y

algún obstáculo en W , entonces CB1 = 0, y como consecuencia

CB(θ1, θ2, d1) = CB2(θ1, θ2) + CB3(θ1, θ2, d1)

La expresión (??) coincide con la obtenida (??) para el manipulador re-

ducido en tres dimensiones. Para el manipulador Stanford aparece un término

adicional que tiene en cuenta la tercera articulación prismática. Ya se comentó

que su estructura cinemática se puede considerar como la composición de la del

reducido y una tercera articulación prismática adicional. Además, la expresión

para CB2 es similar a la del PUMA, aunque el término para CB3 es más simple,

ya que el morfismo definido en este caso relaciona directamente los grados de

libertad con las coordenadas de trabajo elegidas.

Considerando la convolución de dos funciones definidas en R3 sobre dos de

las variables se llega a

CB2(θ1, θ2) =
∫

(Ā2(0,0) ∗ B)(ϕ1,ϕ2)(r, θ1, θ2)dr (6.74)

y con la convolución de dos funciones definidas en R3 sobre las tres variables se

consigue

CB3(θ1, θ2, d1) = (Ā3(0,0,0) ∗ B)(r,ϕ1,ϕ2)(d1, θ1, θ2) (6.75)

donde

Ā2(0,0)(r, θ1 − ϕ1, θ2 − ϕ2) = A2(0,0)(r, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)

Ā3(0,0,0)(d1 − r, θ1 − ϕ1, θ2 − ϕ2) = A3(0,0,0)(r − d1, ϕ1 − θ1, ϕ2 − θ2)
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Para la expresión (??) se produce convolución sobre dos de las variables θ1 y

θ2. Por tanto, si se toman en ella transformadas de Fourier en dos dimensiones

se cumple que

F [CB2(θ1, θ2)] =
∫ (

F
[
Ā2(0,0)(r, θ1, θ2)

]
(ϕ1,ϕ2)

F [B(r, θ1, θ2)](ϕ1,ϕ2)

)
dr

(6.76)

En (??) aparece el producto de convolución de dos funciones definidas en R3

sobre las tres variables d1, θ1 y θ2. Tomando transformadas de Fourier tridi-

mensionales se tiene

F [CB3(θ1, θ2, d1)] = F
[
Ā3(0,0,0)(d1, θ1, θ2)

]
(r,ϕ1,ϕ2)

F [B(d1, θ1, θ2)](r,ϕ1,ϕ2)

(6.77)

Particularizando un método general, basado en un formalismo matemático,

se ha obtenido un conjunto de expresiones que simplifican el cálculo de obstácu-

los en el espacio de las configuraciones para un grupo determinado de estructuras

robóticas. En el siguiente capítulo se va a presentar la forma de discretizar estas

expresiones para llegar a proponer los algoritmos que permitan implementar y

resolver este cálculo. Junto con ellos se analizará la complejidad computacional,

intentando resaltar cómo ésta se reduce.
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Capítulo 7

Algoritmos para Calcular los

C-obstáculos

En los dos capítulos precedentes se han obtenido las expresiones particulares

para el cálculo de los C-obstáculos, siguiendo el método matemático propuesto,

tanto para robots móviles como para los manipuladores industriales más comu-

nes. En este capítulo se van a proponer los algoritmos que permitan computar

estas expresiones. El resultado de dichos algoritmos será una estructura donde

estén representados los C-obstáculos. Esa estructura podrá ser utilizada, pos-

teriormente, por el planificador o por el controlador. Con objeto de validar el

método propuesto, los algoritmos se van a aplicara cuatro situaciones reales:

un disco, una plataforma rectangular, manipulador planar de revolución y un

PUMA. Se comprobará que los resultados obtenidos para los tres primeros coin-

ciden con los que aparecen en la bibliografía, mientras que para el último no

existen prácticamente trabajos previos.

7.1. Discretización

Para computar las expresiones presentadas para el cálculo de los C-obstáculos,

es necesario discretizar tanto el espacio de trabajo W como el C-espacio C. Es-

to lleva a que las funciones A y B estén definidas sobre espacios discretos y,

por tanto, sea necesario proponer una nueva definición de CB para espacios

119
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discretos. Este es el objetivo de esta sección.

7.1.1. Discretización de los espacios W y C

Sea x un punto de W y q una configuración de C, parametrizados, respec-

tivamente, por x = (x1, x2, · · · , xn) y q = (q1, q2, · · · , qm). En general, n es 2

ó 3, mientras que m depende del número de grados de libertad del robot con-

siderado. Sobre el intervalo de definición de cada una de estas coordenadas se

distribuyen de manera uniforme un número finito de puntos (N). Por ejemplo, si

una de las coordenadas de x o de q es una variable lineal d ∈ [a, b], se distribuyen

uniformente N puntos, dando lugar a un vector cuya componente i-ésima sería

a + i
b − a

N

y si la coordenada es angular θ ∈ [−π, π], sería

−π + i
2π

N

Para simplificar la presentación del método, se supone que todas las coor-

denadas se discretizan con el mismo número de puntos. Realmente, en la im-

plementación realizada no todas las coordenadas se discretizan con la misma

resolución. Esta se debe fijar de forma que la representación de los obstáculos

del robot en ambos espacios, W y C, sea correcta.

Se puede utilizar el índice i ∈ D, siendo D = {1, · · · , N}, como variable

independiente para representar cada uno de los N puntos que se han distri-

buido sobre el intervalo de definición de cada coordenada de x ∈ W o q ∈ C.

Así, se obtiene una matriz de dimensión N × · · · × N︸ ︷︷ ︸
n

para un espacio de tra-

bajo de dimensión n y otra de dimensión N × · · · × N︸ ︷︷ ︸
m

para el espacio de las

configuraciones.

7.1.2. Discretización de las funciones A y B

Las funciones B, A y A′ definidas sobre dominios discretos se denominarán,

respectivamente, B∗, A∗ y A′∗. Si se utiliza el índice como variable independiente

entonces B∗, A∗ y A′∗ son funciones definidas sobre D, un subconjunto de los

naturales, y, por tanto, se pueden representar como matrices. Debido a la propia
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definición de B, A y A′, las correspondientes muestreadas dan como resultado

matrices binarias.

Así, la función B∗ : D × · · · × D︸ ︷︷ ︸
n

→ R proporciona una matriz binaria que

representa a los obstáculos en el espacio de trabajo. Un elemento de esta ma-

triz B∗ tomará un valor ’1’ si existe un obstáculo en la celda que represen-

ta dicho elemento, y si no el valor será ’0’. De la misma forma, la función

A∗ : D × · · · × D︸ ︷︷ ︸
m

×D × · · · × D︸ ︷︷ ︸
n

→ R proporciona una matriz binaria que re-

presenta al robot en una determinada configuración q en el espacio de trabajo.

Mientras que si se utiliza la función A′∗ : C′ × W ′ → R se obtiene una matriz

binaria que representa al robot en una configuración q′ en W ′. Cabe recordar

que las funciones A′ se introducían para simplificar el cálculo de CB(q). Como

se podrá comprobar con el siguiente ejemplo se puede reducir además las nece-

sidades de memoria, ya que las matrices con las que se trabaja son de menor

tamaño.

- Ejemplo Sea un robot con forma de disco que se mueve libremente en

un espacio de trabajo W = [a, b]× [c, d]. Un punto de W vendría parametrizado

por (x, y) ∈ [a, b] × [c, d], y una configuración de C por (xr , yr) ∈ [a, b] × [c, d],

que son las coordenadas del centro del móvil.

Si se discretiza W en una matriz N ×N , el elemento (xi, yj) o su índice (i, j)

representaría a la celda espacial
[
a + i

b − a

N
, a + (i + 1)

b − a

N

]
×

[
c + j

d − c

N
, c + (j + 1)

d − c

N

]

con i, j ∈ D, siendo D = {1, · · · , N}. De la misma manera se tendría si se

discretiza C.

La función B∗ : W → R, definida sobre un dominio discreto, vendría dada

por

B∗(xi, yj) =

⎧⎨
⎩

1 si (xi, yj) ∈ B

0 si (xi, yj) �∈ B
(7.1)

donde B es el subconjunto de W que representa a los obstáculos. Utilizando el

índice como variable independiente, la función B∗ : D × D → R se expresaría

como

B∗(i, j) =

⎧⎨
⎩

1 si (xi, yj) ∈ B

0 si (xi, yj) �∈ B
(7.2)
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Proporciona una matriz binaria de tamaño N × N , cuyo elemento (i, j) toma

valor ’1’ si hay un obstáculo en la celda (xi, yj), y ’0’ en caso contrario.

Y la función A∗ : C × W → R, siendo W y C discretos, vendría definida

como

A∗(xrk
, yrl

, xi, yj) =

⎧⎨
⎩

1 si (xi, yj) ∈ A(xrk
,yrl

)

0 si (xi, yj) �∈ A(xrk
,yrl

)

(7.3)

donde i, j, k, l ∈ D, siendo D = {1, · · · , N}; A(xrk
,yrl

) es el subconjunto de

puntos que representa al robot en la configuración (xrk
, yrl

). Si se utilizan los

índices, la definición de A∗ : D × · · · × D︸ ︷︷ ︸
4

→ R sería

A∗(k, l, i, j) =

⎧⎨
⎩

1 si (xi, yj) ∈ A(xrk
,yrl

)

0 si (xi, yj) �∈ A(xrk
,yrl

)

(7.4)

y se obtiene una matriz binaria de tamaño N × · · · × N︸ ︷︷ ︸
4

. Su elemento (k, l, i, j)

vale ’1’ si el robot en la configuración (xrk
, yrl

) ocupa la celda (xi, yj) del espacio

de trabajo, y ’0’ en caso contrario. Sin embargo, en la expresión (??) se llegaba

a

A(xr , yr, x, y) = A(0, 0, x − xr, y − yr)

= A(0,0)(x − xr, y − yr)

Luego, en lugar de trabajar con la matriz completa A∗ de tamaño N × · · · × N︸ ︷︷ ︸
4

es posible utilizar únicamente la submatriz o capa correspondiente a A∗(0, 0, xi−

xrk
, yj − yrl

) correspondiente a la configuración de referencia (0, 0), aunque los

índices i, j sufren un desplazamiento dado por k, l. Concretamente, se emplea

la matriz A∗
(0,0) definida como

A∗
(0,0)(i − k, j − l) =

⎧⎨
⎩

1 si (xi − xrk
, yj − yrl

) ∈ A(0,0)

0 si (xi − xrk
, yj − yrl

) �∈ A(0,0)

(7.5)

que al ser de menor tamaño, N × N , se logra reducir considerablemente las

necesidades de memoria en la etapa de cálculo.
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7.1.3. Discretización de la función CB

De la misma forma que para las funciones previas, se denomina CB∗ a la

función CB que toma valores sobre el C-espacio discreto, y estaría definida por

CB∗(qj) =
N−1∑
i=0

A∗(qj , xi)B∗(xi) ∀qj ∈ C, ∀xi ∈ W (7.6)

A partir de ella, la región del C-obstáculo CBf , que es el subconjunto puntos

del C-espacio discreto donde se proyecta el obstáculo B, se define como

CBf = {qj ∈ C/CB∗(qj) > 0} (7.7)

Por tanto, se cumple que un punto del C-espacio discreto es libre si y sólo si

CB∗(qj) = 0.

Si se trabaja con los índices el C-espacio se puede representar por una matriz

m-dimensional (o por m submatrices (m − 1)-dimensionales). Así, la función

CB∗ : D × · · · × D︸ ︷︷ ︸
m

→ R proporciona una matriz que representa a los obstáculos

en el espacio de trabajo. Un determinado elemento de esta matriz CB∗ tomará

un valor no nulo si el robot en la configuración que esa celda representa colisiona

con los obstáculos; o un valor ’0’ si es libre.

- Ejemplo Para el móvil con forma de disco analizado previamente la

función CB∗ : C → R, definida sobre un dominio discreto, vendría dada por

CB∗(xrk
, yrl

) =
N−1∑
i,j=0

A∗
(0,0)(xi − xrk

, yj − yrl
)B∗(xi, yj)

de tal forma que

CB∗(xrk
, yrl

) =

⎧⎨
⎩

P si (xrk
, yrl

) ∈ CBf

0 si (xrk
, yrl

) �∈ CBf

(7.8)

donde P ∈ R y CBf es el subconjunto de C que representa a los C-obstáculos.

Utilizando el índice como variable independiente, la función CB∗ : D × D → R

se expresaría como

CB∗(k, l) =
N−1∑
i,j=0

A∗
(0,0)(i − k, j − l)B∗(i, j)

cumpliéndose que

CB∗(k, l) =

⎧⎨
⎩

P si (xrk
, yrl

) ∈ CBf

0 si (xrk
, yrl

) �∈ CBf

(7.9)
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Si se toma P como valor umbral se obtiene una matriz binaria de dimensión

N × N , cuyo elemento (k, l) toma valor ’1’ si hay un C-obstáculo en la celda

(xrk
, yrl

), y ’0’ en caso contrario.

7.2. Algoritmos

En los dos capítulos previos se obtenían las expresiones de CB(q) para ro-

bots móviles y articulados, y se observaba cómo en dichas expresiones aparecía

el producto de convolución de A y B sobre unas ciertas variables. De la misma

manera, en la expresión de CB∗(qj) particularizada para los robots analizados,

surgirá la convolución discreta de A∗ y B∗ sobre dichas variables discretizadas.

Utilizando el teorema de convolución para dominios discretos, se puede calcular

la Transformada de Fourier Discreta (DFT) de CB∗(qj) como el producto punto

a punto de la DFT de A∗ y la de B∗, efectuando las transformadas sobre una o

varias variables. La dimensión de la Transformada Discreta de Fourier y las va-

riables concretas sobre las que se efectúa depende del tipo de robot considerado.

El objetivo de las siguientes secciones es obtener la expresión de CB∗(qj) para

cada estructura robótica estudiada en los dos capítulos anteriores y, de ella, el

algoritmo que permite calcular la matriz binaria que representa al espacio de

las configuraciones.

Si se implementa directamente la convolución de las matrices binarias A∗ y

B∗, la complejidad computacional del algoritmo es O(Nd2
), siendo N la resolu-

ción de la discretización utilizada y d la dimensión de la convolución.

Otra opción sería aplicar el teorema de convolución y utilizar el algoritmo

de la Transformada Rápida de Fourier (FFT), cuya complejidad es O(NdlogN).

Así, se conseguiría reducir la carga asociada a la ejecución de los algoritmos.

Para aplicar el algoritmo de FFT las funciones deben de ser periódicas. Sin

embargo, las matrices binarias implicadas no son cíclicas. Una forma de solucio-

nar este problema, [?], es colocar un ’1’ en todos los elementos del contorno de

la matriz binaria que representa al espacio de trabajo. Así, además de conseguir

funciones cíclicas, se asegura que el robot no pueda sobrepasar los límites de W .
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7.2.1. Robot Circular Móvil en el Plano

En la sección previa, se llegó a la expresión

CB∗(xrk
, yrl

) =
N−1∑
i,j=0

A∗
(0,0)(xrk

− xi, yrl
− yj)B∗(xi, yj)

Si se realiza el siguiente cambio en la expresión previa

Ā∗
(0,0)(xi − xrk

, yj − yrl
) = A∗

(0,0)(xrk
− xi, yrl

− yj)

entonces aparece el producto de convolución discreto sobre las dos coordenadas

entre las funciones que describen, respectivamente, al robot en la configuración

(0, 0) y a los obstáculos en el espacio de trabajo.

CB∗(xrk
, yrl

) = (Ā∗
(0,0) ∗ B∗)(xrk

, yrl
) (7.10)

Con el teorema de convolución en su versión discreta la expresión anterior

se podría calcular como

DFT [CB∗(xrk
, yrl

)] = DFT
[
Ā∗

(0,0)(xrk
, yrl

)
]
DFT [B∗(xrk

, yrl
)] (7.11)

que son transformadas discretas en dos dimensiones.

Para su implementación, habría que calcular la FFT bidimensional de las

matrices binarias Ā∗
(0,0) y B∗ y multiplicar ambas transformadas. Calculando la

transformada inversa IFFT de este resultado se obtendría la matriz donde están

representados los C-obstáculos. Concretamente, el algoritmo que se propone es

el siguiente

Construir la matriz binaria B∗(k, l), poniendo un ’1’ en sus límites

Calcular F [B∗(k, l)] en 2 dimensiones

Construir la matriz binaria Ā∗
(0,0)(k, l)

Calcular F
[
Ā∗

(0,0)(k, l)
]

Obtener P = F [B∗] · F
[
Ā∗

(0,0)

]
Hacer IP (k, l) = F−1 [P ] la FFT inversa

Asignar CB∗(k, l) = 1 si y sólo si |IP (k, l)| > 0

Se supone que N es la resolución de la discretización, tanto para las coorde-

nadas del espacio de trabajo W como para las del C-espacio. Con el algoritmo
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se obtiene una matriz binaria B∗ de tamaño N × N , otra Ā∗
(0,0) de tamaño

N ×N y, como resultado final del algoritmo, una matriz binaria CB∗ de tama-

ño N ×N . Con estas consideraciones y al trabajar con FFT en dos dimensiones,

la complejidad computacional del algoritmo es O(N2 · log(N)).

7.2.2. Plataforma Bidimensional Móvil en el Plano

Sea una plataforma móvil, con cualquier forma geométrica, que puede tras-

ladarse y rotar libremente sobre un espacio de trabajo W ⊂ R2. Partiendo de

la expresión obtenida para el cálculo de CB(q) de este robot

CB(xr , yr, θr) =
∫

Ā(0,0,θr)(xr − x, yr − y)B(x, y)dxdy

y siguiendo un proceso de discretización similar al analizado para el robot ejem-

plo se obtiene que

CB∗(xrk
, yrl

, θrm) =
N−1∑
i,j=0

Ā∗
(0,0,θrm)(xrk

− xi, yrl
− yj)B∗(xi, yj)

donde la orientación θr del robot también ha sido discretizada. Para cada orien-

tación θrm aparece el producto de convolución discreto sobre las dos variables

lineales de las funciones que describen al robot en la configuración (0, 0, θrm) y

a los obstáculos en el espacio de trabajo.

CB∗(xrk
, yrl

, θrm) = (Ā∗
(0,0,θrm ) ∗ B∗)(xrk

, yrl
) (7.12)

Como sobre la variable θrm no se produce convolución, entonces se puede distri-

buir sobre su intervalo de variación θr ∈ [0, 2π] un número de puntos diferente

(M) al utilizado para las variables lineales (N). De esta forma, CB∗ se repre-

senta mediante M matrices de tamaño N ×N : una matriz para cada orientación

discreta del robot. Esta técnica se denomina s licing y a cada una de las matrices

se la denomina s lice.

Utilizando el teorema de convolución discreta se obtendría

DFT [CB∗(xrk
, yrl

, θrm)] = DFT
[
Ā∗

(0,0,θrm)(xrk
, yrl

)
]
DFT [B∗(xrk

, yrl
)]

(7.13)

que son transformadas discretas en dos dimensiones. Cada s lice se obtiene mul-

tiplicando punto a punto las dos matrices bidimensionales que se obtienen al
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calcular la FFT bidimensional de Ā∗ y de B∗ y, considerando posteriormente,

la transformada inversa de dicho producto. El algoritmo propuesto aparece a

continuación

Construir la matriz binaria B∗(k, l), poniendo un ’1’ en sus límites

Calcular F [B∗(k, l)] en 2 dimensiones

Para cada orientación θrm

Construir la matriz binaria Ā∗
(0,0,θrm)(k, l)

Calcular F
[
Ā∗

(0,0,θrm)

]
Obtener P = F [B∗] · F

[
Ā∗

(0,0,θrm )

]
Hacer IP (k, l) = F−1 [P ] la FFT inversa

Asignar CB∗(k, l, m) = 1 si y sólo si |IP (k, l)| > 0

Suponiendo que las variables lineales se discretizan con una resolución N

mientras que la variable angular θr con una resolución M , se dispone de una

matriz binaria B∗ de tamaño N ×N , una matriz binaria Ā∗ de tamaño N ×N

para cada orientación del robot y, como resultado final del algoritmo, M matrices

de dimensión N × N . Se utiliza la técnica de slicing sobre el grado de libertad,

θr, donde no se produce convolución. Como las FFT son en dos dimensiones la

complejidad computacional del algoritmo es O(M · N2 · log(N)).

7.2.3. Plataforma Móvil Tridimensional sobre un Plano

En este apartado se va a considerar una plataforma tridimensional que se

mueve sobre un plano z = 0. No se impone ninguna clase de limitación en cuanto

a su forma geométrica. Para este tipo de móvil se había obtenido previamente

la expresión ?? para la función CB(q)

CB(xr , yr, θr) =
∫

Ā(0,0,θr)(xr − x, yr − y, z)B(x, y, z)dxdydz

Si se aplica el proceso de discretización propuesto anteriormente se llega a

que

CB∗(xrk
, yrl

, θrm) =
N−1∑

i,j,n=0

Ā∗
(0,0,θrm )(xrk

− xi, yrl
− yj , zn)B∗(xi, yj, zn)
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El planteamiento es similar al utilizado para la plataforma bidimensional.

Sin embargo, en este caso se debe efectuar el sumatorio sobre tres variables

discretas, que son las dimensiones del espacio de trabajo. Para cada capa o slice

θrm se calcula un CB∗ determinado. Para cada una de ellas aparece el producto

de convolución sobre las dos variables del plano.

CB∗(xrk
, yrl

, θrm) =
N−1∑
n=0

(Ā∗
(0,0,θrm ) ∗ B∗)(xi,yj)(xrk

, yrl
, zn)

Si se aplica a esta expresión el teorema de convolución discreto, entonces

DFT [CB∗(xrk
, yrl

, θrm)] se puede calcular como

DFT [CB∗] =
N−1∑
n=0

DFT
[
Ā∗

(0,0,θrm )(xrk
, yrl

, zn)
]
(xi,yj)

DFT [B∗(xr, yr, zn)](xi,yj)

donde las transformadas discretas de Fourier se calculan sobre las coordenadas

del plano (x, y). Para cada orientación θrm se obtendría una matriz de tamaño

N × N , al igual que para la plataforma bidimensional. En total se tendrían M

matrices, siendo M la resolución con la que se discretiza θrm . Cada una de ellas

representa a DF [CB∗] para cada orientación del robot. Cada matriz DF [CB∗]

se calcula con el producto punto a punto de las transformadas de Ā∗
(0,0,θrm ) y

B∗ para cada plano zn = constante, desde zn = 0 hasta zn = altura−movil y,

después, se suman dichos productos. Por tanto, las M matrices que representan

al C-espacio se pueden obtener con el siguiente algoritmo

Para cada plano zn

Construir la matriz binaria B∗(k, l), poniendo un ’1’ en sus límites

Calcular F [B∗(k, l)] en 2 dimensiones

Para cada valor de la orientaciǿn θrm

PT = 0

Para cada coordenada zn

Construir Ā∗
(0,0,θrm)(k, l)

Calcular F
[
Ā∗

(0,0,θrm )

]
Obtener P = F [B∗] · F

[
Ā∗

(0,0,θr)

]
Acumular P en PT

Hacer IP (k, l) = F−1 [PT ] la FFT inversa
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Asignar CB(k, l) = 1 si y sólo si |IP (k, l)| > 0

Se supone que las variables lineales se discretizan con la misma resolución

N , aunque para la variable z se podría considerar otra diferente, y la angular

θr se discretiza con una resolución M . En este caso es necesario construir N

matrices binarias B∗ de tamaño N × N y, para cada orientación del robot,

otras N matrices binarias Ā∗ de tamaño N × N . El resultado del algoritmo

son M matrices binarias CB∗ de tamaño N × N . Como se realizan M × N

transformadas de Fourier en dos dimensiones de matrices de tamaño N × N ,

entonces la complejidad computacional del algoritmo es O(M ·N ·N2 · log(N).

7.2.4. Manipulador planar de revolución

En esta sección se va a considerar un robot articulado con dos grados de

libertad (θ1, θ2) ∈ [0, 2π], que se mueve en R2,. Como coordenadas de trabajo se

eligieron (r, ϕ) que pueden variar en el intervalo [0, rmax]× [0, 2π]. Al discretizar

estas variables con una determinada resolución, las expresiones

CB1(θ1) =
∫

Ā1(0)(r, θ1 − ϕ)B(r, ϕ)drdϕ

CB2(θ1, θ2) =
∫

Ā2(0,θ2)(r, θ1 − ϕ)B(r, ϕ)drdϕ

se transforman en

CB∗
1(θ1l

) =
N−1∑
i,j=0

Ā∗
1(0)(ri, θ1l

− ϕj)B∗(ri, ϕj)

CB∗
2 (θ1l

, θ2m) =
N−1∑
i,j=0

Ā∗
2(0,θ2m )(ri, θ1l

− ϕj)B∗(ri, ϕj)

En este caso sólo, para ambas expresiones, se produce la convolución discreta

sobre la variable θ1l
.

CB∗
1 (θ1l

) =
N−1∑
i=0

(Ā∗
1(0) ∗ B∗)ϕj (ri, θ1l

)

CB∗
2(θ1l

, θ2m) =
N−1∑
i=0

(Ā∗
2(0,θ2m ) ∗ B∗)ϕj (ri, θ1l

)

En CB∗
2 se debe calcular el producto de convolución sobre una variable, para

cada orientación del segundo elemento θ2m .



130 Capítulo 7. Algoritmos para Calcular los C-obstáculos

Si se aplica el teorema de convolución discreto, las expresiones previas se

pueden calcular como

DFT [CB∗
1 (θ1l

)] =
N−1∑
i=0

DFT
[
Ā∗

1(0)(ri, θ1l
)
]

ϕj

DFT [B∗(ri, θ1l
)]ϕj

DFT [CB∗
2(θ1l

, θ2m)] =
N−1∑
i=0

DFT
[
Ā∗

2(0,θ2m )(ri, θ1l
)
]

ϕj

DFT [B∗(ri, θ1l
)]ϕj

donde se aparece la transformada discreta de Fourier en una sóla dimensión: la

variable angular. A partir de las expresiones previas, el algoritmo propuesto se

puede sintetizar tal y como aparece a continuación.

Construir la matriz binaria B∗(i, j) en polares, poniendo un ’1’ en sus límites

Construir la matriz binaria Ā∗
1(0)(i, j) en coordenadas polares

P1T = 0

Para cada radio ri

Calcular F [B∗(i, j)] en una dimensión

Calcular F
[
Ā∗

1(0)(i, j)
]

en una dimensión

Obtener P1 = F [B∗(i, j)] · F
[
Ā∗

1(0)(i, j)
]

Acumular en P1T

Para cada orientación θ2m

Construir la matriz binaria Ā∗
2(0,θ2m )(i, j)

Hacer P2T = P1T

Para cada radio ri

Calcular F
[
Ā∗

2(0,θ2m )(i, j)
]

en una dimensión

Calcular P1 = F [B∗(i, j)] · F
[
Ā∗

2(0,θ2m )(i, j)
]

Acumular en P2T

Hacer IP2T = F−1 [P2T ] la FFT inversa

Asignar CB∗(l, m) = 1 si y sólo si |IP2T | > 0

En este proceso de discretización se utiliza la misma resolución N para las

variables angulares, aunque no es necesario que sea la misma para θ2, y una

resolución M para la variable radial. Se construyen: una matriz binaria B∗ de

tamaño N ×M , otra Ā∗
1 del mismo tamaño y N matrices Ā∗

2 de tamaño N ×M .
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El algoritmo calcula una matriz binaria CB∗ de tamaño N ×N . Hay que hacer

notar que se utiliza la FFT en un sola dimensión y, como consecuencia, la

complejidad computacional del algoritmo es O(M · N2 · log(N)).

7.2.5. Robot PUMA

Este manipulador dispone de tres articulaciones de revolución, cuyos grados

de libertad asociados se han denominado previamente θ1, θ2 y θ3 con un recorri-

do angular [0, 2π]. Como coordenadas de trabajo para W , se seleccionaron las

esféricas (r, ϕ1, ϕ2), con r ∈ [0, rmax] y (ϕ1, ϕ2) ∈ [0, 2π].

Al distribuir un número determinado de puntos sobre el intervalo de va-

riación de cada variable y siguiendo el proceso de discretización analizado, las

expresiones calculadas en el capítulo anterior para cada uno de los tres términos

de CB(q)

CB1(θ1) =
∫

Ā1(0)(r, θ1 − ϕ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2

CB2(θ1, θ2) =
∫

Ā2(0,0)(r, θ1 − ϕ1, θ2 − ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2

CB3(θ1, θ2, θ3) =
∫

Ā3(0,0,θ3)(r, θ1 − ϕ1, θ2 − ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2

se convierten en

CB∗
1(θ1l

) =
N−1∑

i,j,k=0

Ā∗
1(0)(ri, θ1l

− ϕ1j , ϕ2k
)B∗(ri, ϕ1j , ϕ2k

)

CB∗
2 (θ1l

, θ2m) =
N−1∑

i,j,k=0

Ā∗
2(0,0)(ri, θ1l

− ϕ1j , θ2m − ϕ2k
)B∗(ri, ϕ1j , ϕ2k

)

CB∗
3 (θ1l

, θ2m , θ3n) =
N−1∑

i,j,k=0

Ā∗
3(0,0,θ3n )(ri, θ1l

− ϕ1j , θ2m − ϕ2k
)B∗(ri, ϕ1j , ϕ2k

)

Comparando estas expresiones con la del producto de convolución discreto

de funciones definidas en R3 sobre una y dos variables se tiene que

CB∗
1 (θ1l

) =
N−1∑
i,k=0

(Ā∗
1(0) ∗ B∗)ϕ1j

(ri, θ1l
, ϕ2k

)

CB∗
2 (θ1l

, θ2m) =
N−1∑
i=0

(Ā∗
2(0,0) ∗ B∗)(ϕ1j

,ϕ2k
)(ri, θ1l

, θ2m)

CB∗
3 (θ1l

, θ2m , θ3n) =
N−1∑
i=0

(Ā∗
3(0,0,θ3n ) ∗ B∗)(ϕ1j

,ϕ2k
)(ri, θ1l

, θ2m)
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Se produce convolución sobre la variable θ1l
en la primera expresión y las va-

riables θ1l
y θ2m en las otras dos expresiones. Luego al tomar transformadas de

Fourier unidimensional y bidimensional, según el caso, sobre los dos miembros

de las expresiones se llega a

DFT [CB∗
1 ]=

N−1∑
i,k=0

DFT
[
Ā∗

1(0)(ri, θ1l
, ϕ2k

)
]

ϕ1j

DFT [B∗(ri, θ1l
, ϕ2k

)]ϕ1j

DFT [CB∗
2 ]=

N−1∑
i=0

DFT
[
Ā∗

2(0,0)(ri, θ1l
, θ2m)

]
(ϕ1j

,ϕ2k
)
DFT [B∗(ri, θ1l

, θ2m)](ϕ1j
,ϕ2k

)

DFT [CB∗
3 ]=

N−1∑
i=0

DFT
[
Ā∗

3(0,0,θ3n )(ri, θ1l
, θ2m)

]
(ϕ1j

,ϕ2k
)
DFT [B∗(ri, θ1l

, θ2m)](ϕ1j
,ϕ2k

)

Tomando como punto de partida estas tres expresiones, los obstáculos se pueden

representar en el espacio de las configuraciones mediante el siguiente algoritmo.

Por facilitar su comprensión, se ha dividido en tres partes, donde se implementa

cada uno de los tres términos. Una versión optimizada del algoritmo se puede

obtener aplicando las propiedades de las transformadas de Fourier.

Construir la matriz binaria B∗(i, j, k) en esféricas, poniendo un ’1’ en sus límites.

Construir la matriz binaria Ā∗
1(0)(i, j, k) en coordenadas esféricas.

P1T = 0

Para cada radio ri

P1Ti = 0

Para cada ϕ2k

Calcular F [B∗(i, j, k)] en una dimensión

Calcular F
[
Ā∗

1(0)(i, j, k)
]

en una dimensión

Obtener P1 = F [B∗(i, j, k)] · F
[
Ā∗

1(0)(i, j, k)
]

Acumular P1 en P1Ti según ϕ2k

Acumular P1Ti en P1T según ri

Construir la matriz binaria Ā∗
2(0,0)(i, j, k) en coordenadas esféricas

P2T = 0

Para cada radio ri

Calcular F [B∗(i, j, k)] en dos dimensiones

Calcular F
[
Ā∗

2(0,0)(i, j, k)
]

en dos dimensiones
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Obtener P2 = F [B∗(i, j, k)] · F
[
Ā∗

2(0,0)(i, j, k)
]

Acumular P2 en P2T según ri

Para cada fila ϕ2k
de P2T

P2T = P2T + P1T Para cada orientación θ3n

Construir la matriz binaria de Ā∗
3(0,0,θ3n)(i, j, k)

P3Tn = 0

Para cada radio ri

Calcular F
[
Ā∗

3(0,0,θ3n )(i, j, k)
]

en dos dimensiones

Obtener P3 = F [B∗(i, j, k)] · F
[
Ā∗

3(0,0,θ3n )(i, j, k)
]

Acumular P3 en P3Tn según ri

P3Tn = P3Tn + P2T

Hacer IP3T = F−1 [P3Tn] la FFT inversa en dos dimensiones

Asignar CB∗(l, m, n) = 1 si y sólo si |IP3T | > 0

En el proceso de discretización se ha utilizado la misma resolución N para

todas las variables, tanto del espacio de trabajo como del espacio de las con-

figuraciones. Sin embargo, podría haber sido diferente, aunque sí es necesario

que θ1 y ϕ1 se discreticen con la misma resolución N1, al igual que θ2 y ϕ2 con

N2. Para θ3 y r se puede tomar cualquier resolución, N3 y M , respectivamente.

Así, se deben construir: una matriz binaria B∗ de tamaño N1 × N2 × M , otras

dos Ā∗
1 y Ā∗

2 del mismo tamaño y N3 matrices Ā∗
3 de tamaño N1 ×N2 ×M . El

algoritmo calcula: un vector intermedio P1T de tamaño 1×N1 correspondiente

a CB1(θ1); una matriz P2T de tamaño N1 × N2 asociada con CB2(θ1, θ2); y

N3 matrices P3T de tamaño N1 × N2 correspondientes con CB3(θ1, θ2, θ3). El

resultado del algoritmo es una matriz binaria CB∗ de tamaño N1 × N2 × N3.

Hay que hacer notar que se utilizan transformadas rápidas de Fourier en

una dimensión para el término CB1(θ1) y en dos dimensiones para CB2(θ1, θ2) y

CB3(θ1, θ2, θ3). Como consecuencia, la complejidad computacional del algoritmo

es O(N3 · N3 · M · N2 log(N)), donde se ha supuesto que N1 = N2 = N .
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7.2.6. Robot SCARA

En el capítulo previo se denominaron θ1, θ2 y d a los grados de liber-

tad de este robot asociados, respectivamente, con las dos primeras articula-

ciones de revolución y con la tercera prismática. Su intervalo de variación es

(θ1, θ2, d) ∈ [0, 2π]× [0, 2π]× [0, l3], donde l3 es la longitud del tercer elemento.

En el espacio de trabajo se eligieron, como coordenadas de trabajo, las cilíndri-

cas (r, ϕ, z). De esta forma, se lograba relacionar el recorrido angular de θ1 con

ϕ y el desplazamiento d con z. Con ello se llegaba a las siguientes expresiones

(??) y (??) para CB(q)

CB1(θ1) =
∫

Ā1(0)(r, θ1 − ϕ)B(r, ϕ, 0)drdϕ

CB2(θ1, θ2) =
∫

Ā2(0,θ2)(r, θ1 − ϕ)B(r, ϕ, 0)drdϕ

CB3(θ1, θ2, d) =
∫

Ā3(0,θ2,0)(r, θ1 − ϕ, d − z)B(r, ϕ, z)drdϕdz

En el proceso de dicretización se distribuyen N puntos sobre el recorrido de

todas variables, aunque sólo es necesario que sea el mismo número para ϕ y θ1

y para d y z. Realizando dicho proceso se llega a

CB∗
1(θ1l

) =
N−1∑
i,j=0

Ā∗
1(0)(ri, θ1l

− ϕj)B∗(ri, ϕj , 0)

CB∗
2(θ1l

, θ2m) =
N−1∑
i,j=0

Ā∗
2(0,θ2m )(ri, θ1l

− ϕj)B∗(ri, ϕj , 0)

CB∗
3 (θ1l

, θ2m , dn) =
N−1∑

i,j,k=0

Ā∗
3(0,θ2m ,0)(ri, θ1l

− ϕ, di − zk)B∗(ri, ϕj , zk)

o a las expresiones

CB∗
1 (θ1l

) =
N−1∑
i=0

(Ā∗
1(0) ∗ B∗)ϕj (ri, θ1l

)

CB∗
2 (θ1l

, θ2m) =
N−1∑
i=0

(Ā∗
2(0,θ2m ) ∗ B∗)ϕj (ri, θ1l

)

CB∗
3(θ1l

, θ2m , dn) =
N−1∑
i=0

(Ā∗
3(0,θ2m ,0) ∗ B∗)(ϕj ,zk)(ri, θ1l

, dn)

Como ya se comentó en el capítulo anterior se produce convolución sobre las

variables θ1l
y dn. Luego, si se toman transformadas discretas de Fourier en
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una dimensión sobre las dos primeras expresiones y en dos dimensiones sobre la

tercera expresión, se llega a:

DFT [CB∗
1 ] =

N−1∑
i=0

DFT
[
Ā∗

1(0)(ri, θ1l
)
]

ϕj

DFT [B∗(ri, θ1l
, 0)]ϕj

DFT [CB∗
2 ] =

N−1∑
i=0

DFT
[
Ā∗

2(0,θ2m )(ri, θ1l
)
]

ϕj

DFT [B∗(ri, θ1l
, 0)]ϕj

DFT [CB∗
3 ] =

N−1∑
i=0

DFT
[
Ā∗

3(0,θ2m ,0)(ri, θ1l
, dn)

]
(ϕj ,zk)

DFT [B∗(ri, θ1l
, dn)](ϕj,zk)

Estas expresiones sirven de base para proponer el siguiente algoritmo para el

cálculo del C-espacio.

Construir la matriz binaria B∗
0(i, j) en cilíndricas, poniendo ’1’ en sus límites

Construir la matriz binaria Ā∗
1(0)(i, j) en cilíndricas sobre el plano z = 0

P1T = 0

Para cada radio ri

Calcular F [B∗
0(i, j)] en una dimensión

Calcular F
[
Ā∗

1(0)(i, j)
]

en una dimensión

Obtener P1 = F [B∗
0(i, j)] · F

[
Ā∗

1(0)(i, j)
]

Acumular P1 en P1T según ri

Para cada orientación θ2m

Construir la matriz binaria Ā∗
2(0,θ2m )(i, j) en cilíndricas

P2Tm = 0

Para cada radio ri

Calcular F
[
Ā∗

2(0,θ2m )(i, j)
]

en una dimensiǿn

Obtener P2 = F [B∗
0(i, j)] · F

[
Ā∗

2(0,θ2m )(i, j)
]

Acumular P2 en P2Tm según ri

P2Tm = P2Tm + P1T

Construir la matriz binaria B∗(i, j, k) en cilíndricas, poniendo ’1’ en sus límites

Para cada radio ri

Calcular F [B∗(i, j, k)] en dos dimensiones

Para cada orientación θ2m

Construir la matriz binaria Ā∗
3(0,θ2m ,0)(i, j, k) en cilíndricas
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P3Tm = 0

Para cada radio ri

Calcular F
[
Ā∗

3(0,θ2m ,0)(i, j, k)
]

en dos dimensiones

Obtener P3 = F [B∗(i, j, k)] · F
[
Ā∗

3(0,θ2m ,0)(i, j, k)
]

Acumular P3 en P3Tm según ri

P3T = P3T + P2

Para cada fila zk de P3Tm

P3Tm = P3Tm + P2Tm

Hacer IP3T = F−1 [P3Tm] la FFT inversa en 2 dimensiones

Asignar CB∗(l, m, n) = 1 si y sólo si |IP3T | > 0

Por facilitar la comprensión del algoritmo, se han implementado directamen-

te los tres términos de CB sin intentar ningún tipo de optimización. De esta

forma el algoritmo consta de tres módulos. En el primero, se construyen las

matrices Ā∗
1(0) y B∗

0 de tamaño M × N1, donde M y N1 son, respectivamente,

las resoluciones utilizadas para r, y para ϕ y θ1. En el segundo se construyen N2

matrices Ā∗
(0,θ2m ) de tamaño M × N1, siendo N2 la resolución para θ2m . En el

tercero se definen N2 matrices Ā∗
3(0,θ2m ) de tamaño M × N1 ×N3 y una matriz

B∗ de tamaño M ×N1×N3, donde N3 es la resolución para z y d. El algoritmo

calcula: un vector P1T de tamaño 1 × N1 asociado a CB1; N2 vectores P2T de

tamaño 1 × N1 asociados a CB2; y N2 matrices P3T de tamaño N1 × N3 rela-

cionados con CB3. El resultado del algoritmo es una matriz binaria, formada

por N2 s lices de tamaño N1 × N3, donde están representados los obstáculos en

el espacio de las configuraciones.

La carga computacional del algoritmo está asociada principalmente con el

tercer módulo, donde se calculan N2 × M transformadas de Fourier en dos

dimensiones. Por tanto, es O(N2 · M · N2 · log(N)), ya que se ha tomado N1 =

N3 = N .

7.2.7. Robot de Stanford

Como se describió en el capítulo previo, este manipulador tiene dos articu-

laciones de revolución, con grados de libertad θ1 y θ2, y la tercera prismática,
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siendo d1 su grado de libertad. Como coordenadas de trabajo se eligieron las

esféricas (r, ϕ1, ϕ2) y las expresiones que se obtuvieron para los tres sumandos

de CB(q) fueron

CB1(θ1) =
∫

Ā1(0)(r, θ1 − ϕ1, ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2

CB2(θ1, θ2) =
∫

Ā2(0,0)(r, θ1 − ϕ1, θ2 − ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2

CB3(θ1, θ2, d1) =
∫

Ā3(0,0,0)(d1 − r, θ1 − ϕ1, θ2 − ϕ2)B(r, ϕ1, ϕ2)drdϕ1dϕ2

Se distribuyen un número determinado de puntos sobre las coordenadas de

trabajo elegidas y sobre el recorrido de cada grado de libertad θ1, θ2 ∈ [0, 2π] y

d1 ∈ [l2, l2 + l3], donde l2 es la longitud del segundo elemento y l3 es la longitud

máxima del tercer elemento. El número de puntos tiene que ser el mismo para

θ1 y ϕ1, para θ2 y ϕ2, y para r y d1, respectivamente. No obstante, con el fin

de simplificar se supondrá que es el mismo (N) para las seis variables. Teniendo

esto en cuenta, con el proceso de discretización, se llega a

CB∗
1(θ1l

) =
N−1∑

i,j,k=0

Ā∗
1(0)(ri, θ1l

− ϕ1j , ϕ2k
)B∗(ri, ϕ1j , ϕ2k

)

CB∗
2(θ1l

, θ2m) =
N−1∑

i,j,k=0

Ā∗
2(0,0)(ri, θ1l

− ϕ1j , θ2m − ϕ2k
)B∗(ri, ϕ1j , ϕ2k

)

CB∗
3 (θ1l

, θ2m , d1n) =
N−1∑

i,j,k=0

Ā∗
3(0,0,0)(d1n − ri, θ1l

− ϕ1j , θ2m − ϕ2k
)B∗(ri, ϕ1j , ϕ2k

)

Considerando la definición del producto de convolución discreto de funciones

definidas en R3 sobre una, dos y tres variables, respectivamente, las expresiones

anteriores se convierten en

CB∗
1(θ1l

) =
N−1∑
i,k=0

(Ā∗
1(0) ∗ B∗)ϕ1j

(ri, θ1l
, ϕ2k

)

CB∗
2(θ1l

, θ2m) =
N−1∑
i=0

(Ā∗
2(0,0) ∗ B∗)(ϕ1j

,ϕ2k
)(ri, θ1l

, θ2m)

CB∗
3(θ1l

, θ2m , d1n) = (Ā∗
3(0,0,0) ∗ B∗)(ri,ϕ1j

,ϕ2k
)(d1n , θ1l

, θ2m)

Tomando transformadas de Fourier de la dimensión apropiada en las expre-

siones previas y teniendo en cuenta el teorema de convolución, resulta

DFT [CB∗
1 ] =

N−1∑
i,k=0

DFT
[
Ā∗

1(0)(ri, θ1l
, ϕ2k

)
]

ϕ1j

DFT [B∗(ri, θ1l
, ϕ2k

)]ϕ1j
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DFT [CB∗
2 ] =

N−1∑
i=0

DFT
[
Ā∗

2(0,0)(ri, θ1l
, θ2m)

]
(ϕ1j

,ϕ2k
)
DFT [B∗(ri, θ1l

, θ2m)](ϕ1j
,ϕ2k

)

DFT [CB∗
3 ] = DFT

[
Ā∗

3(0,0,0)(d1n , θ1l
, θ2m)

]
(ri,ϕ1j

,ϕ2k
)
DFT [B∗(d1n , θ1l

, θ2m)](ri,ϕ1j
,ϕ2k

)

A continuación se propone un algoritmo para obtener CB, donde se calcula

de forma separada cada uno de sus tres términos.

Construir B∗(i, j, k) en esféricas, poniendo ’1’ en sus límites

Construir la matriz binaria Ā∗
1(0)(i, j, k) en coordenadas esféricas

P1T = 0

Para cada radio ri

Para cada ϕ2k

Calcular F [B∗(i, j, k)] en una dimensión

Calcular F
[
Ā∗

1(0)(i, j, k)
]

en una dimensión

Obtener P1 = F [B∗(i, j, k)] · F
[
Ā∗

1(0)(i, j, k)
]

Acumular P1 en P1T según ri

Construir la matriz binaria Ā∗
2(0,0)(i, j, k) en coordenadas esféricas

P2T = 0

Para cada radio ri

Calcular F [B∗(i, j, k)] en dos dimensiones

Calcular F
[
Ā∗

2(0,0)(i, j, k)
]

en dos dimensiones

Obtener P2 = F [B∗(i, j, k)] · F
[
Ā∗

2(0,0)(i, j, k)
]

Acumular P2 en P2T según ri

P2T = P2T + P1T

Construir la matriz binaria de Ā∗
3(0,0,0)(i, j, k)

Calcular F
[
Ā∗

3(0,0,0)(i, j, k)
]

en tres dimensiones

Calcular F [B∗(i, j, k)] en tres dimensiones

Obtener P3T = F [W ∗(i, j, k)] · F
[
Ā∗

3(0,0,0)(i, j, k)
]

Para cada fila ri de P3T

P3T = P3T + P2T

Hacer IP3T = F−1 [P3T ] la FFT inversa en tres dimensiones

Asignar CB∗(l, m, n) = 1 si y sólo si |IP3T | > 0
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La complejidad computacional de este algoritmo es O(N3 · log(N)), que es-

tá asociada al cálculo de CB∗
3 , donde aparece FFT en tres dimensiones. Hay

que tener en cuenta que los C-obstáculos generados por colisiones con los dos

primeros elementos restringen fuertemente el movimiento de este manipulador.

En situaciones reales estos choques no deben producirse, ya que sino el mani-

pulador no podría moverse. Luego su cálculo podría obviarse. Además, la carga

computacional que representan es mínima comparada con la asociada al cálculo

de los choques entre el tercer elemento y los obstáculos.

7.3. Implementación y resultados

Uno de los objetivos más destacables de este trabajo de tesis es la proposición

de los algoritmos para la representación de los C-obstáculos de los distintos

robots. Se ha considerado conveniente la implementación de alguno de ellos con

objeto de contrastar los resultados obtenidos con otros de la bibliografía. Así,

se podrá validar la metodología propuesta. Hay que destacar que en algunos

casos, entre los que se encuentra el PUMA, no existen resultados gráficos sobre

la representación de los C-obstáculos.

En esta sección se van a comentar los aspectos más destacados de su imple-

mentación. Como se puede observar, en algunos algoritmos se pueden realizar

ciertas optimizaciones y, así, reducir el tiempo de cálculo. Sin embargo, en su

presentación se ha optado por la claridad para su fácil comprensión. Tambieén

hay que destacar que la paralelización de los algoritmos es inmediata. Sin em-

bargo, su realización queda fuera de nuestro trabajo.

Concretamente, los algoritmos se han implementado en una estación de cál-

culo Silicon Graphics Power Challenge XL con procesador MIPS R8000. Como

herramienta software, se ha utilizado el lenguaje de programación C y el com-

pilador MIPSpro versión 7.20. Aunque están disponibles multitud de librerías

que permiten calcular la transformada rápida de Fourier de forma optimizada,

se ha optado por una librería matemática propiedad del fabricante denominada

CompLib.SgiMath, que es de uso generalizado en la comunidad científica.

Se han diseñado diversas funciones que, haciendo uso de las proporcionadas

por el fabricante, calculan las transformadas de mapas de bits en una, dos y
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tres dimensiones. En su implementación se ha considerado como parámetro la

resolución N de la discretización. La importancia de este parámetro es doble, ya

que, por una parte, define la exactitud de los resultados obtenidos y, por otra,

marca el tiempo de cálculo y el consumo de memoria, como se ha mostrado en

las secciones anteriores.

La reducción del tiempo de cálculo viene proporcionada por las posibilidades

de paralelización del código, en cuanto a utilizar librerías paralelas en la realiza-

ción de las transformadas de Fourier y en cuanto al carácter paralelizable de los

algoritmos propuestos. Un aspecto que ha sido necesario resolver es el elevado

consumo de memoria, que puede limitar la resolución utilizada. Una forma de

evitar esta limitación es la utilización de matrices sparse. Su uso en este caso

está plenamente justificado dado que en las situaciones reales los mapas de bits

se encuentran vacíos en su mayor parte.

Se han examinado una serie de situaciones, cada una de ellas con objeto de

mostrar algún aspecto relevante sobre la aplicación de los algoritmos. Por otra

parte se han utilizado dos niveles de discretización N = 64 y N = 128, donde

el primero se ha utilizado únicamente al robot tipo PUMA, pues en el resto de

los casos los tiempos de cálculo han sido despreciables. Los tipos de robot, cuya

aplicación se va a mostrar en este apartado son:
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Figura 7.1: Espacio de trabajo y de las configuraciones para un robot móvil

circular
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Robot Móvil Circular. Se presentan sus resultados por dos razones bási-

cas. En primer lugar se trata de un robot en el que la idea sobre la que se

sustenta este trabajo aparece de forma más intuitiva. Sirve para mostrar

por otra parte el escaso tiempo de computación necesario para el cómputo

de la representación de los obstáculos en el espacio de las configuraciones.

Se ha considerado un espacio de trabajo de 1m×1m y un robot con forma

circular de 10cm de radio. En el espacio de trabajo se han considerado

dos obstáculos de formas rectangular y circular (figura ??). El espacio de

las configuraciones obtenido se muestra en la figura ??. Como se puede

observar los C-obstáculos se corresponde con un crecimiento de los obs-

táculos con el radio del robot en todas las direcciones. Este crecimientto

está producido por la convolución de las dos funciones.
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Figura 7.2: Espacio de las configuraciones para un robot móvil rectangular

Plataforma rectangular. Las dimensiones elegidas para el robot rectangu-

lar son 5cm × 10cm. Se han considerado los mismos obtáculos que en el

caso previo. El espacio de las configuraciones que se obtiene aparece re-
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presentado en la figura ??. El resultado es semejante a otros que aparecen

en la bibliografia, como es el que se ha descrito en la figura ?? de la página

??

Figura 7.3: Espacio de trabajo y de las configuraciones para un robot planar

Robot planar. Como se ha comentado en los capítulos anteriores, la idea

de la convolución de dos mapas de bits donde se representa al robot y a

los obstáculos, respectivamente, sólo era aplicada en la bibliografía para

robots móviles. Para este tipo de robots la idea resulta bastante intuiti-

va. Sin embargo, para articulados no existen trabajos en esta línea. En

secciones previas se han descrito los algoritmos que permiten computar el

conjunto de configuraciones que producen colisión del robot con los obs-

táculos del espacio de trabajo. Para este caso concreto, se ha elegido un

robot que consta de dos elementos formados por segmentos de línea con

longitudes de 60cm y 50cm, respectivamente. Se han considerado cinco

obstáculos puntuales distribuidos de forma aleatoria por el espacio de tra-

bajo. Para cada uno de ellos se obtiene la típica curva con forma de S

invertida (figura ??). Las dos configuraciones posibles codo arriba y codo

abajo se distinguen por el ángulo θ2. Con esto se demuestra, por tanto, la

validez del formalismo para cualquier tipo de robot y, en concreto, para el

robot planar.
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Figura 7.4: Obstáculo 1 con forma de sector circular

Robot PUMA. Este tipo de robot constituye un elemento de prueba válido

y de gran interés para mostrar el carácter general del formalismo propues-

to. El robot considerado está formado por tres elementos cuyas longitudes

son 70cm, 60cm y 55cm, respectivamente. Se han elegido dos espacios de

trabajo diferentes en su estudio. En primer lugar (Obstáculo 1 figura ??),

se ha considerado un sector circular situado a 90cm del hombro. El origen

de coordenadas se ha considerado en la articulacion del hombro. Se ha

definido de una anchura (ángulo de azimut) pequeña para poder obtener

curvas semejantes a las que se obtienen en el robot planar para un deter-

minado valor de la cintura. A continuación se ha diseñado un obstáculo

(Obstáculo 2 ) en forma de barrera paralela al eje X situada a 90cm con

dimensiones 60cm × 10cm × 50cm. Este obstáculo tiene un carácter más

realista y aparece representado en la figura ??.

Resulta útil representar los valores de las coordenadas esféricas de los

puntos que constituyen el obstáculo con forma de barrera (figura ??). Su
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Figura 7.5: Obstáculo 2 con forma de barrera

interés se debe a que se utilizan esta coordenadas para realizar el producto

de convolución de las funciones que representan al robot y a los obstácu-

los. En la figura ?? se tiene la representación del C-obstáculo que genera

la porción de corona. En ella se pueden observar dos siluetas con forma

de S invertida con lo que queda mostrada las posibilidad de obtener las

cuatro configuraciones posibles del robot para que exista un contacto con

el obstáculo: codo arriba/abajo, configuración directa/inversa. Para cada

una de éstas últimas se asocia una de las dos curvas y la posición de codo

arriba/abajo se diferencia analizando el valor del ángulo θ3 de la tercera

articulación . En la figura ?? aparecen los dos conjuntos de configuraciones

que producen colisión con el robot para el Obstáculo 2. La obtención de

estas representaciones puede ser considerada como una de las principales

aportaciones de este trabajo de tesis doctoral.

En la tabla ?? se muestran los tiempos de cálculo obtenidos en la ejecución

de los programas para la plataforma seleccionada. Los tiempos son bastante
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Figura 7.6: Coordenadas de los puntos del Obstáculo 2 en esféricas

Cuadro 7.1: Tiempos de cálculo de los algoritmos

Robot Circular Robot Móvil Robot Planar Robot PUMA1

N=64 – – – 19.97 s/23.17 s

N=128 0.09 s 7.36 s 3.04 s 324.78 s/375.04s

reducidos aunque, como ya se ha mencionado, en este trabajo de investigación

no se ha hecho especial hincapié en su disminución. La diferencia de tiempos

para los dos obstáculos en el espacio de trabajo del PUMA puede ser debida

al coste computacional asociado a la creación de las matrices sparse y a la

naturaleza optimizada de la librería proporcionada por el fabricante que ha

sido utilizada. Como trabajo futuro queda la implementación de los algoritmos

propuestos sobre plataformas de cálculo de alto rendimiento.

1Tiempos de cálculo para Obstáculo 1/Obstáculo 2
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Figura 7.7: C-obstáculo para el Obstáculo 1
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Figura 7.8: C-obstáculo para el Obstáculo 2
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Capítulo 8

Cálculo de Mapa de

Potenciales

El método que se ha propuesto en los capítulos previos para la proyección

de los obstáculos al espacio de las configuraciones de un robot tiene como punto

clave la expresión CB

CB(q) =
∫

A(q, x)B(x)dx (8.1)

Se trata de una expresión integral, donde aparece el producto de una función

que define al robot A(q, x) y otra a los obstáculos B(x) en el espacio de trabajo.

En este capítulo se va a intentar encontrar una interpretación física para esta

expresión, utilizando como herramienta matemática la teoría de las funciones

de Green.

Estas funciones permiten la transformación de una ecuación diferencial en

una ecuación integral. Bajo este planteamiento matemático, se puede pensar

que CB(q) es la solución de una ecuación diferencial, siendo A(q, x) la función

de Green asociada al operador diferencial.

Como se mostrará, desde un punto de vista físico, se puede interpretar que

dicha ecuación diferencial relaciona una función de potencial artificial con la

fuente que genera ese potencial. Hay que tener en cuenta que la técnica de los

campos de potencial artificial ha sido ampliamente utilizada en Robótica.

En la siguiente sección de este capítulo se describirán dos tareas implicadas

149
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en la consecución de robots autónomos, la planificación de caminos y el control

reactivo, donde se ha aplicado el esquema de los campos de potencial artifi-

cial. A continuación, se revisarán los principales trabajos que han contribuido a

desarrollar el planteamiento de los campos de potencial tanto en planificación

local como global. Posteriormente, se presentan los conceptos fundamentales de

la teoría de las funciones de Green. Esta técnica matemática proporcionará la

base para obtener una interpretación de los C-obstáculos desde el punto de vista

de los campos de potencial artificial. Este será el objetivo de las restantes sec-

ciones del capítulo. Para comprobar la validez de esta interpretación, además, se

ha aplicado a un robot particular, considerando dos distribuciones de potencial

artificial.

8.1. Control Reactivo y Planificación de Caminos

Una de las características de un sistema robótico inteligente, como ya se ha

comentado, es la capacidad moverse a una posición deseada sin que se produzcan

choques con los objetos que se encuentran en su entorno de trabajo. En general,

existen dos planteamientos para abordar el problema, el control reactivo o pla-

nificación basada en sensores y la planificación de caminos o basada en modelos.

En [?] se puede encontrar un análisis detallado de ambos planteamientos.

El primero engloba a un conjunto de técnicas cuya finalidad es determinar

el movimiento deseado del robot en tiempo real examinando el modelo actual

del entorno. Según el modelo varía el robot reacciona. Normalmente, se utilizan

sensores para disponer del modelo actual. Además, el modelo tendría un carácter

local, ya que depende de la información actual de los sensores y no contiene el

estado global. Este planteamiento se aplica para evitar colisiones en tiempo real

en entornos inciertos y cambiantes.

La planificación de caminos, sin embargo, trata de resolver el siguiente pro-

blema: dado un modelo perfecto del robot en un entorno estático y dos confi-

guraciones, una inicial y otra objetivo, encontrar un camino libre de colisiones

entre ambas configuraciones. Esta secuencia de movimientos se determina an-

tes de que el robot comience a moverse. Cualquier robot que puede ejecutar

de forma autónoma tareas de movimiento tendrá que resolver en algún grado
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este problema. Sin embargo, el coste computacional asociado con este método es

elevado. Por eso, ha habido un gran interés en desarrollar planificadores rápidos

donde la idea del espacio de las configuraciones ha jugado un papel decisivo.

Estos dos planteamientos no tienen que ser excluyentes a la hora de abordar

la construcción de un sistema robótico inteligente. Resultaría ideal poder combi-

nar el control reactivo y la planificación de caminos, aprovechando las ventajas

que ambos presentan. Por un lado, la planificación de caminos proporciona la

capacidad de mover al robot para lograr objetivos complejos. Si en su entorno

hay muchos obstáculos, cada paso de la secuencia de movimientos deberá de rea-

lizarse correctamente. Por otro, el control reactivo proporciona un rendimiento

robusto para tratar con obstáculos no esperados e inciertos mientras se ejecuta el

movimiento planificado. Sin embargo, el problema de combinar ambos métodos

es que el camino planificado especifica exactamente por dónde debería moverse

el robot para alcanzar el objetivo, y un controlador reactivo necesitará mover al

robot fuera del camino original. No obstante, se han propuesto distintas técnicas

para combinar ambos planteamientos. Entre ellas, se encuentra los campos de

potencial artificial que se utiliza, además de para aunar las dos vertientes, en

cada una de ellas por separado.

8.2. Campos de Potencial Artificial

Una de las técnicas que se encuentra dentro de este esquema es la de los

campos de potencial artificial. La introducción de este concepto se debe a Khatib

[?] que, inicialmente, propuso su implementación para evitar los obstáculos en

tiempo real. La ideal fundamental de este planteamiento es considerar que el

robot se está moviendo dentro de un campo de fuerzas. Estas fuerzas están

formadas por dos componentes: una de atracción que empuja el robot hacia la

configuración final y otra repulsiva que lo aparta de los obstáculos dentro de su

espacio de trabajo. Si estas fuerzas se aplican a los actuadores del robot, éste se

mueve hacia la configuración destino sin chocar con los obstáculos. No se calcula

de forma específica ningun camino.

El método de los campos de potencial sirve también para mejorar el control

de bajo nivel. En vez de que el sistema de control únicamente siga una trayectoria
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dada, se tienen en cuenta los obstáculos y el robot responde de acuerdo con ello.

Como esta estrategia para evitar obstáculos es sencilla, se puede implementar

de forma eficiente e incorporarla directamente al lazo de tiempo real del sistema

de control.

En esta técnica, la fuerza a la que se encuentra sometido el robot se especifica

como

F (q) = −∇V (q)

donde V (q) es una función escalar no negativa definida sobre el espacio de las

configuraciones del robot. Se puede considerar que la función V especifica la

energia potencial del robot en una configuración y de aquí surge el nombre con

que se denomina a esta técnica.

Una ventaja que se obtiene al especificar la fuerza como el gradiente de un

potencial es que se puede predecir el comportamiento del sistema sin conocer

la secuencia exacta de configuraciones que seguirá el robot. En concreto, si el

espacio de las configuraciones está limitado y la función potencial es invariante

en el tiempo, se puede demostrar [?] que el robot se moverá hacia un mínimo

local del potencial.

Un requisito clave del análisis previo es que la función potencial sea inva-

riante en el tiempo. Sin embargo, en las aplicaciones típicas de este método, el

potencial es una función del entorno. De esta forma la invarianza en el tiempo se

corresponde con entornos estáticos. Pero incluso en el caso donde no se cumpla

esta condición, este planteamiento para definir fuerzas todavía intenta que el

robot se esté moviendo continuamente en una dirección adecuada.

Otra propiedad importante de las funciones de potencial es su carácter aditi-

vo. Se pueden considerar independientemente diferentes potenciales para dotar

al robot de distintas capacidades. Si se utiliza la suma de dichos potenciales pa-

ra controlar el robot, su comportamiento tratará de combinar las capacidades

deseadas. Por ejemplo, un potencial intentaría mover al robot hacia la confi-

guración destino, mientras que otro evitaría la colisión con los objetos. Si se

combinan estos potenciales se logra un comportamiento de búsqueda del objeti-

vo y evitar choques. Si posteriormente se desea evitar los límites internos de las

articulaciones, entonces se puede incluir esta capacidad diseñando un potencial

adecuado y sumarlo a la combinación previa.
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Sin embargo, si se suman potenciales cuyas finalidades puedan interferir

entre ellas, el robot podría quedar atrapado en un mínimo local. En este caso

podría haber configuraciones en que la suma de las fuerzas asociadas con los

potenciales sea nula y como consecuencia el robot no se mueva. Los mínimos

locales impiden que el método del campo de potenciales resuelva directamente

el problema del movimiento libre de colisiones de los robots.

Dado que este método permite guiar al robot hacia la configuración deseada

con un coste computacional mínimo asociado a la representación del espacio

libre, surgió un enorme interés en adaptarlo a la planificación de caminos. La

mayor dificultad que aparece es que según se sigue el sentido opuesto al gradiente

del potencial se llegue a un punto en el que se alcance un mínimo local del po-

tencial, distinto del punto objetivo, del que fuera difícil escapar. Este problema

se puede resolver si se utilizan funciones de potencial especiales, denominadas

funciones de navegación, que no presentan mínimos locales salvo el final. Se han

propuesto funciones de navegación analíticas [?], aunque para entornos muy

concretos. También se han desarrollado funciones de navegación numéricas [?]

definidas sobre una representación discreta del espacio de las configuraciones.

Trabajando sobre un espacio de las configuraciones discreto se ha propuesto en

[?] [?] utilizar movimientos aleatorios para escapar de los mínimos locales, que

se alcanzan siguiendo el gradiente negado del potencial. En otros trabajos se

propone utilizar de forma conjunta los campos de potencial con otras técnicas

de planificación, entre las que se encuentra el mapa de carreteras. En [?], por

medio de un mapa de carreteras, se calcula el campo de potencial sin mínimos

locales en el espacio de trabajo. A partir de él se obtiene el campo de potencial

en el espacio de las configuraciones, aunque ya no se garantiza que no existan

mínimos locales y, por tanto, se utilizan herramientas potentes para salir de

ellos. El planteamiento propuesto en [?] es más directo porque, a partir de los

C-obstáculos, se calcula el campo de potencial en el espacio de las configura-

ciones. De forma simultánea se obtiene el mapa de carreteras en el C-espacio,

que permite simplificar la búsqueda. En la etapa de planificación se utilizan

algoritmos de exploración de grafos para guiar la búsqueda. En la definición de

su heurística se incluye el potencial con el fin de evitar las zonas angostas. En

[?] se utilizan las funciones armónicas para garantizar que no existen mínimos
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locales y que el objetico es alcanzable.

8.3. Funciones de Green

El objetivo fundamental de esta capítulo es encontrar una nueva interpreta-

ción para la expresión ??. En ella aparece una integral extendida sobre el espacio

de trabajo W . Existe una relación estrecha entre los operadores diferenciales e

integrales, donde las condiciones límite juegan un papel fundamental. La cone-

xión entre ambos es esencialmente la teoría de las funciones de Green. En esta

sección no se pretende tratar de forma profunda este tema, aunque se intentará

mostrar las ideas principales. En [?] se encuentra un tratamiento matemático

riguroso y su utilización en diferentes campos de la Física.

8.3.1. Introducción

La ecuación diferencial más sencilla es

−dy

dx
= f(x) (8.2)

Si se elige como condición inicial y(a) = y0, su solución se puede escribir como

y(x) = y0 +
∫ x

a

f(x′)dx′ (8.3)

De esta forma se resuelve esta sencilla ecuación diferencial utilizando la inte-

gración. Se puede complicar el problema un poco más, suponiendo que x se

encuentra en el intervalo cerrado [a, b] (x ∈ [a, b]). Entonces la ecuación (??) se

puede escribir como

y(x) = y0 +
∫ b

a

ϑ(x − x′)f(x′)dx′ (8.4)

donde ϑ(x) es la función salto definida como

ϑ(x) =

⎧⎨
⎩

1 si x > 0

0 si x ≤ 0
(8.5)

Al introducir la función salto en el integrando de la ecuación se corta la integra-

ción sobre x′ en x = x′. Así la ecuación (??) es equivalente a la ecuación (??).

Cabe resaltar que y(x) se puede poner como

y(x) = y0 + Kf(x) (8.6)
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donde K es un operador integral definido como

Kf(x) ≡
∫ b

a

ϑ(x − x′)f(x′)dx′ (8.7)

Aquí ϑ(x − x′) es el kernel del operador integral K, y cuando el kernel provie-

ne de la solución de una ecuación con un operador diferencial se le denomina

normalmente como la función de Green de ese operador diferencial para las

condiciones límite apropiadas. Así

G1(x, x′) = ϑ(x − x′) (8.8)

es la función de Green perteneciente a d/dx para un sistema sujeto a la condición

límite y(a) = y0.

El método anterior puede resultar un poco rebuscado para resolver una ecua-

ción diferencial tan simple. Con objeto de mostrar la simplificación que supone

el utilizar las funciones de Green, se van a aplicar para resolver una ecuación

diferencial que no es integrable de forma inmediata. Sea la ecuación

−dy

dx
= f(x, y) (8.9)

Entonces su solución sería

y(x) = α +
∫ 1

0

G(x, x′)f [x′, y(x′)]dx′ (8.10)

Como la función y(x) aparece ahora bajo el signo integral, entonces se ha trans-

formado la ecuación diferencial en una ecuación integral. Las funciones de Green

permiten la transformación de una ecuación diferencial en una ecuación integral.

Con ello es posible realizar simplificaciones matemáticas significativas para un

problema determinado.

8.3.2. Las Funciones de Green y las Funciones Delta

A continuación se va a mostrar una forma interesante de ver la función de

Green, que está relacionada con la función delta de Dirac δ(x − x′). Sea la

ecuación

Ly = f (8.11)

donde L es un operador diferencial lineal y f es una función dada. En términos

de la función de Green, su solución sería

y(x) =
∫

G(x, x′)f(x′)dx′ (8.12)



156 Capítulo 8. Cálculo de Mapa de Potenciales

donde G(x, x′) es la función de Green asociada con el operador diferencial L. Si

se aplica L sobre G(x, x′) se obtiene que

LG(x, x′) = δ(x − x′) (8.13)

También se puede poner como

LK = I (8.14)

donde I cumple la propiedad de la δ∫
I(x, x′)f(x′)dx = f(x) (8.15)

y K es el operador integral definido por

Kf =
∫

G(x, x′)f(x′)dx′ (8.16)

A partir de la ecuación (??), se puede observar que encontrar la función de Green

de un operador L es equivalente a invertir L. De esta forma las ecuaciones del

tipo Ly = f se pueden resolver como

y = L−1f = Kf =
∫

G(x, x′)f(x′)dx′ (8.17)

Este análisis se puede comprobar con la función de Green más sencilla

G1(x, x′) asociada al operador d/dx. Si se aplica el operador a la función

− d

dx
G1(x, x′) = δ(x − x′) (8.18)

Utilizando la ecuación (??) se obtiene

d

dx
θ(x − x′) = δ(x − x′) (8.19)

En general, las funciones de Green satisfacen

LG(x, x′) = δ(x − x′) (8.20)

A la vista de esta característica de las funciones de Green, si se puede obtener

una función G que satisfaga

LG(x, x′) = δ(x − x′) (8.21)

entonces, si también se tienen las soluciones ε de la ecuación homogénea Lφ = 0,

la solución general de

Lφ = F (x) (8.22)
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se puede escribir como

φ(x) = ε(x) +
∫

G(x, x′)F (x′)dx′ (8.23)

Una aplicación interesante de las funciones de Green se presenta en la teoría

electromagnética. La ecuación de Poisson permite calcular el potencial electro-

magnético espacial φ(r) generado por una distribución de carga ρ(r):

∇2φ(r) = −4πρ(r) (8.24)

Utilizando el método de la transformada de Fourier se resuelve la ecuación

∇2G(r, r′) = δ(r − r′) (8.25)

y se llega a que la función de Green correspondiente es

G(r, r′) = − 1
4π

1
| r − r′ | (8.26)

En este caso la función de Green representa el potencial generado por una carga

puntual situada en r′. Con lo expuesto anteriormente (expresión ??) se tiene

φ(r) =
∫

ρ(r′)
| r − r′ |d

3r′ (8.27)

Haciendo un desarrollo en serie y considerando | r | suficientemente grande se

llega a la conocida expresión

φ(r) → Q
r

donde

Q =
∫

ρ(r′)d3r′

8.4. Interpretación de los C-obstáculos con las

Funciones de Green

La teoría de las funciones de Green se puede aplicar para interpretar, desde

un punto de vista diferente, la expresión propuesta en esta tesis para calcular

la proyección de los obstáculos en el espacio de las configuraciones.

CB(q) =
∫

A(q, x)B(x)dx (8.28)
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Comparando esta expresión con ??, que es la solución de la ecuación diferencial

??, debería existir un operador diferencial L tal que

L[CB(q)] = B(x) (8.29)

y cuya función de Green G asociada fuera A(q, x), que debe cumplir

L[A(q, x)] = δ(q, x) (8.30)

No se trata de encontrar el operador diferencial L que satisfaga ??, ya que éste

dependerá de cuál sea la función A(q, x) que, como cabe recordar, definía al robot

en una determinada configuración y situado en un determinado punto de su

espacio de trabajo. Se trata de relacionar la expresión integral con una ecuación

diferencial para poder buscarle una interpretación desde un punto de vista físico.

Como es bien conocido, las ecuaciones diferenciales se utilizan ampliamente

en los diferentes campos de la Física para modelar el comportamiento de los

sistemas.

8.5. Interpretación de los C-obstáculos con los

Campos de Potencial Artificial

Una vez que se ha establecido la base matemática, se está ya en condiciones

de buscarle una analogía con alguna de las magnitudes físicas.

Tomando como punto de partida la ecuación diferencial ??, se podría pensar

en la semejanza que existe con la ecuación de Poisson (∇2φ(r) = −4πρ(r)),

donde se define la distribución de potencial eléctrico φ originada por una distri-

bución de carga eléctrica ρ.

De forma general se puede interpretar que CB se corresponde con una dis-

tribución de potencial artificial y que el obstáculo B(x) es la causa que origina

esa distribución. Asimismo, con la expresión ??, el robot A(q, x) sería el po-

tencial artificial asociado a una fuente de potencial puntual, que en este caso

correspondería con un obstáculo puntual.

En cada ecuación diferencial aparece un operador diferencial L concreto,

asociado con una función de Green, que establece la forma de la solución de la

ecuación diferencial. Así, en la ecuación de Poisson el operador diferencial L es
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∇, siendo su función de Green

G(r, r′) = − 1
4π

1
| r − r′ |

que conduce a que la solución de la ecuación sea

φ(r) =
∫

ρ(r′)
| r − r′ |d

3r′

No obstante, en algunas ocasiones resulta más interesante establecer la función

de Green asociada al operador diferencial L que fijar dicho operador. Ambos

planteamientos conducirían a la misma solución. Por tanto, definiendo la forma

de dicha función de Green A(q, x) se obtendría la distribución de potencial, aso-

ciada a los obstáculos, con el comportamiento deseado. Esta manera de proceder

es la que se ha elegido en las siguientes secciones.

8.6. Aplicación a un Robot Rígido Móvil

Para comprobar la validez de la interpretación planteada se va a aplicar a

un robot particular. En concreto, se va a considerar que el robot es un objeto

rígido con forma circular que se mueve libremente en R2. Así, se tiene que

q = (xr, yr) y A(q, x) = A(xr , yr, x, y). Con ello, la expresión para el cálculo de

los C-obstáculos venía dada por

CB(xr , yr) =
∫

A(xr , yr, x, y)B(x, y)dxdy (8.31)

Con la teoría de las funciones de Green como base, debe existir un operador

diferencial L tal que

L[CB(xr, yr, x, y)] = B(x, y)

siendo A(xr, yr, x, y) su función de Green asociada, que debe cumplir que

L[A(xr, yr, x, y)] = δ(xr − x, yr − y)

De esta manera, CB(xr , yr, x, y) es el potencial artificial generado por una dis-

tribución de fuentes B(x, y), que se corresponden con los obstáculos. La forma

concreta de la distribución del potencial artificial depende de la elección de

A(xr , yr, x, y), que sería el potencial debido a una fuente puntual situada en

(xr , yr). A continuación, se van a proponer dos definiciones para la función de

Green A(q, x).
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En primer lugar se considerará un potencial barrera, de forma que A(q, x)

vendría definida por

A(xr , yr, x, y) =

⎧⎨
⎩

V si (x, y) ∈ A(xr,yr)

0 si (x, y) �∈ A(xr,yr)

(8.32)

donde A(xr,yr) es el subconjunto de puntos del espacio de trabajo que repre-

senta al robot en la configuración (xr , yr), y V es una constante. Si V = 1 la

situación planteada coincide con la proyección de los obstáculos en el espacio de

las configuraciones de un robot circular. Esto se puede comprobar en la figura

?? que ya ha sido analizada en el capítulo anterior.

Observando esta figura se puede interpretar que la proyección de los obstácu-

los en el C-espacio puede ser vista como una distribución de potencial artificial

con la hipótesis de que un obstáculo puntual genera un potencial de barrera.

Concretamente, los efectos de este potencial aparecen en los límites de la región

de los C-obstáculos y son nulos en el resto. La utilidad de este potencial sería

para la detección de colisiones.

Otra de las posibles definiciones del potencial es aquella que, de forma similar

con el electrostático, decrece a medida que se aleja del límite de los obstáculos.

Así, la función que genera el potencial vendría dada por

A(xr , yr, x, y) =

⎧⎨
⎩

∞ si (x, y) ∈ A(xr,yr)

V/r si (x, y) �∈ A(xr,yr)

(8.33)

donde V es una constante y r es la distancia mínima del punto al robot. Si en el

algoritmo propuesto para el cálculo de los C-obstáculos de un robot circular se

utiliza una matriz bidimensional que siga esta distribución en lugar de utilizar

la típica matriz binaria para definir el robot, se obtendría el campo de potencial

artificial generado por los obstáculos para esa distribución concreta.

Así, para un robot circular con un radio de 10cm cuyo espacio de trabajo

de 1m × 1m se encuentra ocupado por dos obstáculos, uno rectangular y otro

circular, se puede definir su función de Green A(xr , yr) (??). En la figura ??

se pueden observar el espacio de trabajo y la función de Green considerada. Se

puede interpretar como ésta última se puede asociar al potencial que se generaría

considerando un obstáculo puntual en el origen.

Procediendo a la aplicación del algoritmo se obtiene directamente la super-

ficie de potencial generada por los obstáculos de este espacio de trabajo. El
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resultado aparece en la figura ??. En ella, se puede observar como los obstá-

culos generan un potencial repulsivo que decrece con la distancia, a semejanza

con lo que ocurre con el potencial eléctrico. Esta figura muestra la validez de la

interpretación física propuesta así como su utilidad para los procedimientos de

planificación que utilizan campos de potencial artificial.

Los resultados que se obtienen coinciden con los que aparecen en los distintos

trabajos de investigación que se ocupan de este tema. La gran ventaja que ofrece

este nuevo planteamiento es que, utilizando la misma expresión que en el cálculo

de los C-obstáculos, directamente se puede obtener el potencial en el espacio de

las configuraciones sin necesidad de etapas intermedias, como se realiza en otros

trabajos. Esto supone una reducción del tiempo de cálculo asociado con los

algoritmos y es uno de los principales resultados de este trabajo de tesis.



Capítulo 9

Conclusiones y Trabajos

Futuros

Las principales aportaciones y conclusiones de este trabajo de tesis son las

siguientes:

Se ha propuesto un nuevo formalismo matemático para el cálculo de los

obstáculos en el espacio de las configuraciones de un robot. La expresión

central de este formalismo permite calcular los C-obstáculos como la inte-

gral extendida sobre el espacio de trabajo del producto de dos funciones;

una que describe al robot y la otra a los obstáculos.

Se ha demostrado que la definición de C-obstáculo propuesta en este fo-

malismo es equivalente a otras expresiones de la bibliografía. Esta nueva

definición de C-obstáculo presenta la ventaja de tratar con objetos gene-

rales y reales, sin necesidad de realizar ninguna aproximación.

Basado en el formalismo matemático se ha presentado un método de tra-

bajo que tiene un carácter general y que es aplicable a cualquier estructura

robótica. Con la elección adecuada de los sistema de referencia y las coor-

denadas de trabajo, directamente relacionados ambos con la estructura

mecánica del robot, el método deriva en que el C-espacio es la convolución

de la función que representa al robot y la que representa a los obstáculos

espacio de trabajo

163
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El método se ha validado sobre un conjunto de problemas variado, cubrien-

do los campos de la Robótica móvil y los manipuladores. Así, en primer

lugar, se ha aplicado a un objeto rígido bidimensional que se mueve sobre

un plano, llegando a las mismas expresiones que las que aparecen en la

bibliografía. En segundo lugar, se ha extendido a un robot móvil tridimen-

sional que se desplaza sobre un plano, obteniéndose los mismos resultados

que aparecen en otros trabajos de investigación.

Posteriomente, se han considerado robots articulados en espacios de traba-

jo bidimensionales y tridimensionales. Se ha obtenido una representación

explícita de los C-obstáculos para los manipuladores más ampliamente uti-

lizados en la industria, como son el PUMA, el SCARA y el Stanford. Esta

ha sido una de las mayores aportaciones de este trabajo de tesis, ya que

existen pocos trabajos que calculen los C-obstáculos para manipuladores

industriales.

Se ha puesto de manifiesto que la complejidad computacional del método

en todos los casos es independiente de la forma de los objetos que constitu-

yen el robot o de los que están presentes en su entorno de trabajo. Con ello

se ha logrado, por un lado, que la complejidad computacional no dependa

del número de vértices de los objetos ni de si son cóncavos o convexos,

como sucede en la mayoría de los trabajos existentes. Por otro lado, se ha

conseguido obtener una representación exacta de los C-obstáculos, ya que

no ha sido necesario realizar ninguna aproximación en cuanto a la forma

de los objetos.

La propuesta teórica se ha completado con la consideración de aspectos

prácticos de implementación para reducir la complejidad computacional.

Así, se ha utilizado como herramienta matemática la transformada de

Fourier en lugar de la convolución y, como solución algorítmica la Trans-

formada Rápida de Fourier.

Se han propuesto y se han implementado los algoritmos para la obten-

ción de los C-obstáculos tanto de robots móviles como de manipuladores

articulados. Los algoritmos propuestos trabajan con mapas de bits que re-

presentan al robot y a los obstáculos en su espacio de trabajo, y obtienen
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un mapa de bits que representa al espacio de las configuraciones. El tiem-

po de ejecución de estos algoritmos depende, en cada caso, únicamente

de la resolución con la que se trabaje y es independiente del número de

obstáculos y de su forma geométrica.

Debido al carácter paralelizable de los algoritmos que calculan la trans-

formada rápida de Fourier y a la fácil paralelización de los algoritmos

propuestos se reduce de forma drástica el tiempo de cálculo, pudiendo

aplicarse a entornos de trabajo que varían dinámicamente.

Se ha proporcionado una interpretación física del formalismo, utilizando

como herramienta matemática la teoría de las funciones de Green. Así, se

ha demostrado que la expresión central del formalismo permite obtener el

potencial generado por diversas fuentes, que son los obstáculos. Además,

la función que describe al robot se ha identificado con el potencial creado

por una fuente puntual situada en el origen.

Se ha comprobado la validez de esta interpretación considerando un ro-

bot circular. Con los algoritmos desarrollados se han obtenido superficies

de potencial con el comportamiento deseado. Como gran ventaja de esta

forma de trabajo se ha destacado que no existe un gasto computacional

asociado a la obtención de los campos de potencial artificial en el espacio

de las configuraciones. Este aspecto supone otra de las principales apor-

taciones de este trabajo de tesis.

A partir de las conclusiones se pueden destacar algunos puntos en los que es

posible extender el trabajo presentado:

Implementar los algoritmos sobre dispositivos de cálculo especializados de

alto rendimiento.

Integrar la metodología en los procedimientos de planificación y control

de trayectorias.

Estudiar la nueva técnica para la obtención de potenciales artificiales para

diferentes estructuras robóticas como los manipuladores industriales.

Proponer y analizar nuevas funciones de potencial.
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