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Capitulo 1

Introducciéon

La tendencia actual de la Robotica es dotar a los robots de un alto gra-
do de autonomia. Asi, el usuario le describird qué tarea debe realizar en lugar
de como llevarla a cabo. Los robots auténomos son especialmente interesantes
para diversas aplicaciones como agricultura, construccion, ayuda a discapacita-
dos, fabricacion, exploracion espacial y submarina, etc. En estas aplicaciones no
existe un conocimiento detallado del entorno, las tareas son poco repetitivas e
incluso se realizan en entornos peligrosos o en los que no es posible el acceso
a personas (ambientes contaminados). Estas caracteristicas obligan a utilizar
robots controlados de forma remota o robots que cuenten con un mayor grado

de inteligencia.

En los sectores donde el robot se ha adaptado de forma 6ptima, como la
industria del automévil o la de fabricacion, éste realiza tareas repetitivas (sol-
dadura, paletizacion, montaje) ejecutando secuencias de movimientos que pre-
viamente le ha programado un operador. Estas operaciones las realiza en un
entorno de trabajo estructurado ( [?]). Incluso para su implantacion en estos
procesos se esta tratando de dotarle de la capacidad de generar de forma inte-

ligente y automaética estas secuencias de movimientos.

La evoluciéon hacia robots auténomos supone dejar a un lado el clésico mé-
todo de aprendizaje y repeticion de secuencias de movimiento e implantar otro,
donde los robots seréan capaces de aceptar descripciones de alto nivel sobre las

tareas que deben realizar y ejecutarlas sin la intervencién de operadores. En este
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progreso estan implicadas diferentes disciplinas como la Inteligencia Artificial,
las Ciencias de la Computacion, el Control Automatico, la Tecnologia de los
Computadores y la Ingenieria Mecéanica. Sin embargo, estas disciplinas no estéan
lo suficientemente desarrolladas como para resolver las situaciones planteadas
por los robots auténomos. En muchas ocasiones se utilizan robots que cuentan
con un mando remoto (robots teleoperados), aunque los principales centros de
investigacion en Robdtica han orientado desde hace tiempo sus esfuerzos hacia

los sistemas roboéticos auténomos.

1.1. Estructura de Tareas en Roboética

A un ser humano, aparentemente, la capacidad de planificar sus propias
acciones no le plantea una gran dificultad puesto que, en buena parte, la inte-
raccién con su entorno se realiza de forma inconsciente. Esta inconsciencia se
torna en desconocimiento a la hora de intentar duplicarla en un programa de
ordenador que se encargue de controlar un robot. Para llevar a cabo la emula-
cion de actividades ( [?]) realizadas por el ser humano se necesita desarrollar
tecnologias como el razonamiento automatizado, la percepcion y el control. Para
dar una idea de la enorme complejidad del tema, en los siguientes apartados se
van a comentar las disciplinas y las tareas implicadas mas directamente en el
desarrollo de robots auténomos, tomando como base el diagrama que aparece
en la figura 1.3.

Como el robot realiza una tarea ejecutando secuencias de movimientos en un
espacio de trabajo ocupado por objetos, es necesario, por un lado, estudiar su
cinematica y por otro, disponer de una descripcion del entorno, lo que constituye

el objetivo de los dos apartados siguientes.

1.1.1. Cinematica

La cinematica se interesa por la descripcion analitica del movimiento espa-
cial del robot, con respecto a un sistema de referencia, como una funcion del
tiempo. En cualquier instante de tiempo es necesario determinar el conjunto de
parametros (configuracion) que definen la posicion y orientacion de todos los

puntos del robot con respecto de un sistema de referencia fijo.
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La determinacién de este conjunto de parametros esta ligado intimamente
con la geometria del robot, ( [?]) pudiéndose diferenciar entre robots formados
por un tdnico elemento rigido y los que cuentan con una serie de elementos,
rigidos o no, unidos por articulaciones. Asimismo, existen robots que se pueden
mover libremente dentro de un espacio de trabajo mientras que otros tienen un

punto fijo.

Dependiendo de su geometria el robot podra adoptar una serie de configu-
raciones, denominandose espacio de las configuraciones del robot (C-espacio)
al conjunto de todas sus posibles configuraciones. Este concepto que es esen-
cialmente una herramienta de representacion, fue introducido en Robética por
Lozano-Pérez, y ocupard un papel fundamental en este trabajo de investiga-
cion. Cada punto del C-espacio es una tupla de una cierta dimensién, donde
se especifican los valores para los parametros que corresponden con los grados
de libertad del robot. La posicién y la orientaciéon del robot en su espacio de
trabajo queda completamente determinada si se especifican los valores para los

grados de libertad del robot.

Por ejemplo, supéngase que el robot es un disco que puede moverse y girar
libremente en el plano con unas determinadas dimensiones [0,a] x [0,8], tal y
como aparece en la figura 1.1. Para describir una configuraciéon arbitraria del
robot en un determinado punto del plano hay que especificar las coordenadas
de ese punto, con respecto a un sistema de referencia fijo. Por tanto, una con-
figuracion vendria dada por la tupla de dimension dos (x,y). Su espacio de las
configuraciones estaria formado por todos los pares de coordenadas (z,y), don-
de x e y son numeros reales que pueden tomar valores en un intervalo cuyas

dimensiones dependen de las del espacio de trabajo.

En la figura 1.1 aparece un robot articulado en el plano, cuya cadena ci-
nemética esté formado dos elementos conectados mediante una articulacion de
revolucion. Ademas, el primer elemento puede girar respecto a un eje perpendi-
cular al plano. Una configuraciéon arbitraria del robot viene especificada dando
el valor del angulo que forma el primer elemento con el eje x y el valor del angulo
que forma el segundo elemento respecto del primero. Por tanto, una configura-
cion viene dada por la tupla de bidimensional (61, 62). En este caso el espacio de

las configuraciones estéa formado por todas las tuplas (61, 62) con 61,62 € [0, 27).
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Figura 1.1: Robot moévil y robot articulado en el plano

1.1.2. Percepcién

Los manipuladores més implantados en la industria desarrollan su trabajo
en un entorno perfectamente estructurado, donde se conocen de antemano las
posiciones donde se encuentran los objetos que tienen que manejar o que forman
parte del mobiliario industrial. Sin embargo, los robots auténomos necesitan dis-
poner de informacién del entorno con el cual deben interaccionar. Por ejemplo,
si se trata de un robot moévil encargado de transportar objetos por un pasillo
es necesario que disponga de la situacion de los elementos de su entorno, que

logicamente se modifica.

En este sentido, la capacidad sensorial del robot se encarga de realizar las
labores de percepcion de informaciéon y juega un papel fundamental en el de-
sarrollo de los sistemas robéticos inteligentes. En principio, hay una variedad
de sensores que son utilizados en Robotica ( [?]). pero los de visién ocupan un
papel fundamental. A partir de la informacion recogida por ellos se puede llegar
a disponer de una descripcion del entorno, en concreto de todos los puntos del
espacio de trabajo que estan ocupados por los objetos. En este trabajo de inves-
tigacion se supondra que se dispone ya de una informacién exacta y completa

de su entorno.

Realizar en el espacio de las configuraciones algunas de las tareas implicadas
en el desarrollo de robots auténomos presenta grandes ventajas, como se ana-
lizara en apartados sucesivos. Para beneficiarse de estas ventajas es necesario
representar a los obstaculos en el espacio de las configuraciones. La descripcion
geométrica del robot junto con la descripcion de su entorno permitiran conocer

el conjunto de configuraciones del robot que producen colisiéon con los obstaculos
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(figura 1.3).

En este espacio también deben estar representadas las restricciones que el
propio robot presenta sobre su movimiento. Entre éstas destacan las debidas a
las colisiones con los distintos elementos que componen la cadena cinematica
del robot, como ocurre en los articulados. Otro conjunto de restricciones son
las que impone el propio disenio de la cadena cinematica, por ejemplo los topes
mecanicos en las articulaciones.

Con estas consideraciones, los puntos del espacio de las configuraciones se
pueden clasificar en dos grupos: prohibidos y permitidos. El primero esta cons-
tituido por las configuraciones donde el robot puede chocar con los obstéaculos,
chocar con alguno de sus elementos y sobrepasar alguna restriccion mecanica. El
segundo grupo de puntos lo componen aquellas configuraciones que son seguras
para el robot y libres de algtn tipo de colision. El conjunto de configuracio-
nes prohibidas se denomina obstdculo en el espacio de las configuraciones o
C-obstdculo. La determinaciéon de forma explicita de este conjunto de configu-
raciones prohibidas constituye el objetivo en el cual se ha centrado este trabajo

de investigacion.

1.1.3. Planificacién de tareas

Como se puede observar en la figura 1.3, la planificacién de tareas se en-
cuentra en el nivel superior de esta jerarquia de disciplinas implicadas en la
creacion de robots auténomos. Un planificador de tareas se puede ver como un
bloque logico con una entrada y una salida. La entrada seria una descripcion de
la tarea que el usuario desea que ejecute el robot y la salida seria el conjunto de
operaciones necesarias para su realizacion ( [?]).

Por ejemplo, supéngase que el robot es un manipulador que se encuentra
en una planta de fabricaciéon de boligrafos, mas concretamente en la linea de
montaje. La entrada al planificador seria montar un boligrafo. El planificador

dividiria la tarea en las cuatro operaciones siguientes:
1. coger la carcasa y colocarla en un soporte,
2. coger la vaina con la recarga de tinta e introducirla dentro de la carcasa,

3. coger el capuchén y situarlo en un extremo,
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4. transportar el boligrafo a la linea de embalado.

A pesar de la sencillez del ejemplo, en general, la etapa de planificacion de
tareas puede ser sumamente compleja, porque la tarea en si misma lo sea o
porque se deseen introducir mejoras adicionales, como pueden ser la tolerancia
a fallos, la optimizacién del tiempo de ejecucion, la integracion con el resto de

los componentes de linea de fabricacion, etc.

1.1.4. Planificacion de movimientos

Se ha mostrado como el planificador de tareas ha desglosado una tarea com-
pleja en un conjunto de operaciones mas sencillas, donde cada una de éstas
consiste en coger una pieza en un determinado punto del espacio y colocarla en
otro. Las posiciones iniciales y finales de cada subtarea constituyen las entra-
das al planificador de movimientos (figura 1.3). Este se encarga de encontrar
un camino que conecte el punto origen y el punto destino sin que se produzcan
colisiones con los obstéculos que ocupan parcialmente su entorno de trabajo, o
devolver un fallo si este camino no existe.

Por ejemplo, para la tercera operacion del montaje de un boligrafo, las en-
tradas al planificador de movimientos serian la posiciéon A donde se encuentra el
capuchon y la posicion B del extremo del boligrafo. Su salida seria la secuencia
de movimientos que le permiten desplazarse desde A a B, sin que choque con
los objetos que se encuentran en su entorno de trabajo o viole alguna de las
restricciones que el robot mismo impone sobre su movimiento.

Un punto de vista incorrecto y muy extendido es el que considera que la
planificacion de movimientos consiste esencialmente en detectar colisiones. Ade-
més, se ocupa de calcular caminos libres de colisiones entre obstaculos moéviles,
de coordinar el movimiento de varios robots, de planificar movimientos para
empujar y deslizar objetos con el fin de lograr relaciones exactas entre estos, de

planificar la manera de coger los objetos de forma estable, etc.

1.1.5. Control de movimientos

El resultado obtenido por el planificador de movimientos es un camino que

especifica la secuencia continua de configuraciones que el robot debe recorrer
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para alcanzar la configuracion final. La tarea fundamental del controlador en
tiempo real es lograr que el robot realice esta secuencia de movimientos, es
decir, siga el camino generado, actuando sobre él. En concreto, dado un camino,
el controlador tiene que encontrar la funcién temporal que define los pares a

aplicar a los actuadores del robot en cada instante de tiempo y aplicarlos ( [?]).

Normalmente esta etapa se puede dividir en dos pasos (figura 1.3). El prime-
ro, denominado generaciéon de trayectorias, consiste en definir el perfil de velo-
cidad a lo largo del camino. Este paso se puede realizar antes de la ejecucion del
movimiento. El segundo, denominado seguimiento de la trayectoria, consiste en
calcular los pares que se deben aplicar a los actuadores en cada momento para
realizar el movimiento deseado. En este paso se utiliza, directa o indirectamen-
te, la dinamica del robot para calcular el par que tiene que ser aplicado a cada
actuador. Si la dindmica utilizada por el controlador fuera un modelo perfecto,
no seria necesario disponer de un sistema realimentado. Sin embargo, debido a
las diferentes perturbaciones y a la inestabilidad, es necesario disponer de sen-
sores para determinar la desviacion entre el estado deseado y el estado actual
del robot. Mientras se esta ejecutando el movimiento, el controlador calcula los

pares que tienden a eliminar esta desviacion.

La figura 1.2 muestra la relaciéon entre el planificador de movimientos, el
generador de trayectorias, el controlador y el robot. El camino 7 proporcionado
por el planificador de movimientos es la entrada al generador de trayectorias,
que determina la dependencia temporal de los pardmetros que definen una con-
figuracion. La salida del generador de trayectorias, que son las configuraciones
deseadas ¢4 como una funcion del tiempo, se introduce en el controlador. Este
calcula los pares P que han de ser aplicados a cada actuador, a partir de la
diferencia entre la configuraciéon actual ¢s, medida por los sensores, y la confi-

guracion deseada qg.

La arquitectura presentada en la figura 1.2 es clasica, ya que separa la etapa
de planificaciéon de movimientos de la etapa de control. Su ventaja al dividir el
problema es decidir un movimiento en varias etapas claramente definidas. Pero
esto podria llevar a movimientos poco eficientes. Por ejemplo, si el controlador
intenta minimizar el tiempo de ejecucion, la geometria de los caminos previa-

mente calculada puede que no permita al controlador aprovechar completamente



8 Capitulo 1. Introduccién

Planificador
de movimientos

Generador
de trayectoria

q,1)

Controlador P Actuadores

Seguimiento trayectoria del robot g
s

Figura 1.2: Controlador de movimientos

la capacidad de los actuadores. Probablemente, un mejor planteamiento es te-
ner en cuenta, durante la planificacién de movimientos, la dindmica del robot
junto con los limites de saturacion de los actuadores y, asi, generar caminos que
permitan ejecutar movimientos cuasi-Optimos en el tiempo. Se han propuesto
varias técnicas para implementar este planteamiento [?], [?], [?], [?]. Estas
técnicas podrian llegar a ser particularmente importantes cuando el robot tra-
baje en un entorno dindmico entre obstaculos moéviles, cuando la tarea se tenga
que efectuar dentro de unos estrictos limites de tiempo (por ejemplo, debido a
que se relacione con un proceso externo), o cuando se tenga que optimizar la

productividad del robot (por ejemplo, en fabricacion).

1.2. Ventajas de Trabajar en el Espacio de las

Configuraciones

En esta seccién se van a analizar las principales ventajas que se obtienen al
realizar las tareas implicadas en el desarrollo de robots auténomos en espacio
de las configuraciones en lugar de en el espacio de trabajo, tomando como base
la descripcion de tareas de la figura 1.3.

Como caracteristica fundamental hay que resaltar el hecho de que en el es-
pacio de las configuraciones el robot se reduce a un punto. A lo largo de este

apartado, se expondréa como se pueden beneficiar de este hecho la planificacion
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de movimientos, la generacion de trayectorias y el control de movimientos. Sin
embargo, aparece el problema adicional de obtener el conjunto de configuracio-
nes prohibidas (C-obstéaculos), que engloba a las configuraciones que producen
colision, bien con los obstaculos o con alguno de los elementos de su cadena
cineméatica, y las que sobrepasan alguna restriccion mecénica. Asi, también se
expondra como se puede optimizar esas tres tareas, si se dispone del conjunto

de restricciones, tanto internas como externas, sobre el movimiento del robot.

La planificaciéon de movimientos se puede realizar tanto en el espacio de
trabajo como en el espacio de las configuraciones. Trabajando en el espacio de las
configuraciones se reduce drésticamente el problema de encontrar la secuencia
de configuraciones que el robot tiene que recorrer hasta llegar a uno de los
destinos intermedios, ya que supone planificar los movimientos de un punto.
Sin embargo, realizar esta tarea en el espacio de trabajo supone planificar los

movimientos de los distintos elementos que forman parte del robot.

Ademas, tiene como ventaja adicional que la comprobacion de si existe o
no colisiéon del robot con los obstéculos o entre sus elementos se reduce a la
verificacion de si el punto que representa al robot pertenece o no a los obstaculos

representados en dicho espacio, es decir, si pertenece o no al C-obstaculo.

Los algoritmos de seguimiento de trayectorias se pueden simplificar si se
trabaja en el espacio de las configuraciones, ya que las variables que definen una
configuracion constituyen las referencias para el controlador. Ademas, dichos
algoritmos se pueden beneficiar de disponer explicitamente de las restricciones

que los obstaculos imponen en las variables de control.

Asimismo para los algoritmos de generacion de la trayectoria es muy tutil
conocer las configuraciones que producen colisién o no con los obstaculos. De
esta forma el perfil de velocidad se puede generar teniendo en cuenta la distancia

entre las configuracion planificada y la que produce colision, entre otros criterios.

En el planteamiento expuesto previamente, donde se consideraban de forma
conjunta las etapas de planificacion y control de movimientos, se tuvieron en
cuenta las restricciones en el control debidas a la naturaleza de los actuadores.
Sin embargo, no se consideraron dquellas que son producidas por la presencia
de obstaculos en el espacio de trabajo. La mayoria de los trabajos que abordan

la planificaciéon dindmica no disponen de una representacion de los obstaculos
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en un espacio de las configuraciones. Esto supone una dificultad adicional a las
que esta filosofia presenta, pues hay que considerar que se trata de un problema
de optimizacion temporal de elevada complejidad. El disponer explicitamente
de una representacion de los obstaculos en el espacio de las configuraciones no

resuelve el problema, pero simplifica de forma muy significativa su consecucion.

1.3. Antecedentes

En este apartado se revisaran los principales trabajos de investigacién que
se han realizado sobre la representacion de los obstéaculos en el espacio de las
configuraciones. De esta forma se analizara el estado actual de este area de
investigacion, con el objetivo de poner de manifiesto las principales aportaciones
de este trabajo.

Como ya se ha comentado, la resolucién de un problema de planificacion
o de control resulta mucho mas facil en el espacio de las configuraciones, C-
espacio, que en el espacio de trabajo del robot, ya que en el primero de ellos la
posicién y la orientacién del robot se caracterizan con un tnico punto. En él cada
coordenada representa un grado de libertad en la posicién o en la orientacién
del robot. Esta idea de reducir el robot a un punto en un espacio apropiado fue
introducida por Udupa [?], aunque el término espacio de las configuraciones
todavia no se habia utilizado. Més tarde, Lozano-Pérez [?] adopt6 la nocién de
espacio de las configuraciones de la Mecanica y la popularizé en la planificacion
de movimientos.

Como se podré observar a lo largo de esta revision, el avance en el calculo del
C-espacio siempre ha ido ligado a la planificacién de movimientos. Sin embargo,
también la nocién de espacio de las configuraciones se ha utilizado directamente
en control [?] o incluso intentando unificar ambas etapas [?].

En la planificacion de caminos, existen métodos que no necesitan representar
de forma explicita los obstaculos en el C-espacio. Entre ellos, un primer grupo
realizan la deteccién de colisiones tinicamente para los caminos calculados, como
en [?], [?] vy [?]. Un segundo grupo [?] supone que existe el C-espacio y el
movimiento se planifica sobre o entre superficies del C-espacio, aunque éstas no

se calculan de forma explicita. Los algoritmos de planificacion que se encuentran
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Figura 1.3: Diagrama de tareas en Robética

en uno de ambos grupos pierden informaciéon global sobre el espacio de las

configuraciones, lo que puede conllevar a problemas en la planificacion, tales

como oscilaciones, caidas en minimos locales, etc.
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Entre los algoritmos de planificacion que calculan los C-obstaculos explici-
tamente ( [?] [?] [?] [?] [?] [?] se encuentran los que abordan el problema en
una dnica etapa, mientras que otros lo realizan en dos etapas separadas. Este
altimo planteamiento fue propuesto por Lozano-Pérez [?], que divide la tarea

de planificaciéon de caminos en:

1. el problema de calcular el conjunto de configuraciones seguras, denomina-

do findspace,

2. el problema de calcular una secuencia de configuraciones a partir del con-

junto de configuraciones seguras, denominado findpath.

La representacion de los obstaculos en el espacio de las configuraciones (C-
obstaculos), aunque es muy 1til como punto de partida en el problema de find-
path, esta relacionada exclusivamente con el problema de findspace.

Dentro de los trabajos que siguen el planteamiento propuesto por [?] se
encuentra un grupo ( [?] [?] [?] [?]) donde en la etapa de findspace se genera,
ademaés, una descripcion topoléogica sobre los C-obstéaculos. Esta se puede utilizar
en la etapa de findpath como informacion adicional para guiar la busqueda.

De todas formas, tanto los que calculan directamente los obstaculos en el
C-espacio como los que los utilizan de forma implicita, resaltan el problema
del tiempo de calculo que esta representacion lleva asociado. En general, como
se mostrara seguidamente, depende del ntiimero de vértices del robot y de los
obstaculos.

La mayoria de los trabajos que calculan explicitamente los C-obstaculos tra-
tan el problema de un objeto rigido que se mueve libremente (robot movil) en
un espacio de trabajo ocupado parcialmente por obstéculos. Normalmente, con-
sideran que los objetos en el espacio de trabajo, tanto obstaculos como el robot,
estan representados por modelos algebraicos. Esto incluye que ambos se puedan
representar mediante poligonos o poliedros. Inicialmente se restringen a obje-
tos convexos y, posteriormente, contemplan objetos no convexos. Esta extension
supone una carga computacional adicional, asociada con la descomposicién en
objetos convexos.

En [?] se propone un método para calcular la representacion del limite de un

C-obstaculo cuando los objetos son poligonos convexos. El algoritmo propues-
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to es bastante 6ptimo, pues calcula los vértices del C-obstaculo, que también
es convexo, en un tiempo de célculo ¢, siendo ns y np el nimero de vértices
del robot y del obstaculo, respectivamente. En [?] se plantea un algoritmo con
un tiempo de calculo de O(n%n%log(nang)) cuando el robot (que se trasla-
da y no rota) y los obstaculos son poligonos no convexos. En [?] y en [?]
se describen métodos generales para poligonos convexos y no convexos, cuando
el robot se desplaza y gira libremente, y se obtiene el limite del C-obstaculo
en un tiempo O(ndn%) y O(ndn¥log(nang)), respectivamente. En cuanto a
espacios de trabajo poliédricos, en [?] se presenta una extension de su algorit-
mo poligonal; en [?] se calcula la representacion del limite del C-obstaculo en
O(na+np+nang); y el algoritmo propuesto en [?] construye el C-obstaculo
en O(n®n% log(nang)).

Todos estos procedimientos proporcionan una representacion explicita del
limite de un C-obstaculo para un robot mévil, como una lista de caras, lados
y vértices, con sus ecuaciones y su relacion topologica de adyacencia. Existen
otros trabajos ( [?], [?], [?] ¥ [?]) que siguen otra linea de investigacion clara-
mente diferente y conceptualmente mas sencilla. En concreto, proponen utilizar
la l6gica como herramienta matemética y, asi, representar el C-obstéculo para
un robot mévil mediante un predicado. En estos trabajos se presentan distintas
expresiones para el predicado, considerando, inicialmente, espacios de traba-
jo poligonales con objetos convexos y, posteriormente, su extensiéon a espacio

poliédricos.

Como se puede observar, el tiempo de calculo de todos los algoritmos que
construyen los obstaculos en el espacio de las configuraciones depende directa-

mente del nimero de vértices del robot moévil y de los obstaculos.

Mientras que existe un amplio grupo de trabajos centrado en robots moviles,
solo un grupo reducido ( [?] [?] [?] [?]) se ocupa del estudio de manipuladores
articulados en espacios de 2 6 3 dimensiones. Entre ellos existen dos tendencias
claramente separadas: una donde se trata a los robots articulados como un
conjunto de moviles al que se aplican técnicas que provienen de éstos ultimos;

y otra, donde se consideran como una unidad y se plantean nuevas técnicas.

Dentro de los que siguen la primera tendencia ( [?] [?] [?]) se encuentran los

que aplican, con ciertas modificaciones, la idea de la descomposiciéon aproximada
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en celdas, propuesta para moviles. El método concreto consiste en discretizar
el intervalo de movimiento de cada articulaciéon en intervalos mas pequenos vy,
después, comprobar si el robot colisiona o no con los obstaculos cuando las
distintas articulaciones se encuentran en estos subintervalos. Este proceso lleva
asociada una gran carga computacional, pues habria que realizar el test de

colisiones para todos los elementos en todas las configuraciones consideradas.

En cuanto a los que siguen la segunda tendencia ( [?] [?] [?] [?]) intentan
calcular las ecuaciones exactas del limite de los obstéculos en el espacio de las
configuraciones. Consideran, por un lado, las ecuaciones algebraicas que definen
los obstaculos y, por otro, las expresiones matematicas que describen la cinemé-
tica del robot. A partir de las condiciones que se establecen cuando los elementos
del robot intersectan con los obstaculos se calculan las ecuaciones explicitas del

limite de los C-obstaculos.

Uno de los primeros analisis sobre la geometria de los C-obstaculos para
distintos brazos planares fue presentado en [?], donde se pone de manifiesto su
fuerte dependencia con la cineméatica inversa del manipulador. Existen trabajos
(1?71 1?1 171 [?]) en los que se calculan, de forma particular, las ecuaciones
de los C-obstaculos para manipuladores planares de revoluciéon y se analiza
su dependencia con distintos parametros. Posteriormente, proponen extender
estos algoritmos para robots tipo PUMA, utilizando la técnica de slicing. Un
método mas general para obtener las ecuaciones del limite del C-obstaculo para
manipuladores planares con n elementos se propone en [?]. Se aplica a un robot
planar 2R y a dos robots planares 2R cooperantes ( [?]). Después, en [?], se

generaliza para robots espaciales y obstaculos poliédricos.

Todos los métodos que siguen la segunda tendencia simplifican la geome-
tria de los elementos del manipulador y de los obstéculos. Esto conduce a no
disponer de una representacion exacta de los obstaculos en el espacio de las con-
figuraciones. Ademaés, no todas las técnicas examinan las colisiones con todos los
elementos del manipulador, sino que sélo consideran los choques con el efector

final.

En [?] se propone obtener la representacion de los obstaculos en el espacio
de las configuraciones mediante una convolucién algebraica de un obstaculo y

un robot movil. Esta idea se encuentra recogida implicitamente en [?] donde,
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para un robot A movil, se define la proyecciéon de un obstéculo B del espacio
de trabajo en un obstaculo CO4(B) del espacio de las configuraciones como
CO4(B) = {x € Cspace,/(A)y N B # 0}. En [?] se plantea explicitamente que
esta operacion se puede ver como la convolucion del conjunto A con el conjunto
B. Esta idea es la base de nuestro trabajo, donde se propone un formalismo
matemaético para calcular los C-obstaculos utilizando la convolucion de dos fun-
ciones. En general, este formalismo se puede establecer para robots méviles y

articulados, tanto en entornos de trabajo poligonales como poliédricos.

En los algoritmos de planificaciéon propuestos en los altimos anos se ha plan-
teado trabajar en espacios de las configuraciones discretos [?]. Concretamente,
se utiliza una matriz binaria para representar los obstéculos en el C-espacio,
donde una determinada celda asociada a unos determinados valores discretos de
los grados de libertad del robot puede tomar dos valores: '1’ si es una configu-
racion prohibida y ’0’ si pertenece al espacio libre. De esta forma se consigue
reducir de forma drastica el tiempo de céalculo que la etapa de planificacion
dedica a la deteccion de colisiones. La obtencion de la matriz binaria para re-
presentar el C-espacio se puede abordar de dos formas: discretizando el espacio
de las configuraciones calculado de forma analitica [?] o calculando directa-
mente una representacion discreta de los C-obstaculos. En [?] se transforma, de
forma analitica, un conjunto de primitivas desde el espacio de trabajo al espacio
de las configuraciones y el resultado se almacena en matrices de bits. Basandose
en las propiedades de los obstaculos en el C-espacio, las transformaciones de
estas primitivas se combinan para calcular matrices de bits que representan a
objetos méas complejos en el C-espacio. Una idea similar aparece en [?] donde,
partiendo de una matriz de bits que representa a los obstaculos en el espacio de
trabajo y de los bitmaps de un conjunto de primitivas en el C-espacio, se calcula
una matriz de bits de los obstéaculos en el C-espacio. Ambos trabajos se ocupan
de manipuladores articulados: el primero con dos y tres grados de libertad y el

segundo llega a trabajar con seis grados de libertad.

Kavraki [?] propone un algoritmo para calcular una matriz binaria que
representa al C-espacio de un moévil bidimensional como la convolucién de una
matriz binaria de los obstéiculos en el espacio de trabajo y de otra del robot.

Para realizar la convolucién eficientemente utiliza la Transformada Rapida de
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Fourier. Con el método propuesto en [?] se obtiene un bitmap del espacio de
las configuraciones mas exacto que con los que utilizan primitivas elementales.
Ademas es independiente del nimero de obstaculos, de la forma de estos y de
la del robot y, tnicamente, depende de la resolucion con la que se discretiza. En
dicho trabajo solamente se tiene en consideraciéon una plataforma bidimensional
que se mueve libremente sobre un plano. Para esta situacion particular la idea
de aplicar la convolucion se puede intuir con facilidad, y no asi para articulados.
Sin embargo, no aporta ningin formalismo matematico que permita concluir
esa idea y extender el planteamiento a otras situaciones con mayor complejidad,

como los robots articulados en 3 dimensiones.

1.4. Objetivos de este Trabajo

En los apartados previos ha quedado justificada la necesidad de representar
los obstéculos en el espacio de las configuraciones para simplificar las tareas que
intervienen en el desarrollo de robots autéonomos. Sin embargo, la generacion de
esta representacion conlleva una elevada carga computacional asociada. Ademés,
no existen métodos rapidos que traten el problema de forma general, desde el
punto de vista del robot y de los obstaculos.

Tomando esta realidad como base, el objetivo fundamental de este trabajo es
proponer un nuevo método general que permita obtener una representacion de
los obstaculos en el espacio de las configuraciones de un robot, reduciendo dicha
carga computacional, y pueda emplearse en tareas de planificacion y control.

Este método debe estar sustentado, de forma teérica, por un formalismo
matematico solido y de caracter general. El punto clave de este formalismo seré
la proposiciéon de una nueva expresion matemaética para calcular los C-obstaculos
que sea equivalente a otras propuestas en la bibliografia.

La aplicabilidad del método debe abarcar tanto a robots méviles como arti-
culados, en dos y tres dimensiones, sin necesidad de realizar ninguna adaptacién.
Un analisis detallado de los antecedentes bibliograficos en la materia permite
poner de manifiesto las diferencias entre las técnicas utilizadas hasta el momen-
to para ambas estructuras y la carencia casi absoluta de resultados para los

manipuladores ampliamente utilizados en espacios tridimensiones. Ademés, la



1.4. Objetivos de este Trabajo 17

mayor parte de los trabajos que existen se restringen al estudio de los contactos
con el efector final, y no consideran los choques con todos los elementos. La con-
creciéon del método a manipuladores articulados constituird uno de los puntos
centrales de este trabajo. Esto permitira obtener una representacion explicita de
los obstéaculos en el C-espacio para manipuladores como el PUMA, el SCARA
y el Stanford, y examinar los choques con todos los elementos y no solo con el

efector final.

El método debe de ser aplicable a objetos reales, sin restringirse a un con-
junto limitado de objetos y sin perder exactitud. En la mayoria de las técnicas
existentes bien se realizan simplificaciones en la definiciéon de la geometria de
los objetos o bien se consideran unas formas geométricas determinadas. Esto es
debido a que la complejidad computacional de dichas técnicas depende de forma
drastica de diversas caracteristicas geométricas de los objetos, como son el na-
mero de vértices y caras, de si son concavos o convexos, etc. Como consecuencia,
se debfa tomar una decisién de compromiso entre la alta carga computacional

y la pérdida de exactitud.

El diseno de un método de caracter general permitira, por tanto, resolver
de forma precisa cualquier situacion y su aplicacion tendra como resultado al-
goritmos que puedan ser implementados de forma sencilla. Para cada robot
particular, el argumento de entrada deberé ser una estructura donde se repre-
senten facilmente los obstaculos. Asi, si se dispone de la capacidad sensorial
adecuada, los algoritmos podréan ser aplicables a entornos que varien de forma
dinédmica.

La complejidad computacional de los algoritmos debe de ser independiente de
la geometria tanto de los objetos que componen el robot como de los situados
en su entorno, sin ninguna contraprestaciéon en cuanto a la exactitud de la

representaciéon obtenida.

El resultado final de estos algoritmos sera una estructura que contenga el
conjunto de configuraciones prohibidas. Esta tendra que poder utilizarse con
facilidad en la etapa de planificacién de caminos o en la de seguimiento de
la trayectoria. Asimismo, la estructura generada deberé resultar independiente
del tipo de robot y, en definitiva, transparente para el planificador y para el

controlador.
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Bajo el caracter general del método subyace una interpretacion fisica para
el formalismo propuesto. Encontrar esa interpretaciéon y analizarla constituira

el objetivo final de este trabajo de investigacion.

1.5. Estructura de la Memoria

El resto de la memoria se organiza de la siguiente forma.

En el capitulo 2 se definen, de forma rigurosa, los conceptos basicos ya in-
troducidos que se van a utilizar a lo largo de este trabajo de investigacion.

En la seccion 1.3 de esta introducién se han revisado los antecedentes méas
destacados relacionados con este drea de investigacién. Una revision mucho méas
detallada se expone en el capitulo 3, donde se analizan por separado las téc-
nicas que han propuesto diferentes investigadores para robots méviles y para
manipuladores articulados. Con ella se mostraran las ventajas, inconvenientes
y limitaciones de las técnicas existentes. Esto permitira valorar las ventajas del
formalismo matematico propuesto y del método que de €l se deduce, los cuales
se presentan en el capitulo siguiente.

Asi, en el capitulo 4 se propone un formalismo matemaéatico que permite cal-
cular la representacion de los obstaculos en el espacio de las configuraciones, con
la inclusion de una nueva expresion matematica para realizar el calculo anali-
tico. En esta expresion se define una funcién que permitira conocer si el robot
en una configuraciéon dada colisiona o no con los obstaculos. Ademas, se inclu-
ye una demostracion de que esta expresion es equivalente a otra ampliamente
difundida. Posteriormente, se muestra el procedimiento que permite simplificar
la evaluacion de dicha funcién, a través de una correcta eleccion de los sistemas
de referencia, asi como de las coordenadas de trabajo.

En los capitulos siguientes, 5 y 6, se aplica el método propuesto a los prin-
cipales tipos de estructuras robdticas: robots moviles y manipuladores articu-
lados. Asi, en el capitulo 5 se presentan las expresiones obtenidas para los di-
ferentes casos: un objeto bidimensional mévil con capacidad de traslaciéon, de
traslacion-rotacion y, finalmente, un objeto tridimensional mévil. Como ya se
ha comentado, alguno de estos robots esta bastante estudiado en la literatura

y se incluye con el objetivo de validar la metodologia propuesta en este trabajo
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de investigacion.

Como se sefialaba en la seccion de objetivos, los trabajos existentes se ocupan
en su mayor parte de los robots moviles, mientras que para los manipuladores
articulados se aplican técnicas heredadas de los anteriores con resultados poco
alentadores. Por esta razon, la aplicacion de la técnica propuesta a este tipo
de robots es un objetivo fundamental que se abordara en el capitulo 6. Inicial-
mente, se va a analizar un caso ampliamente estudiado, como es el manipulador
planar de revolucion. Posteriormente, se aplicara el formalismo para los mani-
puladores espaciales mas extendidos en el &mbito industrial: PUMA, SCARA y
el de Stanford.

Puesto que el objetivo final es el desarrollo de algoritmos para el célculo de
la representacion de los obstaculos en el espacio de las configuraciones, en el
capitulo 7 se realiza, en primer lugar, una discusion sobre el proceso de discreti-
zacion de las expresiones obtenidas en los apartados anteriores. A continuaciéon
se presentan los diferentes algoritmos que se obtienen para cada una de las es-
tructuras robdticas consideradas en los dos capitulos anteriores. Para algunas
situaciones concretas se muestran los resultados que se obtienen con los algo-
ritmos propuestos. Este capitulo se puede considerar como la aportaciéon més
importante de resultados de este trabajo.

En el capitulo 8 se presenta un resultado adicional de la formulacion teorica
planteada, dando una nueva interpretaciéon para su expresién matemaética cen-
tral. Tomando como caso particular el robot circular, se podra comprobar que
esta formulacion permite obtener las superficies de potencial artificial que se
generan en el espacio de las configuraciones cuando se considera que los obsta-
culos producen un potencial repulsivo. Este aspecto se presenta como un punto
partida para futuros desarrollos de investigacion de tesis doctoral.

Finalmente, en el capitulo 9 se analizan las principales conclusiones de este

trabajo.
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Capitulo 2

Obstaculos en el Espacio de

las Configuraciones

Como se ha comentado previamente, la idea fundamental del espacio de las
configuraciones es representar el robot como un punto en un espacio apropiado
- el espacio de las configuraciones del robot - y proyectar los obstéculos en este
espacio. Esta proyeccion simplifica de forma dréstica las tareas de planificar y
controlar los movimientos de un robot. Por un lado, el problema de planificacién
se reduce a planificar los movimientos de un punto y, ademaés, se tienen de forma
explicita las configuraciones que producen colisiones. Por otro lado, es bastante
comun identificar un punto del espacio de las configuraciones con la referencia
de los controladores que se ocupan de gobernar los movimientos del robot. En
este contexto la proyeccion de los obstaculos en este espacio se puede considerar

como restricciones en el problema de control.

Esta proyeccion depende tanto de los obstaculos como del tipo de robot con-
siderado. En cuanto a los primeros, no se impondra ninguna limitacién debida a
su forma geométrica, nimero de vértices, etc. Respecto al segundo, una clasifi-
caciéon muy genérica es aquella que diferencia entre robots que pueden moverse
libremente en su espacio de trabajo, denominados méviles, y aquellos que tienen
un punto fijo. Otra los clasifica en robots articulados o no-articulados, depen-
diendo de si su estructura mecanica esté formada por uno o varios elementos que

se mueven. Tomando como base estos criterios de clasificacién existirian cuatro

21
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tipos de estructuras roboticas. Los robots més implantados en las aplicaciones
mas usuales, y que son tratados en este trabajo de investigacion, son los méviles
constituidos por un tunico elemento y los articulados con un punto fijo. Exis-
ten aplicaciones muy especificas donde se utilizan robots moviles articulados,
aunque este tipo no sera tenido en cuenta en este trabajo.

En este capitulo se va a presentar un conjunto de nociones necesarias para de-
finir el concepto de espacio de las configuraciones de un robot y la representacion
de los obstéaculos en este espacio, para un objeto rigido que se mueve. De forma
directa e inmediata estas definiciones generales son aplicables a objetos rigidos
que se mueven libremente. Posteriormente, se van a extender dichas definiciones
para robots articulados con una base fija. Se presentaran, de forma conjunta
con ellas, algunos ejemplos sobre robots moviles y manipuladores articulados

con distinta forma geométrica que ayudaréan a comprender estos conceptos.

2.1. Espacio de las Configuraciones de un Objeto
Rigido Movil

Aunque los conceptos de configuracion y espacio de las configuraciones ya
fueron introducidos en el capitulo previo, en esta seccién se presentan de forma
mas rigurosa, incluyendo unos casos particulares que ayudaran a comprenderlos.

Sea A un objeto rigido - el robot - que se mueve en un espacio de trabajo
W (figura 2.1). Se representa W como un espacio Euclideo R™ de dimension n,
donden =2 ¢ 3. En élse define un sistema de referencia fijo denominado Fyy .
Se representa A en una posicion y orientacion de referencia como un subconjunto
compacto de R™. En A se establece un sistema de referencia, F'4, que se mueve
con él, de tal forma que cada punto en el robot tiene unas coordenadas fijas
respecto a F4. Los origenes de ambos sistemas Fy y F4 se denotan por Oy y

O 4, respectivamente. O 4 se denomina el punto de referencia de A.

Definicion 1 Una configuracion q de A es una especificacion de la posicion y

la orientacion de F con respecto a Fyy.

La configuracion de referencia de A, que se denota por 0, es una tnica configu-

racion de C seleccionada de forma arbitraria.
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Figura 2.1: Robot moévil en W = R?

Definicion 2 El espacio de las configuraciones de A es el espacio C de todas

las posibles configuraciones de A.

El espacio de las configuraciones es intrinsicamente independiente de la eleccion
de los sistemas de referencia F4 y Fyy. Solamente la representacion de C depende
de la eleccion de estos sistemas.

El subconjunto de W ocupado por A en un configuracién ¢ se denota por
A, o A(q). El robot en su configuracion de referencia se denota por Ay o
A(0). Cuando A esta en la configuracion ¢, un punto a de A se denota por
a(q) en W. Asi, para dos configuraciones ¢ y ¢’ cualesquiera, a(q) y a(q’) son el
mismo punto de A, pero en general no coinciden en W.

Estas definiciones son validas de forma general para cualquier tipo de robot,
aunque son directamente aplicables para un objeto rigido que se mueve libre-
mente en su espacio de trabajo. Para particularizarlas a robots articulados con
un punto fijo es necesario realizar algunas consideraciones adicionales, lo que se

efectuara en secciones posteriores.

2.1.1. Casos particulares

Con el objeto de facilitar la comprension de las definiciones previas, se va

a estudiar la representacion del espacio de las configuraciones para tres robots



24 Capitulo 2. Obstéculos en el Espacio de las Configuraciones

moviles, con distinta forma geométrica y diferente dimension.

- Sea A una bola de dimensién n que no tiene ninguna marca sobre su contorno.
No es posible distinguir entre dos configuraciones del robot que s6lo se diferen-
cian en una rotacion alrededor del centro de la bola. Por tanto, eligiendo O 4 en
el centro de la bola, el espacio de las configuraciones se puede representar por
el espacio Euclideo R".

- Sea A un cilindro de longitud finita en R3. Este engloba el caso donde A es un
segmento de linea en R3. No es posible distinguir entre dos configuraciones que
solamente se diferencian en una rotacion alrededor del eje del cilindro. Entonces,
eligiendo O 4 sobre el eje de A y uno de los ejes de F4 a lo largo del eje de A,
C se puede representar como R3 x S2, donde S? denota la esfera unidad en R3.
Por tanto, C' es de dimensién 5.

- Sea A un objeto con unas determinadas dimensiones que puede trasladarse pe-
ro no rotar. Entonces C' se puede representar como R™, donde una configuraciéon

q se define por las coordenadas de O 4 en Fyy.

2.2. Obstaculos en el C-espacio para un Objeto
Rigido Movil

En general, W contiene obstaculos fijos que son regiones de R™. B denota
tanto al obstaculo "fisicogomo al subconjunto de R™ que lo representa. En lo
sucesivo se considerara que los obstaculos son rigidos y que estan fijos en W.

Por tanto, cada punto de B tiene una posiciéon fija con respecto a Fyy .
Definicién 3 FEl obstdculo B en W se proyecta en C sobre la region

CB = {qe C/A(g)NB # 0}
CB se denomina obstdculo en el espacio de las configuraciones o C-obstdculo”.

Esta es la definicién propuesta por Lozano-Pérez [?] y es admitida de forma
unénime en la bibliografia. En concreto, significa que si ¢ € CB entonces A(q)
intersecta con B. Por tanto, un C-obstaculo representa el conjunto de configura-
ciones de A que producen colision con B. Los C-obstaculos son las restricciones
en el movimiento del robot debidas a la presencia de obstéaculos en el espacio de

trabajo.
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Definicion 4 El conjunto
Cfree = {q S C/A(q) NB= 0}

se denomina espacio libre. Una configuracion en Ceree S€ denomina una confi-

guracion libre de colisiones.

2.2.1. Ejemplos

A continuacion se ilustraran con ejemplos sencillos las nociones y definiciones
establecidas previamente. En concreto, se mostraré una representacion gréfica
del C-obstéculo que se obtiene cuando se considera un robot mévil, con tres
formas geométricas diferentes, cuyo espacio de trabajo se encuentra ocupado

por un tnico obstaculo.

Figura 2.2: C-obstaculo para un disco mévil y un obstaculo poligonal

- Sea A un robot con forma de disco que se mueve libremente en W = R?, donde
existe un obstaculo B poligonal como se muestra en la figura 2.2. En W se elige
un sistema de referencia Fyy. En A se establece un sistema de referencia F'4 que
se mueve con el robot, cuyo origen O4 se sitta en el centro del disco. En este
caso una configuraciéon g vendria dada por la posicion del punto de referencia
O respecto de Fyy. Entonces el espacio de las configuraciones seria C' = R2.
El C-obstaculo CB debido al poligono B se obtiene aumentado B de forma
isotropica con el radio de A (figura 2.2). El limite de CB es la curva seguida
por el punto O4 cuando A da vueltas sobre el contorno de B. De esta forma
se tienen definidas todas las posibles configuraciones del robot A que producen
colisién con el poligono B.

- Sea A un poligono convexo, en concreto un tridngulo rectangulo (figura 2.3),

que se mueve con una orientacién fija (no puede rotar) en W = R?. En este es-
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pacio de trabajo se encuentra un obstaculo B poligonal convexo, un rectangulo.
El sistema de referencia Fy se elige rigidamente unido al robot, con su origen
04 situado en uno de los vértices de A. Debido a que el robot se mueve con
una orientacion fija, una configuracion vendria dada por la posicion de O 4. Por
tanto, C' = R?. En la figura 2.3 se muestran los C-obstaculos en R? obtenidos
para dos diferentes orientaciones fijas de A. El limite de cada C-obstaculo es
la curva seguida por O4 cuando A se desplaza en contacto con el contorno de
B, sin que los interiores de A y B se solapen. Cada C-obstaculo es un poligono

convexo.
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Figura 2.3: C-obstaculo para un tridngulo moévil con orientaciéon fija y un obs-

téculo poligonal

- Sea A un poligono convexo (figura ??) que se puede trasladar y rotar en
W = R?, donde existe un obstaculo B poligonal convexo. Con la misma eleccién
de F4 que la efectuada en el caso previo, una configuracion estaria dada por la
posicion (x,y) y la orientacion 6 de Fa con respecto Fyy. Por tanto, C serfa un
espacio de dimension 3. La representaciéon de C vendria dada parametrizando
cada configuracion g por (x,y,0) € R? x [0,27]. La figura ?? muestra el C-
obstéculo CB, donde cada corte trasversal de CB, perpendicular al eje 6, se
corresponde con un CB para una orientaciéon determinada de A, como aparecioé

en el caso previo.
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Figura 2.4: C-obstaculo para un tridngulo moévil con orientacién variable y un

obstaculo poligonal

2.3. Espacio de las Configuraciones para un Ro-

bot Articulado

En las definiciones presentadas previamente se estaba considerando un obje-
to rigido movil, en un espacio de trabajo bidimensional o tridimensional. Estas
nociones se pueden extender para robots formados por varios objetos rigidos,
que se mueven, conectados por articulaciones mecanicas que imponen unas res-
tricciones a su movimiento relativo. Un ejemplo tipico es un brazo manipulador,
que consta de una secuencia de objetos rigidos conectados en una cadena me-

diante articulaciones.

Sea A un robot articulado formado por p objetos rigidos o elementos Ay, -+, Ap
que se mueven. Dos objetos A; y A;j cualesquiera podrian estar conectados por
una articulacién. Se supondré, para simplificar, que la articulacién es de revolu-
cién o prismatica. Existen otros tipos de articulaciones, aunque éstas dos son las
més tipicas. Una articulacién de revolucién restringe el movimiento relativo de
A; y Aj a una rotaciéon alrededor de un eje fijo con respecto a ambos elementos.
Una articulacion prismatica es una conexiéon que limita el movimiento relativo

a una traslacion a lo largo de un eje fijo con respecto a ambos objetos.

Sea Fy, el sistema de referencia unido a Aj;, i € [1, p|. Por la Definicion 1 en
la pagina 22, la configuracion de A es una especificacion de la posicion y la orien-
tacion de cada sistema de referencia Fjy,, i € [1,p], con respecto a Fyy. Si los dis-

tintos objetos pudieran moverse de forma independiente en W = R", el espacio
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de las configuraciones de A seria C' = (R" x SO(N)) x --- x (R"™ x SO(N)),

donde SO(N) es el Grupo Ortogonal Especial de matrices Z(JT x N con columnas
y filas ortonormales y determinante +1. Sin embargo, las distintas articulaciones
imponen restricciones en las configuraciones posibles de C’. Estas restricciones
seleccionan un subespacio C de C’ de dimensién mas pequena, que es el espacio
de las configuraciones de A.

Ejemplo.- En la figura 7?7 se muestra un manipulador planar con dos ar-
ticulaciones. Esta formado por dos objetos Ay y As. El primer elemento esta
conectado a la base por una articulacién de revoluciéon; Ao estd unido a A
mediante una articulaciéon prismética. El espacio de trabajo es W = R2. Con-
siderando que los objetos fueran independientes, ¢’ = (R? x SO(2))? es un
espacio de dimensién seis. La primera articulacion impone dos restricciones: el
punto sobre el que gira A esta fijo en el espacio de trabajo. La segunda articu-
lacién impone dos restricciones méas en la posicién y orientacion de Ag respecto
a Aj. Las cuatro restricciones son independientes y determinan un subespacio

C de dimension dos en C’.

Figura 2.5: Manipulador planar con una articulacion de revoluciéon y otra pris-

matica

En el resto de esta secciéon, se supondra que A es un robot articulado cuya
cadena cineméatica no esta cerrada.
Con esta suposicion, sean dos elementos A; y Aj; de un manipulador formado

por p elementos, tal que A; se encuentra unido a Aj, siendo j > i. Se puede
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definir una configuraciéon de Aj respecto a A; especificando la posicion y la
orientacion de Fa; con respecto a Fla,. Se supone, inicialmente, que no existen
topes mecanicos en las articulaciones. Se denota con C](-i) al C-espacio de A;
respecto a A;. Si dos objetos estan conectados por una articulaciéon de revolucién
se tiene que C](i) = 8!, donde S! denota al circulo unidad en R2. Si los dos
elementos estan unidos por una articulacién prismatica entonces se tiene que
C’j(-i) = R. Por tanto, el espacio de las configuraciones de un robot articulado A
formado por p elementos rigidos conectados por p; articulaciones de revolucion

y p2 prismaticas (p = p1 + p2) es:

C=8S"%x-xS'xRx---xR

p1 D2

El C-espacio del manipulador planar de la figura ?? es S! x R.

Un problema préctico que se presenta es que la dimension del espacio de las
configuraciones aumenta con el nimero de articulaciones.

El C-espacio de las configuraciones de un robot articulado con p articula-
ciones prismaticas o de revolucion es una variedad de dimension p ( [?], [?]).
Una carta de esta variedad se puede definir simplemente asociando un angulo,
entre 0 y 27, con cada articulacién de revolucién y un ntmero real con cada ar-
ticulacién prismaéatica. Entonces, una configuracion ¢ se representa por una lista
(g1, -+, qp) de coordenadas, donde cada una describe la posicién y la orientacion
relativa de dos elementos unidos en A. Los robots con articulaciones de revolu-
cion tienen espacios de las configuraciones conectados de forma multiple y son
necesarias varias cartas para formar un atlas. Sin embargo, en la practica, basta
con considerar una tnica carta para cada coordenada angular perteneciendo al
intervalo [0, 27), y aplicar aritmética modulo 27 para cada coordenada.

Ejemplo.- Sea el manipulador planar con dos articulaciones de revoluciéon de
la figura ?? (a). Su espacio de las configuraciones serfa S x S*, por tanto un toro
en el espacio Euclideo de tres dimensiones. Una carta en esta variedad se puede
definir asociando un dngulo en (0, 27) con cada una de las dos articulaciones. La
figura ?77?(b) muestra estos dos dngulos ;1 y 6s. El toro esta conectado de forma
multiple y se pueden necesitar varias cartas para formar un atlas. Sin embargo,
en muchos casos, es adecuado considerar una unica carta y permitir que los

angulos 67 y 0 varien en [0, 27), con aritmética modulo 27. Esta simplificacion
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corresponde con representar el toro por un cuadrado [0,27] x [0,27] (figura
?7(c)).

9,

2m

4,

(a) (b) ©)

Figura 2.6: Manipulador planar de revoluciéon y su C-espacio

2.4. Obstaculos en el C-espacio para un Robot

Articulado

Existen dos tipos de C-obstaculos para un robot articulado:

1. Los correspondientes a la colisiéon de un elemento A; con los obstaculos

en su espacio de trabajo.
2. Los originados por la colisién entre dos elementos, A; y Aj, del robot.

En [?] se proponen las siguientes definiciones para estas dos clases de C-

obstéculos:

Definicion 5 El C-obstdculo debido a la interaccion de un elemento A; con un

obstdculo Bj se denota por CBjj y se define por

CBij :{q:((ha"'aqz'a"'v%7) GC/AI(Qlaqu)mBJ %0}

Definicion 6 El C-obstdculo debido a la interaccion del elemento A; con el

elemento Aj, siendo i < j, se denota por CAj; y se define por

CAij:{q:(‘hv"'qu'a'"anv"'aQP)EC/Ai((hv"'aqi)mAj(le"'an)7&0}

2.4.1. Ejemplo

Sea A un robot articulado formado por dos elementos, Ay y Az, que son seg-

mentos de rectas y que estan conectados por una articulacién de revolucién.
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El primer elemento esta unido a la base mediante otra articulaciéon de revolu-
cién. El robot se mueve en W = R?, donde existe un conjunto B de obstaculos
puntuales. Se eligen como sistemas de referencia Fyy en W, Fy, unido a Ay y
F4, unido a Az, como se muestra en la figura ?7. Una configuraciéon g vendria
dada por la orientacién relativa de dos elementos unidos, siendo en este caso

q = (01, 02). Entonces el espacio de las configuraciones serfa C' = S x S1.

A

Ey P

Figura 2.7: Manipulador planar de revoluciéon

Los C-obstéaculos que se obtienen debidos a los obstaculos puntuales (figura
?7?) situados en el espacio de trabajo aparecen en la figura ??. Un obstéculo
puntual en W se transforma en una curva en C, que representa todas las posibles
colisiones del obstéculo con la longitud completa del robot.

El calculo de los CAj; se puede realizar adaptando los métodos que se pre-
sentaran para robots moéviles. De todas formas, inicamente seria necesario cal-
cularlos una sola vez para un determinado robot articulado. Sin embargo, los
C-obstaculos CBg; es necesario calcularlos cada vez que su espacio de trabajo se
modifique. Realmente esto ultimo conlleva una gran carga computacional que
es necesario optimizar, y es el objetivo fundamental de los diferentes trabajos
de investigacion dedicados a este tema, entre los que se encuentra el presentado

en esta memoria.
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Capitulo 3

Revision de Métodos para el

Calculo de los C-obstaculos

En el capitulo previo se han definido los conceptos de espacio de las configu-
raciones y de C-obstaculo y se han propuesto ejemplos donde, intuitivamente,
se ponia de manifiesto la forma de generar un C-obstaculo. Ademas, en la intro-
duccidén se presentaba una revision, a grandes rasgos, de los principales trabajos
que han contribuido al avance en la representacion de los C-obstaculos. Con
ella se pretendia proporcionar una visiéon global de la evolucion de las distintas
técnicas implicadas.

En las secciones siguientes se van a analizar, de forma detallada, los méto-
dos utilizados por diferentes autores para la generacion de los C-obstéculos. En
primer lugar, se revisaran los procedimientos para robots moviles y, en segundo
lugar, para articulados con un punto fijo. Como se podra comprobar la mayoria
de los trabajos, principalmente en sus origenes, se centran en robots moviles. A
continuacion, surgieron distintos procedimientos donde se extendian estas téc-
nicas a articulados y, posteriormente, se propusieron nuevos métodos especial-
mente pensados para este tipo de robot. En general, existen pocos trabajos de
investigacién dedicados a articulados trabajando en espacios tridimensionales.

Los detractores del espacio de las configuraciones aducen que la principal
dificultad que esta idea plantea es proyectar los obstaculos en ese espacio de una

forma rapida, eficiente y exacta. El analisis que se presenta a continuacién servira

33
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para mostrar como se ha intentado salvar estas dificultades. Con él se pretende,
ademaés, contrastar las diferentes técnicas surgidas con la propuesta en esta
tesis doctoral y, de esta forma, poner de manifiesto las principales aportaciones

y mejoras introducidas.

3.1. Meétodos para Calcular los C-obstaculos de
Robots Méviles

En esta seccién se van a examinar las diferentes técnicas utilizadas para
construir los C-obstéculos, para un objeto rigido que se mueve libremente sobre
un plano ocupado por obstaculos. Solamente se considerara que los objetos en
el espacio de trabajo, tanto obstaculos como el robot, estén representados por
modelos algebraicos. Estos modelos presentan como principal ventaja que los
objetos se pueden describir por un nimero pequeno de parametros y, ademaés,
incluyen un caso particular muy interesante, como es la representacion mediante
poligonos o poliedros.

En [?] se presenta una recopilacion de los principales trabajos que abor-
dan este problema con la construcciéon de dos representaciones diferentes de los
C-obstéculos, denominadas, respectivamente, representacion de un C-obstdculo
con C-restricciones y representacion limite de un C-obstdculo. En el anélisis se
muestra como en ambas la complejidad computacional depende de la geometria
de los objetos, en concreto, del naumero de vértices. Ademaés, los algoritmos pro-
puestos para las dos representaciones inicialmente tienen como limitacion que
tanto el robot como los obstéculos sean convexos. Posteriormente, se considera
que los objetos no convexos se pueden descomponer en una unién de convexos,
lo que supone una carga computacional adicional.

La primera utiliza la l6gica como herramienta, de forma que define un pre-
dicado CB que toma una configuracion ¢ como argumento. CB(q) toma valor
verdadero si y s6lo si ¢ € CB, donde CB es el C-obstaculo representado por
CB. Este es el resultado de un teorema propuesto y demostrado en [?] para
espacios de trabajos poligonales, donde se propone una determinada expresion
para el predicado CB. Posteriormente, en [?] se propone una ampliacién de

esta expresion que recoge la extension a espacios de trabajos poliédricos. Otras
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expresiones del predicado CB han sido propuestas en [?].

La segunda representacion es un descripcion explicita del limite del C-obstaculo
CB, como una lista de caras, lados y vértices, con sus ecuaciones y su relacion
topologica de adyacencia. En [?] se proponen dos métodos para construir el
C-obstaculo, uno con mayor tiempo de ejecucion que el otro, donde tanto A
como B pueden ser poligonos o poliedros. En [?] se describe otro método que
directamente construye el limite de CB a partir de la descripcion de A y B,
primero para poligonos y después para poliedros.

A continuacion se van a analizar, de forma detallada, las dos representacio-
nes. En primer lugar, se considerara que el espacio de trabajo es bidimensional
y los objetos se modelan como regiones poligonales. Para esta situacion, pre-
viamente, es necesario distinguir entre dos tipos de contactos entre el robot y
el obstéaculo, que conducen a dos condiciones de aplicabilidad; una para cada
contacto. Ambas condiciones se utilizaran en las dos representaciones. Posterio-

mente, el analisis se extenderé para espacios de trabajo poliédricos.

3.1.1. Espacio de trabajo poligonal

En esta subseccion se examina el caso donde A es un poligono, que se puede
mover libremente en el plano entre obstaculos modelados como regiones poligo-
nales. Se supone que tanto el robot como los obstaculos son convexos. Para un
obstéculo dado B, se han de construir las ecuaciones que definen las superficies
que limitan al correspondiente C-obstaculo CB. Estas superficies provienen de

dos tipos de contactos ( [?] [?]) entre A y B:
1. contacto tipo A, cuando un lado de A contiene un vértice de B
2. contacto tipo B, cuando un vértice de A esté contenido en un lado de B

Si la zona de contacto A(q)NB contiene un vértice de A y uno de B, entonces
el tipo de contacto es A y B.

La suposicion de que los interiores de A y B no intersecten implica que el
contacto tipo A solamente es posible para un conjunto de configuraciones de
A. Este conjunto estda determinado por dos expresiones, con cuya conjunciéon
se define la denominada condicion de aplicabilidad del contacto tipo A entre

el lado j de A y el vértice i de B, denotada por APPL:%(Q). Esta condicién



36 Capitulo 3. Revision de Métodos para el Calculo de los C-obstéculos

establece la posibilidad de que se produzca un contacto tipo A, para lo que el
lado j de A se debe encontrar en un posicién adecuada respecto al vértice i
de B. Si A se desplaza de forma que se mantenga el contacto tipo A, entonces
la configuracion del robot se mueve a lo largo de una superficie del C-espacio,
denominada C-superficie de tipo A, cuya ecuacion es ff}(q) = (. Esta superficie
divide C' en dos semiespacios. El C-obstaculo CB se encuentra completamente
dentro del semiespacio determinado por f{% (9) <0.

De la misma forma, un contacto tipo B so6lo se produce para un subintervalo
de orientaciones de A determinado por dos condiciones. La conjuncién de estas
dos condiciones define la condicion de aplicabilidad del contacto tipo B entre el
vértice ¢ de A y el lado j de B, denotada por APPLg(q). Cuando A se mueve
manteniendo el contacto tipo B, la configuraciéon del robot se mueve en una
superficie, denominada C-superficie de tipo B, cuya ecuacion es szj’ (9) =0.ElC-
obstaculo CB se encuentra completamente dentro del semiespacio determinado
por [B(g) <0.

Las condiciones de aplicabilidad de los contactos tipo A y B sirven de base

para las dos representaciones de los C-obstaculos que se analizan a continuacién.

Representacion del C-obstaculo con C-restricciones

Esta representacion fue propuesta en [?] [?], v utiliza las condiciones de

aplicabilidad para definir una C-restriccién® de tipo A y otra de tipo B.

Definiciéon 7 La expresion

APPLE(q) = [f8(a) <0
se denomina una C-restriccion de tipo A y se denota por CONST{%(q).
Definicion 8 La expresion

APPLE (q) = /B (@) < 0]

se denomina una C-restriccion de tipo B y se denota por C’ONSTE(q).

En esta representacion se describe un C-obstaculo CB mediante un predica-

do CB(q). CB(q) se construye como la conjuncion de todas las C-restricciones

1C-constraint
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de tipo A y B generadas por los lados y vértices de A y B. En [?] v [?] se

demuestra el siguiente teoremas:
Teorema 1 Sean A y B dos poligonos convexos. El C-obstdculo
CB={qeC/A(q)NnB #£0}

es tal que

q € CB < (CB(q)

con

CB(q) = (/\i.5(CONST)A (0)) \(\\ i, i (CONST)B (¢))

Utilizando el predicado CB, se puede calcular si una configuracion ¢ se en-
cuentra o no en CB, evaluando individualmente cada C-restriccion hasta que
una de ellas evaliie a falso (entonces ¢ ¢ CB) o todas evalien a verdadero
(entonces ¢ € CB). El nimero de C-restricciones en CB(q) es 2nanp.

Si A y B son poligonos no convexos, se pueden representar como uniones
finitas de poligonos convexos. Con esto, el predicado CB(q) se puede poner como
la disyuncién de los predicados asociados a cada una de las combinaciones posi-
bles de los distintos poligonos convexos en los que se descomponen A y B. Esto
supone la evaluaciéon de un niimero mayor de predicados, ademas de introducir
una carga computacional adicional asociada al algoritmo de descomposicién de
poligonos no convexos en una unién de convexos.

Cuando esta formulacion general se particulariza para una determinada pa-
rametrizacion del C-espacio, que es diferente para cada tipo de robot, las ex-
presiones para la evaluacion del predicado CB(g) son de elevada complejidad
aun en casos sencillos. En [?] se propone una expresion parametrizada de las
C-restricciones para el caso de un robot que se mueve y gira libremente en un
plano. Es interesante analizar la forma de los C-obstaculos. Para ello considérese
un robot triangular que se mueve libremente en un espacio de trabajo ocupa-
do por un obstéculo con forma rectangular (figura ?7?). Los C-obstaculos que
se obtienen son voltumenes limitados por trozos de C-superficies. Estos trozos
se denominan caras del C-obstaculo y cada una de ellas se corresponde con

contactos tipo A o tipo B.
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Figura 3.1: C-obstaculos cuando A y B son poligonos convexos

Representacion limite del C-obstaculo

En la seccion anterior se representaba un C-obstaculo mediante un predi-
cado CB. Este concepto es conceptualmente simple, pero no proporciona una
representacion explicita del limite de un C-obstaculo CB, como una lista de ca-
ras, lados y vértices, con sus ecuaciones y su relacion topologica de adyacencia.
A continuacion, se presenta un método para construir una representacion del
limite de CB cuando el robot solamente se traslada. Después, se describira un
método méas general que se aplica cuando el robot se traslada y rota.

- Caso de traslaciéon

Inicialmente se supone que A y B son convexos y que A se traslada con una
orientacién fija 6y. Se puede demostrar facilmente que los vértices de CBy, se

obtienen de la forma siguiente:

1. Sise cumple la condicion de aplicabilidad de un contacto tipo A (APPL) ;AJ (6o)

entonces los puntos
bj —a;i(0,0,00) y bj — a;+1(0,0,6p)

son vértices de CBy,, donde b; y a; son, respectivamente, los vértice B y

A.

2. Sise cumple la condicién de aplicabilidad de un contacto tipo B (APPL)E (6o)

entonces los puntos

b; —ai(0,0,00) y bjr1 — ai(0,0,6p)
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son vértices de CBy,.

En [?] se propone un algoritmo para construir CBy,, donde béasicamente se

establece cuando se cumplen ambas condiciones de aplicabilidad. El algoritmo se
B

basa en situar los vectores normales a los np lados de B (v;”) y los antinormales

A

a los ny lados de A (—v;*(6p)) sobre un circulo de radio unidad. Asi, establece

que (APPL);%(GO) se cumple si y solo si el vector —UzA(HO) apunta entre Uijl y
B

UF, es decir, es una combinacién lineal positiva de v,y UF. De la misma forma

(APPL)E(HO) se cumple si y solo si v})’ apunta entre fvlél(ﬁo) y vaA(QO).
De esta forma se construyen los n4 + np vértices de CBy,. El limite completo
de CBy, se puede encontrar en un tiempo O(n4 + ng), que es suficientemente
optimo.

También, en [?] se propone otro algoritmo, un poco menos eficiente, para

construir CBy,. En concreto, demuestra que
CBy, = conv(vert(B) & vert(A(0,0,60)))

donde vert(P) denota el conjunto de vértices de un poligono P,y conv(S) denota
la envolvente convexa (el poligono convexo mas pequeno que encierra a S) de
un conjunto de puntos S. Por tanto, en este articulo se propone el célculo del
C-obstaculo como la envolvente convexa del conjunto de puntos que resulta de
efectuar la diferencia entre el conjunto de vértices de B y el de A(0,0,6p). El
célculo de la envolvente convexa de un conjunto de puntos es un problema muy
estudiado en Geometria Computacional. Los algoritmos propuestos tienen un
tiempo de ejecucion de O(nlogn), siendo n el numero de puntos del conjunto.
Por tanto, el tiempo de ejecucion de ese algoritmo es O(nanplog(nang)).

Si A y B son poligonos no convexos, se descomponen en poligonos convexos
y se calcula el C-obstaculo correspondiente a cada par de poligonos. De la unién
de estos C-obstaculos se obtiene CBy, que es un poligono. En [?] se propone
un método para la representacion del limite de CBy,, cuando se consideran po-
ligonos no convexos, en un tiempo O(n%n%lognanp). Utilizando un algoritmo
de linea de barrido, divide A y B en triangulos y trapecios. Para cada par de
poligonos se calcula el limite del CB correspondiente utilizando el método pre-
sentado anteriormente para poligonos convexos y, después, se realiza la union

de todos ellos.
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- Caso General

En este caso se supone que A puede trasladarse y girar. Si los objetos son
poligonos convexos, el método propuesto para calcular el limite de CBg, en un
tiempo O(na + np) se puede extender para calcular las caras, los lados y los
vértices del limite de CB, y su relacion de adyacencia. Cada cara corresponde
a un contacto tipo A o tipo B. La intersecciéon de la cara con un plano de 6
constante es un segmento de linea. Las coordenadas de sus puntos finales son
funciones de 6. Estas funciones definen las ecuaciones de dos de los lados que
limitan la cara. La seccion trasversal a través de CB con la misma orientaciéon
también permite calcular la relaciéon de adyacencia de la cara con otras caras
para esa orientacién. Desplazando un plano a 6 constante desde 6 = 0 hasta
6 = 27 y deteniéndose en cada orientacion critica (donde un lado de A esta
alineado con uno de B), se puede construir una representacion explicita del
limite de CB en un tiempo O(nang(na + ng)). Desplazando un plano a 6
constante desde § = 0 hasta § = 2w, se puede construir una representaciéon

explicita del limite de CB en un tiempo O(nang(na +ng)).

Si A o B son no convexos entonces se puede pensar en descomponerlos
en partes convexas, calcular los limites de los C-obstaculos correspondientes y
obtener su intersecciéon. Sin embargo, la interseccion de los limites que estan
formados por caras de tipo A o B no es facil. En lugar de hacer esto, se podria
calcular el limite de la seccion trasversal del C-obstéculo para una orientacion
fija de A, y analizar cémo varia este limite con los cambios de orientacion de
A. Pero, a diferencia con el caso convexo, la seccién trasversal puede experi-
mentar cambios topologicos significativos en orientaciones distintas a aquéllas
donde un lado de A es paralelo a un lado de B. En [?] se presenta un método
donde directamente se construye el limite de CB (es decir, el limite del Cyrec)
a partir de A y B. En este cilculo se emplea un tiempo O(nn% lognang).
Esta representacion describe el limite del C't;.c. como una coleccién de trozos de

C-superficies, denominadas caras, y sus relaciones de adyacencia.

Un método mas general que no diferencia entre poligonos convexos y no con-
vexos fue propuesto por [?]. Este algoritmo acepta como entrada dos poligonos,
donde uno permanece fijo y el otro puede desplazarse y girar, y calcula una

representacion del correspondiente C-obstaculo, incluyendo informacion sobre
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los contactos. No se construye el C-obstaculo tridimensional de forma completa,
sino que se calculan multiples proyecciones sobre planos. Con ello el algoritmo
genera una estructura de datos que contiene toda la informaciéon métrica y to-
pologica necesaria para describir el conjunto de configuraciones coherentes con
cada condicién de contacto que puede presentarse. El procedimiento, primero,
genera regiones en el C-espacio correspondientes a contactos entre un vértice
y un lado y establece relaciones locales de vecindario. A continuacion, tiene en
cuenta las caracteristicas geométricas no locales que restringen el conjunto de
configuraciones posibles para un determinado contacto. Con ello, fija los limi-
tes de conflicto para cada region y, posteriormente, elimina los limites extranos
obteniendo regiones que estén de acuerdo con la geometria de contacto local y
no local. El procedimiento finaliza eliminando regiones globalmente imposibles.

La complejidad del algoritmo es O(n%n%).

3.1.2. Espacio de trabajo poliédrico

En esta secciéon se extienden algunos de los resultados presentados previa-
mente para el caso de espacios de trabajo poliédricos. El C-obstaculo CB corres-
pondiente a un obstaculo B es, en este caso, una regiéon de seis dimensiones de C'
limitada por C-superficies de dimension cinco. Para este caso, las C-superficies

provienen de tres tipos de contactos entre A y B:

1. contactos tipo A entre una cara de A y un vértice de B
2. contactos tipo B entre un vértice de A y una cara de B

3. contactos tipo C entre un lado de A y un lado de B

Si se utiliza la representacion de un C-obstaculo mediante C-restricciones,
hay que tener en cuenta que cada tipo de contacto produce una C-restriccion
diferente. Asi, existiran C-restricciones de tipo A, B y C generadas por las
caras, vértices y lados de A y B. Como en el caso poligonal, si A y B son
convexos, el predicado CB definido por ¢ € CB < CB(g) se puede construir
como la conjuncion de todas las C-restricciones [?]. Sin embargo, hay muchas
més C-restricciones en el caso poliédrico que en el poligonal, lo que aumenta
considerablemente el tiempo de célculo. En [?] se propone otra expresion para

el predicado CB.
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Si A y B son poliedros no convexos, al igual que para espacios de trabajo
poligonales, se pueden descomponer en convexos. Como en el caso poligonal,
CB(g) llega a ser una disyunciéon de los predicados asociados a los poliedros
CONVeXos.

En cuanto al formalismo de la representacion limite, existen varios algoritmos
para calcular la representacion explicita del limite de un C-obstéculo CB cuando
el robot A solamente puede trasladarse. En [?], si A y B son poliedros convexos,

se propone la siguiente expresion para CB
CBo, = conv(vert(B) & vert(A(0,0y)))

Existen algoritmos para calcular la envolvente convexa de un conjunto de puntos
en un espacio de dimension tres con un tiempo de ejecucion de O(nanplog(nang)).
Un algoritmo mas eficiente (O(na + np + nanp)) para construir el limite de
CByg, se encuentra en [?]. [?] proponen una adaptacion de su método utiliza-
do en espacios poligonales para calcular el limite de CBg,, cuando A y B son
poliedros limitados por caras triangulares o trapezoidales. El tiempo de calculo
es O(n®n% log(nang)). El método se puede extender con la misma complejidad
de tiempo asintética para cualquier par de poliedros, descomponiendo sus caras

en triangulos y trapecios.

3.1.3. Consideraciones finales

Para finalizar esta revision detallada de las técnicas més representativas
para la generacion de los C-obstéaculos para robots moviles, es necesario realizar
dos consideraciones adicionales, que a la vez sirven como conclusiones de este

apartado.

1. En todos los algoritmos presentados en esta seccién, una caracteristica
importante a destacar es que su tiempo de computacién depende, tanto
si se trata de poligonos convexos o no convexos como de poliedros, del

nimero de vértices del robot y de los obstaculos.

2. Una condicién necesaria que se encuentra presente en todos ellos es que los
vértices y lados de los obstaculos y del robot han de estar perfectamente

identificados. Esto supone que existe, bien un conocimento del espacio de
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trabajo modelado mediante ecuaciones algebraicas, o bien un sistema de
vision con suficiente precisién como para tener una representacion exacta

del entorno.

3.2. Meétodos para Calcular los C-obstaculos de
Robots Articulados

En esta seccion se examinaran los diferentes trabajos de investigacion dedi-
cados a la construccion de los C-obstaculos para robots articulados. En estos
trabajos se realizan tres suposiciones para simplificar la representacion, que ya

fueron expuestas en el capitulo previo, pero que es conveniente tener presente.

1. Elrobot est4 formado por una secuencia de p elementos A; hasta Ay, don-
de dos objetos sucesivos Aj y A ;1) estan conectados por una articulacion
prismatica o una de revolucién. A es el primer objeto de la secuencia y
estd conectado al espacio de trabajo por una articulacién. Una configu-
racién ¢ de A se representa por una lista de p parametros, (qi,- -, gp)-
Cada parametro ¢; (i € [1,p]) determina la posicion y la orientacion de

F5, respecto a Fy con Fy, = Fyy.

1—17

2. Cada articulacion ¢; varia en un intervalo limitado I; = (g; ,q;r ). Si g
corresponde con una articulacién de revolucién sin topes mecénicos, el

intervalo es I; = [0,27) y se emplea aritmética modulo 27.

3. Dos elementos A; y Aj cualesquiera no pueden chocar entre si. Por tan-
to, los tnicos choques que se consideran son aquéllos entre los elementos

A;(i € [1,p]) y los obstaculos B;(j € [1,q]).

También hay que tener en cuenta que la posicién y la orientacion de Fly,
respecto a Fyy, para cualquier ¢ € [1,p|, estd completamente determinada por
los parametros ¢; hasta ¢;. Como consecuencia, se denota por A;(q1,--+,q) a
la region de W ocupada por el objeto Aj;.

En general los trabajos desarrollados para la construccion de la region del

C-obstaculo para robots articulados se pueden agrupar en:
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1. Los que aplican la idea del planteamiento de descomposicion aprozimada

en celdas propuesta para robots moéviles a robots articulados. Este consis-
te en decidir si las celdas generadas por la descomposicién del C-espacio
pertenecen o no a la region del C-obstéaculo, utilizando las ecuaciones ex-
plicitas que definen los limites de los C-obstaculos. Para moviles estas
ecuaciones se pueden establecer utilizando los métodos presentados en la
seccion previa. Este planteamiento podria ser directamente aplicable a ar-
ticulados, pero las ecuaciones explicitas de los limites de los C-obstaculos
son mas dificiles de establecer y de explotar. En su lugar se utiliza un
método que consiste en discretizar el intervalo de movimiento de cada ar-
ticulacién en intervalos mas pequenos; después, se comprueba si el robot
colisiona o no con los obstaculos cuando las distintas articulaciones se en-
cuentran en estos subintervalos. Este método, con pequenas variaciones,

es el que se propone en [?], [?]y [?].

. Los que calculan las ecuaciones exactas del limite del C-obstéaculo. En estos

trabajos se consideran las ecuaciones algebraicas que definen los obstéacu-
los y las expresiones matemaéticas que describen la cinematica del robot.
A partir de las condiciones que establecen cuando los elementos del robot
intersectan con los obstéiculos se calculan las ecuaciones explicitas del li-
mite de los obstaculos en el espacio de las configuraciones. Este método,
para manipuladores articulados concretos, se presenta en [?]y [?] y para

cualquier tipo de manipulador general en [?]y [?].

En los siguientes apartados se van a analizar los diferentes algoritmos que

han sido propuestos en cada uno de estos dos grupos, comenzando por los que

se plantearon en primer lugar.

Existen distintos métodos para construir los C-obstaculos y la mayoria de

ellos se centran en manipuladores cuyo espacio de trabajo es R2. Pocos contem-

plan manipuladores trabajando en espacios tridimensionales, como el PUMA,

el SCARA, etc.
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3.2.1. Descomposiciéon aproximada en celdas

El principio general de la descomposiciéon aproximada en celdas se puede
aplicar a robots articulados para la construcciéon del espacio libre y la region
del C-obstéaculo. El planteamiento, sin embargo, es diferente debido a que para
este tipo de robots las ecuaciones que definen los limites de los C-obstaculos
son dificiles de obtener y de tratar. Por ello, en estos trabajos se sigue un
método ligeramente diferente que consiste en discretizar el movimiento de cada
articulacion en intervalos pequenos. Esto permite calcular, de forma aproximada,
la region de los C-obstéaculos y construir un grafo de conectividad, que se utiliza
para buscar un canal que conecte la configuracion inicial a la final en etapa de

planificaciéon de movimientos.

En primer lugar se describe el procedimiento bésico para construir una apro-
ximacioén de la regién del C-obstaculo en I; x --- x I, C RP. Cada intervalo I;,
i = 1 hasta p, se divide en intervalos mas pequenos que no se solapan J; j,, con
k; = 1,2,---, hasta alguna resolucién predeterminada. Si la regién recorrida
por A en el espacio de trabajo, cuando (g1, -, qp) varia sobre la celda de tipo
rectangular 61, X --- X 0pk,, NO intersecta con alguno de los obstéaculos, en-
tonces dq,x, X -+ X &1, forma parte del espacio libre C,ec; si no, se considera
que pertenece a la regién del C-obstaculo. Considerando todas las celdas, se
construye una aproximacion del espacio libre como una coleccion de pequenas
celdas de tipo rectangular. En la figura 7?7 aparece este sencillo procedimiento,
donde se muestra la division de cada intervalos en subintervalos que producen
colision (rayado) o no. Para la etapa de planificacion, se puede generar un grafo
de conectividad que represente la relacion de adyacencia entre estas celdas vy,
después, buscar un canal. Sin embargo, el método de planificaciéon en conjunto

no es muy eficiente en cuanto al tiempo de computacion y espacio de memoria.

L 1
2 .
7/ /A
~ - + - +
9 4§ % 4 49 9,
84 S 8

Figura 3.2: Construcciéon del C-espacio para un manipulador con p grados de

libertad
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A continuacién se describe un método donde se introducen unas simples mo-
dificaciones que permiten reducir de manera considerable el nimero de celdas
que tienen que ser examinadas de forma explicita. Se considera, inicialmente, el
primer elemento A; de A. Su posicién y orientacion en W dependen sélo del
valor de la coordenada ¢;. Si, para un valor dado de esta coordenada, intersecta
con un obstaculo, entonces no es necesario examinar los choques con los obsté-
culos del resto de los elementos, desde A3 hasta Ap. Ademas, el trozo completo
de dimension (p—1) de C' que se proyecta en el valor dado de ¢; forma parte de
la region del C-obstéaculo. Posteriormente, se considera el elemento A;. De forma
extendida, si para valores determinados de (g1, -, ¢;), el elemento A; intersecta
con un obstaculo, el trozo completo de dimension (p—i) de C' que se proyecta en
los valores dados de ¢; hasta g; forma parte de la region del C-obstaculo. Esto
sugiere construir una representacion del espacio de las configuraciones en forma
de un arbol de p-niveles ( [?] [?]), como se muestra en la figura ?7?. Los nodos
a profundidad i — 1(i € [1, p]) representan las descomposiciones del recorrido I;
en intervalos VACIOS y LLENOS. La raiz del arbol, es decir, el nodo a profun-
didad 0, representa el recorrido Iy. En este nivel, los intervalos VACIOS de la
descomposicion estéan formados por todos los valores de ¢; para los que A1(q1)
no choca con ningtn obstéaculo. Los intervalos LLENOS son el complementario
de los VACIOS en ;. A continuacion, los VACIOS se subdividen en interva-
los més pequenos 01 ,, con k1 = 1,2, -- hasta una determinada resolucion. El
arbol contiene un nodo a profundidad 1 para cada uno de esos intervalos. Se
toma uno cualquiera de ellos d; ;,. Su sucesor correspondiente representa una
descomposicion del recorrido Is en LLENOS y VACIOS. Los VACIOS estan for-
mados por todos los valores de g2 para los que Aa(q1,¢2) no intersecta con los
obstaculos cuando ¢; varia sobre d1 i,. De nuevo, los VACIOS se descomponen
en intervalos mas pequenos dg %, y asi sucesivamente. Excepto a profundidad

p — 1, los VACIOS se descomponen en intervalos mas pequenos & p, .

En la figura 77 se muestra el procedimiento propuesto en [?] para la cons-
truccion del C-espacio de un manipulador con tres articulaciones. Considerar el
nodo a profundidad 2 marcado con '*’ de la figura ??. Los intervalos VACIOS
de este nodo estan formados por todos los valores de g3 tales que A(g1, q2,q3)

no choca con los obstaculos cuando ¢; varia sobre 01k, y g2 varia sobre 2 ,.
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Figura 3.3: Procedimiento para la construccion del C-espacio de un manipulador

Debido a que se pueden clasificar trozos enteros como parte de la region del
C-obstéaculo en las primeras etapas del procedimiento, el tiempo y los requeri-
mientos de memoria para construir el &rbol son normalmente mas pequenos que

con la version mas simple del método presentada anteriormente.

9

S
iy ‘
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||[]JI|
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)

Figura 3.4: Manipulador planar de revolucion: (a) Espacio de trabajo (b) C-

obstéaculos

En la figura ?? (a) se muestra un manipulador planar con dos articulaciones
de revolucién entre cinco obstaculos poligonales, en dos configuraciones libres
marcadas respectivamente por (1) y (2). La figura ??(b) muestra la represen-
tacion del espacio de las configuraciones del robot que se ha construido con el
algoritmo descrito previamente. La region de los C-obstaculos se aproxima como
un conjunto de trozos (slices) paralelos al eje ga. Los puntos designados por 1 y
2 representan las configuraciones del brazo marcadas con (1) y (2) en la figura
(a).

El calculo clave para construir el arbol de la fig 7?7 es determinar el recorrido
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de los valores de ¢;(i € [1,p]) en el que A;(q1,- -+, qi—1,¢;) no intersecta con los

obstaculos cuando ¢, - - -, g;—1 varfan sobre los intervalos 61 ., -, 0i—1,%; ;-

En [?] se propone una técnica que consiste en fijar los valores de ¢1,- -+, ¢;—1,

por ejemplo, en los puntos medios g1 x,, - -, Gi—1,k;_, delos intervalos 61 g, -+, 0;i—1,x;_, -

Entonces el calculo se reduce a determinar los intervalos de valores de ¢; para los
que Ai(q1 ks Qi—1,k_q>¢) DO intersecta con los obstaculos cuando gira alre-
dedor de un eje fijo (para una articulacion de revolucion) o cuando se traslada

a lo largo de un eje fijo (para una articulacion prisméatica).

Sin embargo, si se fijan los valores de g1, --,¢;—1 en lugar de permitir que
varien sobre los intervalos, tiene el inconveniente de generar una aproxima-
cion del espacio libre que no garantiza que sea conservadora. Una forma de
abordar este inconveniente es calcular el desplazamiento euclideo méas largo de
cualquier punto en A; para cualquier ¢; € I;, cuando q,---,q;_1 varian sobre
01,k 0i—1,k;,_,- Bl objeto Aj se aumenta de forma isotrépica con este des-
plazamiento y este objeto aumentado es el que se utiliza para descomponer el

recorrido de I; en intervalos VACIOS y LLENOS.

En [?]y [?] se presenta un procedimiento para mejorar la construccion del
arbol que representa al C-espacio. El recorrido de I; se descompone en intervalos
clasificados como LLENOS, SEGURAMENTE VACIOS y POSIBLEMENTE
VACIOS. Los LLENOS se definen de la misma forma que en el caso preceden-
te. Los SEGURAMENTE VACIOS estan formados por todos los valores de ¢;
tales que el objeto Ai(q1, -,¢i—1,¢;) vy la superficie barrida por los objetos
Ait1,--+,Ap, cuando g;y1,- -, qp varian sobre I, -, I,, no intersectan con
los obstaculos. Los POSIBLEMENTE VACIOS son los complementarios de los
intervalos LLENOS y SEGURAMENTE VACIOS en [;. Solamente los intervalos
POSIBLEMENTE VACIOS se dividen en subintervalos méas pequenos.

En [?] se propone optimizar el procedimiento asociando con cada intervalo
POSIBLEMENTE VACIO en un nodo del arbol, una lista de obstaculos con los
que chocan los elementos Ajiq,- -, Ap. Posteriormente, cuando se consideran
los sucesores de este nodo, solamente se tienen en cuenta los obstaculos en esta
lista para examinar las posibles colisiones de A;;1. Entonces, en cada intervalo
POSIBLEMENTE VACIO de I;41, se reduce la lista eliminando los obstaculos

que no colisionan con la superficie barrida por Aj;2, -, Ap.
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Para finalizar este analisis, hay que resaltar que todos los métodos basados en
la descomposicion presentan una gran carga computacional. Esto ha conducido
a abordar otra filosofia donde se calculan las expresiones analiticas de los C-

obstéculos para manipuladores.

3.2.2. Ecuaciones del limite de un C-obstaculo

Asi como el método de la descomposicién aproximada en celdas se aplica
indistintamente a un brazo planar o espacial, los procedimientos que calculan
las ecuaciones algebraicas de los C-obstaculos dependen en gran medida de los
grados de libertad del brazo. En los dos apartados siguientes se analizan por
separado los procedimientos mas representativos que siguen esta vertiente, para

robots planares, en primer lugar, y para espaciales, posteriormente.

Manipuladores articulados en el plano

Uno de los primeros anélisis de la geometria de los limites de los C-obstaculos
para distintos brazos planares fue presentado por Lumelsky en [?]. En ese
trabajo el autor plantea que la transformaciéon de los obstaculos del espacio
de trabajo al espacio de las configuraciones esta fuertemente relacionado con
la cinemética inversa del mecanismo robdético. Ademas, para un manipulador
planar con dos articulaciones de revolucién y cuyos elementos son segmentos de
lineas rectas (figura ?7?), propone utilizar un toro para representar su espacio
de las configuraciones. Para este manipulador, la posicién del efector final en

coordenadas cartesianas viene dada por

x = lycos(fr) + lacos(fy + 62) (3.1)

Yy = I sin(@l) + I sin(91 + 92) (32)

Las dos configuraciones que puede que adoptar el manipulador para que el efec-
tor final esté en contacto con un obsticulo puntual situado en las coordenadas
cartesianas (z,y), se obtienen a partir de la resolucion de las ecuaciones de la
cinematica inversa

2 +y? + l% — l%

201/ 22 + 2

61 = arctan(

8] |<

) £ arc cos(

) (3.3)
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\/

Figura 3.5: Manipulador planar con dos articulaciones de revolucién

2?2+ y? 1212

62 = TFarccos( 2L,
1

) (3-4)

Estas dos configuraciones, codo arriba y codo abajo, se corresponden respecti-
vamente con la eleccion de los signos superiores e inferiores de las soluciones (£
y F)-

En [?] se propone simplificar estas expresiones utilizando las coordenadas

polares del punto en lugar de coordenadas cartesianas, obteniéndose:

r?+12—13
61 = ¢+arc COS(T) (3.5)
2_ 72 _ 72
0y = Farc COS(# (3.6)
donde
r = 22+ y? (3.7)
¢ = arctan(g) (3.8)

X

Para obtener la transformacion de los obstaculos desde el espacio de trabajo al
C-espacio hay que calcular todos los puntos de contacto a lo largo de toda la
longitud del robot y no so6lo con el efector final. Considerando las colisiones con
el segundo elemento (con el primero son triviales), la solucién no es tnica, sino
que hay un conjunto infinito de soluciones parametrizadas por la variable s (ver

figura ??). Asi un obstaculo puntual en el espacio de trabajo se transforma en
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una curva en el C-espacio, cuyas ecuaciones son:

r? + 12 — 52

61 = ¢+ arccos( o7 ) (3.9)
2 g2 2
6, = Farc COS(%) (3.10)

El signo doble que aparece en la expresiéon de 6y y 02 pone de nuevo de
manifiesto las dos configuraciones, codo arriba y codo abajo, con las que el ma-
nipulador puede contactar con un punto. Ademés, las dos expresiones previas
tnicamente definen los choques del segundo elemento con el obstaculo pun-
tual. Para puntos situados a una distancia s < [;, hay que tener en cuenta las
configuraciones con las que el primer elemento contacta con el obstaculo [?].

Concretamente

b = ¢ (3.11)

b = [02,,.,02 (3.12)

min? max ]

Un método general para obtener las ecuaciones del limite del C-obstaculo
para manipuladores planares con n elementos se propone en [?]. Utiliza modelos
poligonales para los elementos del robot y los obstaculos y determinan los limites
de los obstaculos en el espacio imagen del robot. Después, los limites de los
obstéaculos son transformados de nuevo al espacio de las configuraciones del
robot.

Mas concretamente, el método consiste en utilizar el espacio imagen, donde
se usa un cuaternion para representar el desplazamiento planar de un sistema de
referencia desplazado respecto de uno fijo. El contacto entre un objeto poligo-
nal con otro se representa por una subvariedad del espacio imagen denominada
variedad de contacto. El movimiento de un elemento como parte de un robot se
representa por otra subvariedad del espacio imagen denominada variedad alcan-
zable. La interseccién de ambas variedades define la posicion del efector final que
simultaneamente satisface las condiciones de alcanzabilidad y de contacto. La
parametrizacion de la interseccion utilizando las variables de configuracion de
un robot proporciona la ecuaciéon explicita para el limite del C-obstaculo. Este
método se aplica en [?] a un robot planar 2R y en [?] a dos robots planares 2R
cooperantes, para determinar las ecuaciones de los limites de los C-obstéaculos.

Es interesante considerar la geometria de los obstaculos en el espacio de las
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Espacio de Trabajo

N
N

Figura 3.6: Obstaculos en el espacio de trabajo

Espacio de las Configuraciones
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Figura 3.7: Obstaculos en el espacio de las configuraciones

configuraciones en funcién de su posicion en el espacio de trabajo ( [?] [?]).
En la figura 7?7 se muestran nueve obstéculos puntuales que se encuentran en el
espacio de trabajo de un manipulador planar de revoluciéon. Estan igualmente

espaciados, con ¢ variando desde —7 hasta 7 con incrementos de 7/4. Los cuatro
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que se encuentran situados a mayor distancia radial del origen s6lo pueden
chocar con el segundo elemento, mientras que el resto pueden colisionar con
ambos. En la figura 77 se muestran los nueve obstéculos en el espacio de las

configuraciones.

= Los cuatro obstaculos cuya distancia radial es mayor que [y, s6lo pueden

colisionar con el segundo elemento y aparecen con forma de ’S’ invertida.

= El resto (que pueden colisionar con ambos elementos) se muestran como
lineas rectas, paralelas al eje 02, con trazo discontinuo para los choques con
el primer elemento y con trazo continuo para las colisiones con el segundo

elemento.

En [?] y [?] se pone de manifiesto que el Gnico pardmetro que afecta a
la curva del C-obstaculo es el radio r donde se encuentra el obstaculo puntual,
mientras que el angulo ¢ solamente introduce un desplazamiento en 6;. Enton-
ces, se cumple que el C-obstaculo para un punto con coordenadas (7, ¢) se puede
obtener a partir del C-obstaculo de otro punto con coordenadas (r,0) despla-
zando en la direccion #; una cantidad ¢. Con esta propiedad, en [?] y [?] se
propone construir mapas de primitivas del C-espacio para un manipulador dado
almacenando el C-espacio generado a partir de obstaculos puntuales con ¢ = 0
y diferentes valores de r. Este mapa de primitivas forman una familia de curvas
en el C-espacio dependientes del parametro r. Esta propiedad se cumple pa-
ra manipuladores planares de revolucién cuyos elementos estan modelados con
segmentos de linea y para otros con elementos poligonales. En [?] se obtienen
las ecuaciones de la cinematica inversa para un manipulador con dos elemen-
tos poligonales. También en [?] y [?] se considera la extension a obstaculos
poligonales. En este caso la proyeccion de los obstaculos en el C-espacio viene
representada por regiones limitadas por las mismas formas que para el caso de
obstéculos puntuales y un manipulador con elementos modelados por rectas. Las
curvas que limitan la region del C-obstaculo provienen de los contactos entre un

punto (un vértice) y un segmento de linea.
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Manipuladores articulados en el espacio

En [?], [?] ¥ [?] se propone la extension de sus algoritmos a robots es-
paciales, mediante una técnica denominada slicing. Esta es una variante del
planteamiento de la descomposicion aproximada en celdas. Consiste en descom-
poner el recorrido de uno de los grados de libertad en un nimero finito de
intervalos. En cada intervalo, se calculan los contactos con los obstaculos con-
siderando tnicamente los grados de libertad restantes. Este planteamiento es
aplicable directamente a estructuras mecénicas donde dos ejes de articulacion
intersecten.

Concretamente, en [?], [?] y [?] aplican el método a estructuras mecanicas
tipo PUMA, aunque so6lo analizan las tres primeras articulaciones, obteniendo
C-espacios tridimensionales. Asi, consideran que los dos ultimos elementos tra-
bajan en un plano, al igual que el manipulador planar con dos articulaciones
de revolucién analizado previamente. Dicho plano viene determinado para un
valor concreto de 6y, el grado de libertad asociado a la articulaciéon de la cintu-
ra. Como en el caso del planar, los C-obstaculos forman una familia de curvas
parametrizadas por un parametro. De hecho, es exactamente la misma familia
de curvas, ya que el efecto de 8y es seleccionar el plano donde se produce la
interaccion con el obstaculo. En tres dimensiones la forma del obstaculo trans-
formado depende tinicamente del radio » donde se encuentra. Dependiendo de
la posicién del punto, esta primitiva se traslada en el C-espacio una cantidad
¢ en 0,y ¢g en Oy, donde ¢ y ¢g son las variables angulares del obstaculo,
considerando coordenadas esféricas.

El método propuesto por [?]| para robots planares y obstaculos poligonales
se generaliza en un trabajo posterior [?] para robots espaciales y obstaculos
poliédricos. En [?] se presenta una formulacion algebraica de los limites de los
C-obstaculos para robots espaciales con desacoplo cinemético. Esta formulacion
se aplica a un robot PUMA para obtener las ecuaciones parametrizadas del li-
mite de los C-obstaculos. Sin embargo, en este método se supone una fuerte
simplificacién, como es la de modelar el brazo por una cadena de dos articula-
ciones esféricas. Ademas, solamente considera la parte del limite del C-obstaculo
debida a choques con el efector final.

Existe otro trabajo [?] para obtener las ecuaciones del limite de los C-
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obstaculos para manipuladores que trabajan en entornos poliédricos. Los obs-
taculos se modelan como uniones de caras triangulares, y los manipuladores
mediante segmentos de linea. Las ecuaciones del limite de los C-obstaculos se
calculan a partir de las condiciones que definen la interseccion entre las caras
triangulares y los segmentos de linea. Ademaés, se muestra que las expresiones
explicitas de los limites se pueden obtener para manipuladores cuya cinemé-
tica se represente con la notacion de Denavit-Hatenberg. Mas concretamente,
se muestra que la ecuacion del limite para la variable de una determinada ar-
ticulaciéon se puede resolver explicitamente en funcion de las variables de las
articulaciones previas. Para validar el método, se aplica a un robot Adept cuyos
elementos se aproximan por una unioén de cilindros. Los obstéculos se aumentan
en todas las direcciones por el radio de los cilindros y los elementos del robot
se reducen a los ejes del cilindro. Se analizan las intersecciones en los ejes del
cilindro y las uniones de los tridngulos que aproximan a las superficies de las

obstaculos aumentados.

3.2.3. Consideraciones finales

Una vez presentados de forma detallada los métodos més destacados pa-
ra representar los obstaculos en el C-espacio de manipuladores articulados, se
comentaran los inconvenientes mas importantes que cada grupo, en conjunto,

posee.

1. En los métodos que se engloban en el primer grupo es necesario construir
una representaciéon, mas o menos aproximada, de los elementos que consti-
tuyen el robot para un conjunto elevado de configuraciones. En alguno de
ellos hay que construirla para todas las configuraciones. Esto supone una

elevada carga computacional asociada al célculo de la cineméatica directa.

Ademas, habria que aplicar de forma explicita un test de colisiones para
todos los elementos en todas las configuraciones consideradas. Este test
de colisiones serfa realizado con los métodos expuestos para los robots

moviles.

2. Respecto al segundo grupo, hay que destacar que no existen muchos tra-

bajos dedicados a robots articulados, y concretamente a brazos espaciales.
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Los procedimientos propuestos calculan explicitamente las ecuaciones del
limite de los C-obstaculos realizando una serie de simplificaciones. En pri-
mer lugar, simplifican la geometria de los elementos del robot y de los
obstaculos. Concretamente, modelan los objetos mediante regiones alge-
braicas. Esto supone aproximar tanto a los elementos del robot como a
los obstaculos por un conjunto de formas geométricas. Incluso, se llega a
modelar al robot mediante segmentos de linea. Ademas, existen distintas
técnicas que sustituyen la estructura mécanica del robot por otra més facil
de analizar. Todas estas simplificaciones, en general, son muy restrictivas
para manipuladores articuladores trabajando en espacios tridimensionales,

aunque no tanto para planares.

En segundo lugar, no todas las técnicas tienen en cuenta las colisiones
entre todos los elementos que constituyen el brazo y los obstaculos. Nor-
malmente, se restringen al estudio de los contactos con el efector final del

robot.

Como consecuencias de estas simplificaciones, aunque con estos métodos se
logre disminuir el tiempo de computacion, los C-obstaculos que se obtienen

son una version aproximada de los reales.



Capitulo 4

Formalismo Matematico

Propuesto

En este capitulo se va presentar el formalismo matemético que se ha plan-
teado para proyectar los obstaculos en el espacio de las configuraciones. En
concreto, se propone una nueva representacion de los C-obstaculos basada en la
definicion de tres funciones, que representan respectivamente: al robot en una
determinada configuracion, a los obstéculos en el espacio de trabajo y a los
obstéculos en el espacio de las configuraciones. Esta tultima funcién, que toma
valores sobre el espacio de las configuraciones, se define por medio de una in-
tegral sobre el espacio de trabajo del producto de las otras dos funciones. Asi,
evaluando si dicha funcién es definida positiva, se decide si una configuraciéon
pertenece a la region de los C-obstéaculos.

Una vez que en la primera seccién se ha planteado la base teoérica propuesta,
en la siguiente se muestra cémo se puede simplificar el calculo de esa funcién, si
se cumplen unas determinadas condiciones. Esa expresion simplificada conduce
a proponer una nueva donde aparece el producto de convolucién de las funciones
que definen al robot y a los obstéculos sobre un determinado conjunto de varia-
bles, que depende de las estructuras roboticas concretas. Este es el objetivo de
la siguiente seccion. Para finalizar este nuevo planteamiento se propone aplicar
el Teorema de Convolucion para el célculo de dicha integral.

En capitulos sucesivos se aplicara este formalismo a las estructuras roboticas

o7
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mas representativas. Entre ellas cabe destacar los robots moviles con cualquier
forma geométrica y los articulados mas tipicos, como son: el PUMA, el SCARA y
el de Stanford. Se obtendran distintos algoritmos para calcular los C-obstaculos
que pondran de manifiesto las ventajas del procedimiento respecto de los revi-

sados en el capitulo previo.

4.1. Base Teoérica Propuesta

En esta seccién se va a proponer una nueva representacion de los C-obstaculos,
basada en la integral del producto de dos funciones: una que representa al ro-
bot y la otra a los obstéaculos en el espacio de trabajo. Se comprobaré que esta
definicién coincide con la propuesta en [?].

Sean W y C el espacio de trabajo y el espacio de las configuraciones de un
robot, respectivamente. Asi, la funciéon A que se propone para representar al
robot situado en un punto z € W en la configuraciéon ¢ € C' vendria dada por

la siguiente definicion.

Definicion 9 Sea A(q) el subconjunto de W que representa al robot en la con-

figuracion q. Se define la funcion A: C x W — R como

Alg.z) = 1 sizeA(g) (4.1)
0 sizé Ag)

De la misma forma, la funcién B que se propone para representar a los obstaculos

en el espacio de trabajo, estaria definida como se muestra a continuacion.

Definicion 10 Sea B el subconjunto de W formado por los obstdculos. Se define

la funcion B : W — R como

1 sizeB
B(x) = (4.2)
0 siz¢gB

Con estas dos funciones A y B, la nueva definicién que se propone para calcular

los C-obstaculos seria la siguiente:

Definicion 11 Sea la funcion CB : C — R definida como

CB(q) = /A(q,:C)B(:L’)d:C YgeC, VYreW (4.3)
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Se define la region CBg como el subconjunto de C' que verifica
CBf ={q e C/CB(q) > 0} (4.4)

En el siguiente teorema se va a demostrar que la nueva definiciéon coincide con

la propuesta por Lozano-Pérez en [?], que es ampliamente aceptada y utilizada.

Teorema 2 Sea CB = {q € C/A(q) NB # 0} la region del C-obstdculo pro-
puesta por [?]. Entonces, se cumple que CB = CBs.

Demostracion
a) CB c CB¢

Esto es equivalente a demostrar que
VgeC si ¢qe CB=qec CB¢

es decir, que

VgeC si ¢geCB=CB(q)>0

Se va a demostrar por reduccién al absurdo. Supongamos que
Jdg€ CB talque CB(q)=0
Si CB(q) = 0, por la definicion ?? se tiene que
/A(q,m)B(m)dax =0
y como, ademas, las funciones A(q,z) y B(x) son definidas positivas
VeeW A(g,xz) >0 y B(x)>0
entonces tiene que cumplirse que
Ve e W A(g,x)B(z) =0

esto implica que

VeeW A(g,z)=0 6 B(z)=0

Con lo que se tiene que

VeeW z¢A(q) 6 z¢B
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y, por tanto

VeeW z¢A(gNB

Como consecuencia g ¢ CB, llegando a una contradicciéon con la hipotesis esta-
blecida.
b) CBf C CB

Esta condicién equivale a demostrar que
Ve C si g€ CBf=qecCB

es decir, que

VgeC si qeCBr= A(q)NB#0D
Esto se va a demostrar por reducciéon al absurdo. Supongamos que
Jdg€CBs talque A(g)NB=10
Esto implica que
VeeW z¢&A(¢g)NB

y, por tanto, que

VeeW x¢ZA(q) 6 z¢B
Entonces, por las definiciones 7?7 y 77, se tiene que
VeeW A(qg,z)=0 6 B(z)=0
Esto lleva a que
VeeW A(q,z)B(x)=0

y, por la definicion 77,

CB(gq) =0

Como consecuencia q € CBg, que esta en contradiccion con la hipotesis inicial.

Corolario 1 Sea Cgree €l conjunto de configuraciones libres de colisiones. En-
tonces,

S Ciree & CB(q) =0

Luego, para conocer si el robot en una configuracion dada ¢ colisiona o no
con los obstaculos es necesario calcular la funcién CB(q) (?7). En este calculo

juega un papel fundamental la funcion A(q, z) (?7).
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4.2. Propiedades de los C-obstaculos

A continuacién se van a presentar tres propiedades sobre la representacion
de los obstaculos en el C-espacio. Las dos primeras son vélidas para cualquier
tipo de robots, mientras que la tercera esta relacionada exclusivamente con
robots articulados. Con la definicion de C-obstaculo propuesta (??) se pueden
demostrar, de forma inmediata.

- Propiedad 1

Si CB% y CB? son, respectivamente, las regiones de los C-obstaculos donde
se proyectan los obstaculos B! y B2, entonces la region CB#? donde se proyecta

B! UB? se obtiene como
CB}? = CB; UCB?

Esta propiedad se ha utilizado en muchos trabajos ( [?] y [?]) para encontrar
los C-obstaculos debidos a objetos complejos si se conocen los correspondientes a
formas de obstaculos elementales en los que se pueden descomponer o aproximar.

- Propiedad 2

Si CB% y CB? son, respectivamente, las regiones de los C-obstaculos donde

se proyectan los obstaculos B! y B2, y B! C B2 entonces
CB? = CB} UCB?

o bien

CB; C CB?

Esta propiedad puede reducir el tiempo de calculo asociado con la ejecu-
cion de un determinado algoritmo disenado para la representacion de los C-
obstaculos. Si inicamente se proyecta el contorno de un obstéculo al C-espacio
entonces se tiene el limite del C-obstaculo. Esta idea se ha utilizado en algu-
nos procedimientos de planificacion ( [?] y [?]), que trabajan con C-espacios
discretos, para calcular el C-obstaculo. En primer lugar, calculan su limite con
un determinado algoritmo y después utilizan alguna técnica para rellenarlo que,
en general, proviene de Informatica Grafica. Ademas de reducir el tiempo de
célculo dedicado al calculo del C-obstaculo, se reduce el tiempo empleado en la

deteccién de colisiones, ya que solamente es necesario realizarla con el limite y,
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asi, se tiene garantizada la protecciéon con el interior. También es la base de los
trabajos que obtienen los contornos de los C-obstéculos.

- Propiedad 3

Sea A un robot articulado formado por dos elementos A; y As. Si CBy¢
y CBag¢ son, respectivamente, las regiones de los C-obstaculos debidas a los
elementos Ay y Az donde se proyecta el obstaculo B, entonces la region CBg¢

del C-obstéaculo debida al robot A donde se proyecta B se obtiene como
CBs = CB;r U CByf¢ (4.5)

Esta propiedad es la base del calculo de los C-obstaculos para robots for-
mados por varios elementos conectados mediante articulaciones prisméticas o
de revolucion. Se cumple gracias a la estructura mecanica de los manipuladores
articulados. En la expresion 77, no se han considerado las colisiones entre los
distintos elementos que integran la cadena cinematica del brazo, dado que este
célculo s6lo es necesario efectuarlo un tnica vez para cada robot articulado. Por
tanto, el tiempo de calculo esta particularmente asociado con determinar los dos

términos de la expresion ?77.

4.3. Parametrizacion de W y C

En la seccién previa se presentaban las expresiones para las funciones B,
CB y A, definidas, respectivamente, sobre los espacios W, C'y C' x W, sin su-
poner ninguna parametrizacion especifica de Wy de C. En esta seccion se va a
seleccionar una representaciéon tanto de C' como de W en forma de una lista de
parametros reales, que permitira obtener la correspondiente forma parametriza-
da de las funciones previamente definidas. Esto serviré de punto de partida para
exponer, en la seccidon siguiente, un método que permite simplificar el calculo
de la funcién CB.

Una representacion de W y de C' viene dada seleccionando un sistema de
referencia Fyy para el espacio de trabajo y otro F4 para el robot. Respecto de
ellos, se eligen las coordenadas de trabajo para C'y W, de tal forma que un
punto x de W vendra expresado respecto del sistema de referencia Fy, por las
coordenadas

(1‘1,1’2," 'azn)
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donde n es la dimensién de W. Una configuracioén g viene representada por una
lista de pardmetros

(q15q27 o 7Qm)
que especifican la posicién y orientacién de F4 con repecto a Fyy, siendo m la
dimensién de C. En general, se cumple que n < m.

Con esta parametrizacion de C'y W la funcién A dada previamente (?7)

A:CxW — R

(Q1,"',qm)><($1,"',$n) . A(Q17"'an7$17"'7$n)

estaria definida como

]_ Sil’,"',l’n €A y sy Qm
A(Qla"'a‘]malﬂla"'aﬂfn) = . ( ! ) (Q1 q ) (46)
0 Sl(Ila"'amn)gA(qla"qu)

donde A(q1,--+,qm) es el subconjunto de W que representa al robot en la con-
figuracion (g1, -, qm)-

De la misma forma la funcion B, (77),
B:W — R
(Ila"'wxn) — B(x17"'7xn)
se definirfa como

1 si(zq,---,2,) €B
B(zy,-- -, an) = (@1 ) (4.7)
0 si(z1, - -,2,)¢B

siendo B el subconjunto de W formado por los obstéculos.
La funcion CB, (?7?)
CB:C — R
(q1,--+,qm) — CBlay, -+ qm)

estaria definida como

CB(q1,-~,qm) = /A(qla"'aQMaxla"'vxn)B(mla'"amn)dxl"'dzn (48)

A continuacion se va a comprobar como eligiendo unos sistemas de referencia
y unas coordenadas adecuadas, tanto en el espacio de trabajo como en espacio
de las configuraciones, se puede evaluar la integral (??) de forma mas simple,

reduciendo, por tanto, la carga computacional.
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4.4. Simplificacién del Calculo de CB

La dificultad méas importante para el calculo de esta integral se encuentra en
la evaluacion de A(qq, -+, qm, 1, -, Zn). Una forma de simplificar el calculo es

encontrar una funciéon A’ tal que la integral anterior (?7?) esté dada por

/ N0, 50, Gr g1y Gy T1GL, TGy Ty ) B(@1, - @y )dy - - - dy,
(4.9)
De esta forma existe una dependencia funcional mas sencilla en la funcion A’.

El problema es determinar si existe la funcion A’ y cuél es su definicion,
lo que constituye el proposito del siguiente planteamiento. En primer lugar es
necesario seleccionar los sistemas de referencia, Fa y Fy, para el robot y el
espacio de trabajo, y después hay que elegir las coordenadas adecuadas para
C y W. Esta determinacién de sistemas de referencia y coordenadas se ha de
realizar con el objetivo de encontrar un morfismo

p:CxW — CO'xW
(g, 5 am) X (@1, @) — (g1, @) X (2,0, 27,)

definido como

Vie{l,---,r} i =xj—q; q;=0
Vie{r+1,---m,} ¢ =q

Vee{r+1---n} x}, =z
donde 1 < r < n, de forma que la funcion A = A’ o ¢ definida de C' x W’ en R

verifique que
oA’
aq;

De este modo se consigue que A’ sea independiente de un subconjunto de ¢, es

=0 Vje{l---r} (4.10)

decir,

/

A/(Oa'"70aQ;~+1a'"aqumxlla"'azn)
o con la definicién del morfismo ¢
AI(Ov"'70aQT+1a"'7Qm;5L’1 — 41, Ty 7QT;mr+17"'axn)

Por tanto, si es posible seleccionar dichos sistemas de referencia y coordena-

das el calculo de CB(q) (??) vendria dado por

CB(ql?"'?qm) = /A(ql’...’qm’xl’...’zn)B(zl’...’mn)dxl...dzn
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= /(A/ O¢)(Q17" 5 dm, L1, '7xn)B(1’17" ';mn)dxl o dxn

En definitiva, se obtiene la expresion (??) para el calculo de C'B(q).

4.5. Calculo de CB Utilizando la Convoluciéon

Como se analizara a continuacion, en el calculo de C'B(q) aparece el producto
de convolucion de dos funciones sobre un conjunto de variables que depende de
la estructura del robot considerado. Este aspecto sera crucial a la hora de reducir
la complejidad computacional, ya que para el célculo de la convolucion existen
algoritmos fuertemente optimizados.

La convolucién de dos funciones f1 y fo definidas en R™ es una nueva funciéon

dada por

(fl *fQ)(xla"'axn) - /fl(xlla"'ax{n)fQ(zl 71]1;"'73371 *x{n)dxll dlE%

Si para esas dos funciones f; y fo solamente se produjera convolucién sobre

algunas variables, digamos r con 1 < r < n, se tendria

(fl*fQ)(l"u"',iC'r) :/fl(xllv T 7x;z)f2(zlfx,17 o 'azT*x;azTJrlv T 7xn)dx,1 e 'dx;

Teniendo en cuenta esta tltima definicion, el producto de convolucién aparece en

el calculo simplificado de C'B (??) si previamente se realiza el siguiente cambio
Al(oa'"507q7‘+17"'7qm5q1_x17"'7q7‘_Iwa’!‘-‘rla"';xn) = (411)
AI(Oa' o 507q7‘+17" 5qm,T1 —q1, T — qpy Tpg1, """ ;In)

Asi, se obtiene la siguiente expresion para C'B(q)

/AI(O7" '705q7“+1;' oy dmy Q11,0 QT Tpg 1, "7xn)B(x17" '7xn)dm1 : dxn

(4.12)
Entonces, en el calculo de CB(q), aparece el producto de convolucion de las
funciones A’ y B sobre el conjunto de variables {z1,-- -, x,}. Es decir, se llegaria
a la siguiente expresion para CB(q1, -, Gm)

/(A/(07...,07qr+17...,qm) *B)(xh...,xr)(ql, ey Tyttt l‘n)dl‘TJrl e d’JJn (413)

Para llegar a esta expresion es fundamental la seleccion de los sistemas de
referencia y coordenadas. Esta seleccion depende de la estructura mecanica del

robot que se considere en cada caso.
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4.6. Calculo de CB Utilizando la Transformada
de Fourier

En este apartado se mostrara como el calculo de C'B(q) se puede realizar
aplicando el Teorema de Convolucion. El objetivo no es otro que el de utili-
zar algoritmos fuertemente optimizados, ya existentes, que permitan reducir la
complejidad computacional de este calculo.

El Teorema de Convolucién establece que, dadas dos funciones fi(x) y
f2(x) definidas en R cuyas Transformadas de Fourier (FT) son respectivamente

Flf1(@)] y Flf2(z)] entonces es:

Fl(fr+ f2)(@)] = Flfr(2)] - Flfr(2)]

Este teorema es muy ttil, pues permite calcular el producto de convolucién
de dos funciones como la Transformada de Fourier inversa del producto de las
Transformadas de ambas funciones.

Considerando Transformadas en la expresion 77 del célculo de C'B y utilizando

este teorema se llega a

(z1, @)

FlcB) = / F LA 0raris vy (@102 Qs Trs )]

f[B(QIa ey Tpg1, 7xn)](g;17~~~,;cr) deJrl o dx’ﬂ

Los subindices (z1, - -, z,) indican que se trata de Transformadas de dimension
r de funciones definidas en R™. Sobre el resto de las coordenadas (41, -, Zn)
donde no se produce convolucion se efectta la integracion.

Dependiendo de la estructura mecanica de cada robot en particular, esta
expresion tendra una forma concreta. Sin embargo, se puede observar que, a di-
ferencia de otros métodos, la complejidad computacional no depende de la forma
ni del namero de vértices del robot y de los obstéculos. Unicamente depende de
la rapidez con la que se realice el producto de convoluciéon o la Transformada
de Fourier. Existen algoritmos muy optimizados que reducen drasticamente la
carga computacional si se utiliza la Transformada de Fourier. Esta caracteristi-
ca seré analizada profundamente cuando se presente la expresion discreta y los

algoritmos correspondientes para la construcciéon de los C-obstaculos.



Capitulo 5

Aplicaciéon del Formalismo

para Robots Moéviles

En el capitulo previo se ha propuesto, de forma general, un formalismo ma-
teméatico para calcular los C-obstaculos. En el capitulo actual y en el siguiente
dicho formalismo se particularizara tanto a robots moviles como a articulados. Se
ha comenzado por la aplicacién a robots moviles porque en ellos se puede intuir
de forma facil que los C-obstéculos se pueden obtener calculando el producto de
convolucion del robot con los obstéculos. De forma grafica la convolucion de dos
funciones se representa considerando el movimiento libre de un objeto definido
por una de las funciones sobre un espacio donde existe otro objeto definido por
otra. Asimismo, un C-obstéaculo se puede obtener desplazando el robot movil a
lo largo del contorno del obstaculo en el espacio de trabajo. Sin embargo, cada

caso particular que se va a tratar presenta diversas peculiaridades.

En este capitulo se va a aplicar el formalismo a tres robots méviles diferentes.
En las tres situaciones, el robot se mueve por una superficie plana. En primer
lugar se ha elegido un robot con forma de disco sin marcas, un ejemplo sencillo
que facilitara la comprension del método y del formalismo matematico general
propuesto en el capitulo anterior. Posteriormente, se analizara el caso de una
plataforma mévil con cualquier forma geométrica que puede desplazarse y girar
libremente en R?. Esto permitira extender, finalmente, el procedimiento para

el calculo del C-espacio de una plataforma con tres dimensiones que se mueve

67
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sobre un plano.

5.1. Robot Circular M6é6vil en el Plano

En esta seccion, se considera un robot A con forma de disco sin ninguna
marca, con simetria axial, que se desplaza y gira libremente en un espacio de
trabajo W C R2.

En W se define un sistema de referencia Fyy fijo. En este caso es adecuado
trabajar en W con coordenadas cartesianas. Ademés, se define un sistema de
referencia F4 que se mueve con el robot. Debido a la simetria axial del robot
se situa el origen de F4 en el centro del robot. En la grafica 7?7 se muestra la

eleccién de los sistemas de referencia que se ha efectuado .

Qy X

Figura 5.1: Sistemas de referencia para robot circular mévil en el plano

Dada su simetria, una configuraciéon ¢ de A vendria dada tinicamente por la
posicion de F4 con respecto a Fyy, a la que denotamos, por (z,,y,). Por tanto,
el espacio de las configuraciones se puede representar como un espacio euclideo
C C R%

Entonces la funciéon B definida sobre W en R estaria dada por

1 si(z,y)eB
Bla,y) = | (5.1)
0 si(z,y) ¢B
donde B es el subconjunto de W que representa a los obstéculos.

En cuanto a la funciéon definida en la expresion 7?7 A : C x W — R estaria
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dada por
1 si(2,y) € A, .y,

0 si(z,y)¢ A,y

donde A, , es el subconjunto de puntos de W que representa al robot en la

A(m,«,y,-,ac,y) = (52)

configuracion (z,, y,).

Obstaculo
(x,
.)W_B\O
()

— !

Figura 5.2: Definicion de A y B para robot circular movil

La definicién de estas funciones se puede observar en la figura ?7. Con ellas,

la funcion CB : C — R (77) estaria definida como

CB(zy,yr) = /A(x,.,y,.,x,y)B(ac,y)dxdy (5.3)

Como se ha puesto de manifiesto en el formalismo matematico propuesto,
para simplificar el calculo de esta integral hay que encontrar una funcion A’
definida sobre C’ x W’ en R, de forma que sea independiente de un subconjunto
de parametros que definen una configuraciéon. Para ello, hay que elegir unos
nuevos sistemas de referencia. Concretamente, se han elegido Fyyr = Fay Far =
F, (figura ?7).

Respecto de estos sistemas, C’ contiene una tnica configuracion dada por
g = (0,0), con lo que la funcion A’

A:C'xW — R
0,0,2",y — A(0,0,2',y")

estarfa dada por
1 si(2,y') € A

AI(O7 0) $I7 yl) =
0 si(z,y)¢ A(o,o)

(5.4)
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donde A g ) es el subconjunto de puntos que representa al robot en la configu-

racion g = (0, 0) respecto de Fyy+ (figura ?7).
b
Y

A)

Noay TR
Gy

A X
"Wy 0
NG
e

Figura 5.3: Definicion de A’ para robot circular movil

Solamente es necesario definir un morfismo ¢ tal que A = A’ o ¢. Este
morfismo produce el cambio de coordenadas de C x W en C’ x W'. Su definicién

serfa
d=r—x Y =y-—y
z. =0 yr =0

y con ello
A(@r, yr,,y) = (A" 0 @) (@r,yr, 2, y) = AY(0,0,2 — 2,y — yy)
Dada la definicion de las funciones A (?7) y A’ (?77), se tiene que
A(0,0,2 = zr,y —yp) = A0,0,2 — 2r, y — )
y, por tanto, se llega a que
A(@r, yr,2,y) = A(0,0,2 — 27,y — ) (5.5)

Asi se obtiene que la funciéon caracteristica A que define al robot en una confi-
guracion cualquiera (z,,y,) y en un punto del espacio de trabajo (z,y) coincide
con dicha funcion, considerando al robot situado en la configuracion (0, 0) y efec-
tuando una traslacion en las coordenadas del espacio de trabajo. Por similitud

con la notacion del robot en una configuraciéon dada, se denota por

A(O,O)(x*xrvy*yr) = A(0,0,2 -z, y — yr) (5.6)
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A partir de (??) y (?7?) se obtiene

A(xTayTax7y) = A(O,O)(I —$7-,y_y7-) (57)

Con las expresiones (??) y (??), se puede calcular CB como

CB(er,y) — / A@r,yor 2, y) B, y)dudy

/A(o,o) ( —zr,y — yr) Bz, y)drdy (5.8)

De esta forma, se observa que pueden encontrarse unas coordenadas para el
espacio de trabajo, directamente relacionadas con la estructura fisica del robot,
y una representacion (z,,y,) de C, que permiten trabajar en un determinado
atlas. En éste, existe un morfismo que, con funciones caracteristicas del robot,
hacen al robot independiente de alguna de las coordenadas del espacio de las
configuraciones. Se consigue simplificar, asi, el calculo de C'B(q).

Si en la expresion de CB (??) se considera la funcion

f‘_l(o,o) (307- — Ty Yr — y) = A(o,o) (30 — T, Y — yr) (5-9)

entonces aparece el producto de convolucién de dos funciones definidas en R?

sobre las dos variables

CB(vy,y,) = (A(O,O) * B)(2r, yr) (5.10)

La funcién A,(—z) coincide con A,(z) y representa al robot en la configuracién
q con sus coordenadas invertidas.
Tomando transformadas de Fourier en (??) y utilizando el Teorema de Con-

volucioén se llega a
F [CB(x,«, yr)] =F [A(O,O) (I,«, yr)] F [B(x,-, yv)] (5-11)

En ella se observa que la transformada de Fourier de C'B es el producto de
transformadas, en dos dimensiones, de dos funciones definidas en R?: A que
define al robot y B que define a los obstéculos. El calculo de los obstéculos en el
espacio de las configuraciones se obtendria sin més que calcular la transformada

inversa de la expresion (?77).
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5.2. Plataforma 2D Modvil en el Plano

En este apartado, se va a considerar que el robot es una plataforma de dos
dimensiones con cualquier forma geométrica: rectangular, cuadrada, en estrella,
o cualquier otra que uno pueda imaginar, que se mueve sobre un plano. En
particular se supone que es ovalada, aunque el planteamiento no sufre ninguna
modificacion si la forma es otra. Inicialmente se considera que el robot se des-
plaza con una orientacion fija. Posteriormente se trata el caso de una plataforma

que se desplaza y gira libremente en el plano.

5.2.1. Plataforma moévil con orientacion fija

En este caso se supone que la plataforma se desplaza libremente con una
orientacién fija en un espacio de trabajo W C R? ocupado por obstéaculos.

Del mismo modo que para el robot con forma de disco, se define en W un
sistema de coordenadas cartesianas Fyy fijo dado por (z,y), y otro sistema de
coordenadas cartesianas F4 movil rigidamente unido a la plataforma (figura
?7), cuyo origen se encuentra en cualquier punto (z,,y,) del robot.

El analisis es similar al realizado en la seccion previa, donde una configura-
cion ¢ del robot vendria dada por la posicion (., y,) de Fa con respecto a Fyy.
La expresion para el célculo de C'B coincide con la dada para el robot con forma
de disco (?77?), sin més que modificar la expresion para A g ), que representaba
al robot tipo disco situado en el origen de coordenadas de Fyy, por la de la

plataforma movil con una orientacion fija situada también en el origen.

=N
-]

Figura 5.4: Sistemas de referencia para plataforma maévil en el plano



5.2. Plataforma 2D Moévil en el Plano 73

5.2.2. Plataforma mévil que se desplaza y gira libremente

A continuacion se supone que la plataforma moévil puede trasladarse y rotar
libremente en un espacio de trabajo W C R2. Se considera que tiene forma de
ovalo, al igual que el ejemplo previo, aunque cualquier otra forma geométrica
puede ser considerada. En este caso seria necesario modificar en parte el analisis
anteriormente efectuado.

Se realiza la misma eleccion de sistemas de referencia Fyr y F4 que la efec-
tuada previamente (figura ?7).

La representacion de C' vendria dada ahora parametrizando cada configura-
cion g por (x,,yr,0,) € R? x [0,27], donde (z,,y,) y 0. son, respectivamente,
el origen y la orientacion de F4 con respecto a Fyy. El espacio de las configura-
ciones serfa de dimension tres, C C R? x [0, 27].

La definicion de la funcion B (figura ??) coincide con la expresion (?7?). Sin

embargo, la funcién A : C' x W — R estaria dada (figura ??) por

1 si(2,y) € A, y,.0,)

. (5.12)
0 si (Ia y) g A(mvavwev')

A(x,., Yr, O, x, y) =

donde A, 4 o,) s el subconjunto de W que representa al robot en la configu-

racion (zr, yr, 0r).

Robot

5 A
0 (x,y) 0

Obstéiculo

/\0
gy | &)
— B!

Figura 5.5: Definiciéon de A y B para una plataforma movil

Asi CB(q) estaria definida como

CB(xrayraer) :/A(:cr,yr,ﬁr,:c,y)B(x,y)d:Edy (513)
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Para simplificar esta expresiéon, hay que encontrar una funcion A’ definida

de C" x W' en R. Se eligen los nuevos sistemas de referencia (figura ?7?):
= El origen de Fyy coincidente con el de F'y
u FA/ = FA

. ; . ;
Respecto de estos sistemas, C’ contiene un conjunto de configuraciones dado
por (0,0,6,), siendo 8] = 6,.. Con esta eleccién de sistemas de referencia se tiene

que A’ : C' x W' — R estaria definida como

1 si (:c’,y') c A(070,9T)
0 si(2,y) & Awo.6,)

A'(0,0,0,,2',y") = (5.14)

donde A (g,0,9,) es el subconjunto de puntos que representa al robot en la configu-
racion ¢ = (0,0, 6,.) respecto de Fyy. Su definicion, asi como la del subconjunto,

se puede observar en la figura 77.

Figura 5.6: Definicion de A’ para la plataforma movil

Como se tenia que C x W AR yC' x W 24 R solo hay que definir un
morfismo C x W % ¢ x W' que efectiie la traslaciéon de coordenadas. La

definicién de este morfismo

/

¢:CXW4’C/XW/xTayTa9T7x7y — l‘{,.,y;,@;,l‘l,y

donde
d=x—x Y=y—y

z =0 Y. =0 0. =0,

Con ¢ se cumple que A = A’ o ¢, entonces

Az, yr, 0,2, y) = (A 0 ¢) (20, yr, br, 2, y) = A'(0,0,0,, 2 — 2,y — yp)
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Dada la definicion de las funciones A (??) y A’ (?7?), se tiene que
A/(Oa 07 97"7 T —=Tr,Y — yr) - A(Oa 07 97"7 T—=Tr,Y — yr)

y por tanto

A(zrayraeraxay) :A(anaer;zfxrayfyr) (515)

De esta forma se observa que la funcién que define el robot permanece invariante
si se efecttia una traslacion respecto de los ejes (z,y) con una orientacioén 0, fija,
pasando el robot de estar situado en una configuracion (z,, y,, 6,-) a estar situado
en (0,0, 6,).Por similitud con la notacion del robot en una configuracion dada,

se denota por
A(O,O,O,.) (I —Tr,Y — y’!) = A(O7 0) 97“) T—Tr,Y — y’!)

De esta forma se observa que se puede encontrar un sistema de coordenadas
para el espacio de trabajo, directamente relacionado con la estructura fisica del
robot, y una representacion (z,,y,,0,) de C, que permiten trabajar en un de-
terminado atlas. En éste, para cada carta existe un morfismo que, con funciones
caracteristicas del robot, hace al robot independiente de alguna de las coorde-
nadas del espacio de las configuraciones. Asi, con (??) y (?7), se puede calcular

CB de la siguiente forma

CB(zy,yr,0,) = /A(:Er,yr,9r,w,y)B(x,y)d:ﬂdy

_ / Awogs (& — 2.y — y) Bz, y)dedy  (5.16)

Para cada orientacion fija 6, de A se obtendria un CB(x,,y,,6,) idéntico al
obtenido cuando el robot Gnicamente puede trasladarse en el plano. Variando
0, en el intervalo angular particular se tienen los obstaculos en el C-espacio
R? x 81, cuyas coordenadas son (x,,y,,0,). Cada plano perpendicular a 0,. es
el C-obstaculo de dos dimensiones (x,,y,) para la correspondiente orientacion
fija de la plataforma.

Con la definicién del producto de convolucion de dos funciones definidas en

R? sobre las dos variables, la expresion de CB (?7?) serfa

CB(xra Yr, 97") = (A(O,O,GT) * B)(xra yr) (517)
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donde A(o,o,e,v)(lﬂr — 2,9 —Y) = Aw0,0,0,)( — Tr,y — yr) se ha efectuado una
inversion en las coordenadas. Aplicando el Teorema de Convolucion sobre (?7)

se obtiene
F [CB(.%,-, Yr, 97)] =F [1‘_1(0,0,9,.)(307«, yr)] F [B(mrv y'r)] (518)

La representacion de los obstaculos en el C-espacio se obtiene calculando la
transformada de Fourier inversa de la expresion (?7). En dicha expresion aparece

el producto de transformadas en dos dimensiones.

5.3. Plataforma 3D Modvil sobre el Plano

El tercer robot mévil que se va a estudiar es una plataforma 3D con cualquier
forma geométrica que mueve sobre un plano. En concreto, se supone que tiene
forma prismatica. El planteamiento es vélido si fuera cualquier otro poliedro,
excepto un cilindro, cuya simetria axial reduce el problema considerablemente.
El robot prismatico puede rotar y desplazarse en un espacio de trabajo W C R3,
con la restriccién de que el movimiento se efectiie sobre el plano z = 0.

En primer lugar, es necesario definir en W un sistema de coordenadas car-
tesianas Fy fijo dado por (x,y, z), y otro sistema de coordenadas cartesianas
F4 movil, rigidamente unido al robot (figura ?7?), y cuyo origen se encuentra en

uno de los vértices del prisma situado en el plano z = 0.

Figura 5.7: Sistemas de referencia para un prisma movil sobre el plano

El problema es muy similar al planteado en la seccién anterior, donde se
tenia una plataforma 2D que podia desplazarse y girar libremente en el plano. El

espacio de las configuraciones tendria tres dimensiones, C' C R? x [0, 27, al igual
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que el caso previo. La representacion de C' también vendria dada parametrizando
cada configuracion ¢ por (z,,y,,0,), donde (z,,y,) v 0, son, respectivamente,
el origen y la orientaciéon de F4 con respecto a Fyy .

La funciéon B definida sobre W en R estaria dada ahora por

1 si(z,y,2) €B
Bla.y.z) = (42) (5.19)
0 si(r,y,2)¢B
siendo B es el subconjunto de W que representa a los obstaculos.
En cuanto a la funciéon A : C x W — R definida en (?7?), estaria dada, en

este caso, por

1 si(z,y,2) € A(w7-7yr797~)

A(Zhyraehxayv'z) = (520)

0 Si (xﬂ y? Z) g A(w7-7yr797~)
donde A(z7,7y,,,797,) el subconjunto de W que representa al robot en la configura-

cion (z,, yr, 0,). La definicion de estas funciones se puede observar en la figura

77.

Figura 5.8: Definiciéon de A y B para un prisma moévil

A partir de ambas funciones, el cilculo de C'B vendria dado por la expresion
CB(zy,yr,0r) = /A(Jc,.7 Yry Or, 2, y, 2) B(x, y, 2)dadydz (5.21)

Para simplificar este calculo hay que buscar una funciéon A’ : ¢’ x W' — R que
no dependa de un subconjunto de pardmetros que definen una configuracion.
Para ello A’ se define respecto de los sistemas de referencia Fyy y Fa/. En este

caso se han elegido de la siguiente forma (figura ?7):
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= El origen de Fyy coincidente con el de F'y
] FA/ = FA

Asi C’ esta formado por un conjunto de configuraciones (0, 0, 6%.), siendo 6. = 6,.

La funcion A’ : C' x W’ — R estaria dada por

1 si(2,y,2) e A0,00,)

A/(Ov 0; 97“; Zla y/a Z/) -
0 si (Zla ylv Z/) ¢ A(O,O,HT)

(5.22)

donde A (g 0,9,) es el subconjunto de puntos que representa al robot en la confi-
guracion ¢ = (0,0, 0,) respecto de Fyy. En la figura 7?7 aparece la definicion de

la funcion A’ asi como del subconjunto A g o,,)-

’

<

AD.0.6)

Figura 5.9: Definicion de A 0,9, para el prisma mé6vil

Hay que definir un morfismo ¢ que realice el cambio de coordenadas de

C xW a C’"x W'. En este caso es logico definirlo como

p:CxW — C'xW
x7‘ay7“;07‘7x7yaz — m;7y;‘,9;,$l,y/,zl
donde
d=x—z y=y-—y =z
x, =0 y. =0 0. =0,
yva que se estd efectuando una traslacion del robot respecto de los ejes x,y
manteniendo constante su orientacion. Con ¢ se cumple que A = (A’ 0 ¢), y

entonces se tiene

A(xra Yrs Oy 1, Y, Z) = (A/ © éf))(ﬂfmym Or, .y, Z) = A/(Ov 0,00, —Tr,y — Yr, Z)
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Dada la definicion de las funciones A (??) y A’ (?7?), se tiene que
A0,0,00, 2 — 2,y — ypr, 2) = A(0,0, 00,2 — T, y — Yp, 2)
y por tanto
A(zr, yr, 0r, 2, y,2) = A(0,0,0,, 2 — 2,y — Yr, 2) (5.23)

De esta forma se observa que la funcion que define el robot permanece invariante
si se efecttia su traslacion respecto de los ejes (z,y) con una orientacion 6, fija,
pasando de estar situado el robot en una configuracion (z,, y,, 0, a estar situado
en (0,0,6,). Por similitud con la notaciéon del robot en una configuracion dada,

se denota por
A(O,O,HT)(x — T,y — Yr, 2) = A0,0,0,, 2 — 2,y — Yr, 2)

Dada la estructura fisica del robot, se puede encontrar un sistema de coor-
denadas para el espacio de trabajo y para el C-espacio que permite definir un
morfismo. Con éste, la funcion A es independiente de alguna de las coordenadas
del espacio de las configuraciones. Asi, con (??) y (??), se puede calcular CB

de la siguiente forma
CB(xr,y,,0r) = /A(:Era Yr, 0r, 2y, 2)B(2, y, z)dzdydz
= /A(070,9T)(x — T, Y — Yr, 2)B(z,y, 2)dedydz (5.24)

Esta integral se deberia resolver para cada orientacion 6, del robot, es decir, para
cada funcion A ,) concreta, obteniéndose un CB(z;,y,,0,) determinado.
Cada uno de ellos darfa lugar a un plano en un espacio de las configuraciones
de tres dimensiones (z,,¥y:,0,). Como ya se ha comentado, el planteamiento
es similar al de la plataforma 2D que se mueve en un plano. Sin embargo, el
resultado no es el mismo; para este caso se debe calcular una integral sobre tres
variables, al ser tres la dimension del espacio de trabajo.

Como se puede observar en la expresion (?7), se trata del producto de convo-
lucion de dos funciones 4(070,97,) y B definidas en R3, realizado tinicamente sobre
dos variables x e y. Sobre z es necesario efectuar la integral de este producto de

convolucion.

CB(2,.yr,6,) = / (Ai0.0.0,) * B) oy rs o 2)d2 (5.25)
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En definitiva, cada CB(z,., yr, 0,) se obtiene haciendo el producto de convolucion
de A(o,o,eT) con B para cada plano z = constante, desde z = 0 hasta z =
alturaprisma y después sumando dichos productos de convolucién.

Para finalizar con el método, queda aplicar el Teorema de Convolucién sobre

77

]:[B(Ir; Yr, Z)]

FICB(er30,6) = [ F (Ao (wrr )] dz

(5.26)

z,y) (z,y

Examinando esta expresion 7?7 se puede comprobar que los C-obstéaculos se ob-
tienen calculando su transformada de Fourier inversa. Ademas, hay resaltar que
en ella aparece la integral sobre la coordenada z del producto de transformadas

en dos dimensiones.



Capitulo 6

Aplicaciéon del Formalismo

para Robots Articulados

En el capitulo previo se ha particularizado el formalismo matematico a ro-
bots moéviles que puede desplazarse libremente sobre un plano, modificando o
no su orientacién. En éste se va a aplicar el método matemético a robots articu-
lados. Estan formados por varios objetos rigidos que se mueven conectados por
articulaciones mecénicas que restringen su movimiento relativo. Su estructura
mecéanica va a imponer la eleccion de los sistemas de referencia y las coordena-
das utilizadas en el espacio de trabajo y, por tanto, va a marcar las relaciones
con las coordenadas del espacio de las configuraciones.

En las secciones de este capitulo se va a aplicar el método matematico pro-
puesto para la generaciéon de los C-obstaculos, en primer lugar, a un manipu-
lador planar de revolucién con dos elementos y después a los manipuladores
mas extendidos en la industria, como son: el PUMA, el SCARA y el Stanford.
Las expresiones que se obtienen van a permitir proponer algoritmos para su

implementacién en un ordenador.

6.1. Manipulador Planar de Revoluciéon

Para comenzar el estudio, se va a considerar una de las estructuras meca-

nicas mas estudiadas y mas simples de robots articulados con un punto fijo: el

81
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manipulador planar de revolucion. El anélisis de este manipulador ideal ayudara
a comprender el de otros robots articulados, como son el PUMA y el SCARA.

Su cadena cinemética esta formada por dos elementos rigidos, uno que puede
girar respecto de la base y otro que se puede mover en R2, sujeto a las restriccio-
nes que impone el estar unido a otro elemento. En concreto, A estaria formado
por dos objetos rigidos A; y As conectados por una articulaciéon de revolucién
y otra para unir A; a la base.

Los ejes de giro de las dos articulaciones son paralelos entre si y perpendi-
culares al plano donde se asienta el robot. Con esto la eleccion de los sistemas
de referencia para el espacio de trabajo Fy y para cada uno de los elementos

del robot Fla, y Fa, es la siguiente (figura 77):
= Fyy situado en la base del robot.

= FEl origen de F4, coincidente con el de Fyy. Uno de los ejes de Fy, se sitta
a lo largo del primer elemento, mientras que el otro es perpendicular a

éste.

= El origen de Fa, situado en el extremo final del elemento A;. Uno de los

ejes situado sobre el segundo elemento y el otro perpendicular a él.

La eleccion de estos sistemas de referencia y de sus coordenadas asociadas

va a ser crucial a la hora de poder simplificar el calculo de C'B(q).

FE v
W FAZ '// e2
b 0,

N

Figura 6.1: Sistemas de referencia para el manipulador planar de revolucion
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Una configuracion de A es una especificacion de la la orientacion de Flyu, y
F4, con respecto a Fyy. Como ya se ha comentado, su espacio de las configura-
ciones es de dimension dos. La representacion de C' viene dada parametrizando
cada configuracion ¢ por (61, 602) € [0,27] x [0, 27], donde 6, representa la orien-
tacion de F4, con respecto a Fyy, y 62 la orientacion de Fla4, con respecto a Fla,
(figura ?7).

Las coordenadas para W se van a elegir de forma tal que alguna ellas coincida
con alguna de las del C' espacio. Una eleccion posible es trabajar con coordenadas
polares (r,¢). Asi las variaciones en ¢ estan relacionadas con las variaciones en
0. Esta relaciéon va a ser clave para simplificar el calculo de la construccién de
los C-obstaculos.

Con estas consideraciones la funcion B : W — R estaria dada (figura 77)
por

1 si(r,p)eB
0 si(r,p)¢B

Dada la estructura mecénica del manipulador, la funciéon A : C x W — R se

B(r,¢) =

puede poner como suma de A; y de Ay, asi

A(leo%ra 50) = A1(91,92,7", 90) + A2(91,92,7’, 50)

Figura 6.2: Dependencias de los movimientos de A y Az

En la figura ??(b) se observa como una variacion en el angulo de la primera
articulacion de 67 a 6] implica un cambio en la configuracion de ambos elementos

A y A, Sin embargo, si el angulo de la segunda articulacion varia de 62 a 6
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entonces solo se producen modificaciones en la configuracion del elemento As.
Queda claro que la funcion A relacionada con el primer elemento A; no depende

de 05, mientras que A, depende tanto de #; como de 65. Entonces
A(91792;r; SD) = Al(elara (10) +A2(917925r5 (10) (61)
y las dos funciones (figura ??) vendrian definidas por

1 si (Tv 90) € A1(91)
0 si (Tv 90) g A1(91)

A1(91,7’, 50) = (62)

1 si(r,p) € Ag,,0.)
0 si(r,¢) & Az,,6,)

donde Ajg,) es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento Ay

AQ (91; 927 T, SD) = (63)

en la configuracion 61, ya que no depende de 02; y Ay g, g,) es el subconjunto

de puntos de W que representa al elemento Az en la configuracion (61, 62).

o
( ,:@JZ/' 0

1
Obstaculo
(r, B
STBN
(7,0)

Figura 6.3: Definiciéon de A y B para un manipulador planar de revoluciéon

A partir de ambas definiciones CB : C — R vendria dada por
CB(01.0) = [ 401,021, Br p)irdp (6.49)

Una forma de simplificar el calculo de esta integral es encontrar una funcion
A C'x W' — R, que sea independiente de algunos de los parametros que
definen una configuracién. Esto es posible gracias a la elecciéon que se ha realizado
de los sistemas de referencia y de las coordenadas. Asi, si se elige Fyy» = Fja,
(figura ??), Fa, = Fa, y Fa, = Fa,. Respecto de estos sistema, C’ contiene un

conjunto de configuraciones dado por (0,65), donde 6} = 5.
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Dada la estructura cinematica de este manipulador, la funcién A’ : C7 x
W' — R se puede descomponer en dos funciones A] y A5, y con las mismas

consideraciones que para la funcion A (??) se tiene que
A'(0, 05,77, ¢") = A1 (0,17, ¢") + A5(0, 65,77, &) (6.5)
Las funciones A} y Al estarian definidas como

1 si (7“/, 50/) S AI(O)

All(oarlasal) - o
0 si (Ta80)§zA1(0)

(6.6)

1 si (T’/,Cpl) c A2(0792)

Al2(0’9277,,1790/) - . ;.
0 si (T’ , P ) g A2(0,92)

(6.7)

donde A es el subconjunto de puntos que representa al elemento Aj en
la configuracion 0 respecto de Fyy, ya que no depende de 02; y Ag(g,g,) €s el
subconjunto de puntos de W que representa al elemento A3 en la configuraciéon
(0, 02) respecto de Fyy:. La definicion de A’ asi como la de los subconjuntos se

puede observar en la figura 77.

Figura 6.4: Definiciéon de A’ para un manipulador planar de revoluciéon

Hay que definir un morfismo que efectiie esta traslacion de coordenadas.
La ventaja de trabajar en coordenadas polares es que los giros sobre un eje
se pueden considerar que son traslaciones sobre la coordenada angular . El

morfismo ¢, logicamente, vendria definido ahora por

p:CxW — C'xW

/ / / /
91,92,7“,(,0 91) 2,7, ¥



86 Capitulo 6. Aplicacién del Formalismo para Robots Articulados

donde

/

rr=r ¢=p—0
0, =0 6)=0,

Entonces se cumple que A = (A’ o ¢), y se obtiene que
A(01,1,0) = (A1 0 9)(01,7,9) = AL (0,7, 0 — 61)
As(01,02,7,¢) = (A 0 §)(01,02,7,p) = A5(0,02,7, ¢ — 01)
Con las definiciones de funciones A (7?7 y ??) y A’ (?? y ??), se tiene que
A0, 7,0 —01) = A1(0,7, 0 — 61)

A12(07927T790 - 91) = A2(0792ara Y- 91)

y por tanto
Al (91, T, 50) - Al (07 T,y = 91) (68)

A2(91792;r5 (10) = A2(0792,7‘,(‘0—91) (69)

Como resultado se obtiene que las funciones que definen a los elementos del robot
permanecen invariantes si se realiza una traslacion respecto de la coordenada ¢,
pasando el robot de estar situado en la configuracion (61, 62) a (0, 63).

Por similitud con la notacién del robot en una configuraciéon dada, se denota
Ay (r,o —01) = A1(0,7,0 — 01)

Ag(0,05)(r, 0 — 01) = A2(0,02,7,0 — 01)

Con el sistema de coordenadas polares elegido para W y la representacion
(61,02) de C, se puede definir un morfismo que hace que el robot sea indepen-
diente del grado de libertad 6. Asi, con (??), (??) y (??), CB(q) se puede

calcular como

CB(QI; 92) = / A(917 02; T, @)B(Ta <P)d7’d90
- / (Ay(oy (.81 — ©) + Asgo.am) (161 — ) B(r, 0)drdf6.10)

Es decir,

CB(61,02) = CB1(01) + CB2(01,62)
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donde
CBi(6) — / Avo)(rs @ — 01)B(r, )drdy

CBy(01,62) = /A2(0,92)(7’a80*91)3(7"7 p)drdyp (6.11)

En CB; para cada orientacién 65 del segundo elemento Ag del manipulador
habria que efectuar la integral 7?7 correspondiente.

Ademas, se observa que se cumple la propiedad denominada unidn de ele-
mentos robdticos, establecida en la expresion (77).

Considerando la convolucién de dos funciones definidas en R? sobre una

Gnica variable se llega a
CBl (91) = /(AI(O) * B)cp(’l’, 91)d7"
CBy(01,602) = /(1‘_12(0,92) * B)y(r, 01)dr (6.12)

donde Aj(g) (7,01 — @) = A1(0)(r, 0—01) y As(0,0)(r, 01— ) = As(0,0,)(r, 0 —01).

Unicamente se produce convoluciéon en la variable 6; en ambas expresiones vy,

ademés, el calculo de C'By debe hacerse para todos los valores posibles de 6.
Si se toman transformadas de Fourier en ambos miembros de la expresion

(??) se cumple que
FleB@)] = [ (F [Aw00], 7 (B0, ) dr
F[CB3(61,602)] = /('7:[AQ(O,GQ)(Ta91)]¢‘7:[B(7ﬂ’91)]<p) dr (6.13)

donde el subindice ¢ indica que se trata de la transformada de Fourier en una

tinica dimensioén, en la coordenada angular, de dos funciones definidas en R2.

6.2. Robots Articulados en el Espacio

En primer lugar se va a considerar un robot articulado de dos elementos
rigidos, cuyo extremo final puede moverse en R? (figura ??). Representa una
primera aproximacion a robots con un ntimero mayor de elementos en el espacio,
ya que es una mera simplificacion de un PUMA. Los dos elementos A; y Ag
estan conectados por una articulacién de revolucién, denotando su grado de
libertad por 65. Ademas, el primer elemento puede girar un angulo 6; en torno

a un eje perpendicular al plano donde se asienta el manipulador.
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Los tres sistemas de referencia Fyy, Fa, y Fa, se eligen (figura ??) de manera
que sus origenes situados en el punto de interseccion de los dos elementos Aq
y Ao. Con esta eleccion se ha perseguido el objetivo de situar, siempre que se
pueda, los origenes de los sistemas de referencia en los puntos de intersecciéon
de los ejes de giro consecutivos. De esta forma se evitaran desplazamientos y se
obtendrén ciertas simetrias que simplificaran el calculo de los C-obstaculos. En
concreto, se han situado los sistemas de referencia de la siguiente forma (figura

?7)

= Fl eje z de Fyy se sitta a lo largo del eje de giro del primer elemento Aj.

Los ejes x e y se eligen para que formen junto con z un triedo.

= El eje 21 del sistema de referencia Fl4, se hace coincidir con el eje z de
Fy. Ambos sistemas de referencia coinciden cuando el primer elemento

no ha girado 6; = 0.

= El eje yo de Fy, se coloca a lo largo del eje del segundo elemento, de
forma que se mueva solidario con él. El eje x5, alrededor del que gira Ag,

es perpendicular al plano formado por yo y 2.

Una configuracion de A vendria especificada por las orientaciones de Fly,
y Fa, con respecto a Fyy. Su espacio de las configuraciones seria S' x S!.
Con el analisis efectuado en capitulos previos para un manipulador planar de
revolucion, cada configuracion ¢ viene parametrizada por (61,603) € [0,27) x
[0,27), donde 61 y 2 representan, respectivamente, las orientaciones de Fla,
y Fa, con respecto a Fyy. Se tiene asi un espacio de las configuraciones de
dimension dos, al igual que el del manipulador planar.

Para trabajar en W se seleccionan las coordenadas esféricas (r, 1, p2). Asi,
se consigue que el recorrido angular de alguna de las coordenadas de W coincida
con el de alguna de C. Concretamente se relaciona 67 con ¢1 y 03 con po. De
esta forma los giros sobre un eje se transforman en traslaciones sobre ciertas
variables si se trabaja en esféricas.

Con estas consideraciones, la funciéon B : W — R vendria definida como

1 si(r,¢1,p2) €B
B(r,¢1,2) = (6.14)

0 si (7“7()015(102) gB
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Figura 6.5: Sistemas de referencia para el manipulador reducido

donde B es conjunto de puntos de W que representa a los obstéaculos.
Una vez establecidos los espacios C'y W, la definicion de A seria
CxW — R
91792ara P1,P2 — A(91ﬂ9277n79017902>

Por la estructura mecéanica del manipulador, la funcién A se puede poner como

A(61,02,7,01,02) = A1(01, 02,7, 01, 92) + Az(61,02,7, 01, p2) (6.15)

Es claro que el primer elemento Ay del manipulador no depende de 65, mientras

que el segundo elemento depende de los dos grados de libertad. Entonces

A(le 92; T, 91, 502) = A1(91, T, 91, 502) + AQ(elv 92; T, 91, 502) (616)

Las funciones A; y As vendrian definidas por

1 si (T‘a @1;502) €A 01
Av(01,7, 01, 02) = 1o (6.17)

0 si(r,¢1,02) & Ax(a))

1 si(r,o1,02) € Az, 0
Az (01,02,7, 1, 02) = 200.02) (6.18)

0 si (T, ©1, 992) ¢ A2(91=‘92)
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donde

= A;,) es el subconjunto de puntos de W que representa al primer elemento

de la cadena cinemética en la configuracion 61, pues no depende de 6.

= As,,0,) es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento Az

en la configuracion (61, 62).

Como consecuencia, la funcion CB : C' — R vendria definida como

CB(6:1,02) = /A(Hl,ﬂg,r, 01, 92)B(r, 01, p2)drdpides (6.19)
Sustituyendo en (??) la expresion (??) se obtiene
CB(61,02) = CB1(01) + CBa(61,02)
donde
CBy(6h) = /A1(91,r, ©,02)B(r, p1,2)drdpdes
CBs(01,05) = /A2(91,92,7“, 01, 92)B(r, 1, p2)drdprdps  (6.20)

Estas son las expresiones que hay que calcular para tener representados los obs-
taculos en el espacio de las configuraciones. A continuacién se pretende reducir,
en lo posible, el calculo que estas integrales conllevan. Se van a considerar de
forma independiente cada una de ellas y, por tanto, hay que encontrar unas
funciones A} : C' x W' — Ry A, : C" x W” — R, que sean independientes
de alguno de los parametros que definen una configuraciéon. Esto es posible si se
eligen de forma adecuada los sistemas de referencia y de coordenadas. Asi se ha

realizado la siguiente eleccion (figura ?7?):
| ] FW’ = f?A1
[ ] FW” = FA2

Una configuracion vendria especificada por la orientacion de Fa, respecto de
Fw y de Fa, respecto de Fy . Respecto de estos sistemas, C' contiene una
unica configuracion dada por ¢ = (0,0). Con las consideraciones realizadas A

y A} estarian definidas (figura ??) como

A10,7", 91, ¢3) = (6.21)
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1 si (rlv 90/17 90/2> € AZ(O,O)

A5(0,0,7, ¢4, 93) = (6.22)

0 si(r,¢],0) ¢ As0,0)

siendo

= Ao es el subconjunto de puntos que representa al elemento Aj en la

configuraciéon 0 respecto de Fyy/, ya que no depende de 65.

= As(0,0) s el subconjunto de puntos de W' que representa al elemento Az

en la configuracion (0, 0) respecto de Fyy .

Y

Figura 6.6: Definicion de A’ para un manipulador reducido de revolucion

Al haber elegido las esféricas como coordenadas de trabajo, el cambio de
los sistemas de referencia iniciales a los nuevos es una traslacion. Realmente
la ventaja que supone trabajar con esféricas es que los giros 61 y 02 sobre los
dos ejes son traslaciones sobre las coordenadas angulares 1 y ¢2. Dado que se
estd considerando de forma separada los dos elementos del manipulador, hay
que definir dos morfismos ¢1 v ¢2 que efectiien estos cambios de sistemas de

referencia. El morfismo ¢, lo6gicamente, vendria definido ahora por

CxW — C'xW
917925745301)(102 - 91179125rla(101159012
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donde

r=r
Pl =¢1 -0 b=
;=0 0, = 0
mientras que el morfismo ¢- se definiria como
CxW — C"xwW”
01,02,7,01,00 — 07,03.7", 01, 3

donde

r=r

el =1 =01 @3 =2 — b2
0/ =0 0y =
Entonces se cumple que A; = (Ajo¢1) y Aa = (A, 0¢2), y se obtendria que

A1 (01,7, 01, 2) = (A} 0 01)(01, 7,01, 02) = AL (0,1, 01 — 01, 02)

Ao (01,02,7,01,02) = (A5 0 ¢) (01,02, 7,01, 92) = A5(0,0,7, 91 — 01,02 — 02)

Con las definiciones de las funciones A (?? y ??) y A’ (??7 y ?7), se tiene que
All(oa 91— 91; 502) - A1(0,7”, Y1 — 917 902)

AL(0,0,7, 01 — 01,02 — ) = A3(0,0,7, 01 — 01, 2 — 02)
y por tanto
A1(01,7, 01, 92) = A1(0,7, 01 — 61, p2) (6.23)
Az(b1, 02,7, 01, p2) = A2(0,0,7,01 — b1, 2 — 02) (6.24)

Como resultado se obtiene que las funciones que definen a los elementos del robot
permanecen invariantes si se realiza una traslacion respecto de las coordenadas
©1 ¥ 2, pasando el robot de estar situado en la configuracion ¢ = (61, 62)
a encontrarse en ¢ = (0,0). Por similitud con la notacion del robot en una

configuraciéon dada, se denota por
Aoy (ry 01 — 01, 02) = A1(0, 7,01 — 01, 02)

AQ(O,O) (Ta o1 — 61,02 — 92) - AQ(Ov 0,701 — 01,02 — 92)

Sustituyendo (??) y (??) en (??), CB(q) vendria dado por

CB(61,02) = CB1(01) + CB2(01,62)
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donde

CBi(0h) = /A1(o)(7“7 1 — 01,02)B(r, o1, p2)drdprdps
CBs(01,0:) = /AQ(O,O) (1,01 — b1, p2 — 02) B(r, 1, p2)drdp1dpA6.25)

Se supone que no existe colision entre el elemento A; del manipulador y
algin obstaculo en W, ya que si no el robot no podria moverse. Entonces,
por definicién, el primer término de la expresion previa (?7) es nulo, y como

consecuencia

CB(b,02) = /Az(o,o) (1,1 = 01,02 — 02) B(r, 01, p2)drdp1dps (6.26)

En este planteamiento exiten dos elecciones clave: las coordenadas esféricas
como coordenadas de trabajo para Wy (61,02) como la representacion de C.
Esto ha permitido definir un morfismo que hace que el robot sea independiente
de los grados de libertad 6, y 65. Asi, se consigue el objetivo perseguido con
este planteamiento, que era simplificar el calculo de CB(q).

Considerando la convoluciéon de dos funciones definidas en R? sobre dos de

variables se llega a 67 y 05.

CB2(91, 92) = /(1212(0,0) * B)(<P17<P2)(T7 91, og)d”f’ (627)

donde
A 0,0y (1,01 — 01,02 — @2) = As(0,0)(r, 01 — 01,02 — 02)

Por tanto, si se toman transformadas de Fourier en dos dimensiones sobre ambos

miembros de la expresion (?7?) se cumple que

F[CB(01,0)] :/f[AQ(o,o)(T791792)] F[B(r,01,02)] ydr (6.28)

(p1,92) (¢1,02

donde el subindice (¢1,¢2) indica que se trata de transformadas de Fourier en
dos dimensiones de funciones definidas en R3.

Este ejemplo se ha estudiado como un caso hipotético que ayudara abordar
el estudio del robot PUMA y del manipulador Stanford de una forma més facil.
La extension de este ejemplo a los otros dos supone anadir un elemento més
a su cadena cinematica, con una articulaciéon de revolucién para el PUMA y
una prismatica para el Stanford. Ademas, ha permitido trabajar con espacios

de trabajo de R? y con espacios de las configuraciones de dimensién reducida.
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6.3. Robot PUMA

Un tipo de robot articulado ampliamente utilizado en la industria es el PU-
MA. Esta formado por tres elementos rigidos Ay, As v As conectados por dos
articulaciones de revolucion, denominadas hombro y codo, siendo sus grados de
libertad 02 y 03, respectivamente (figura ??). Ademas, el primer elemento puede
girar alrededor de un eje perpendicular al plano donde se asienta el manipulador
(cintura), denominandose su grado de libertad ;. El eje de giro de la articula-
cién codo es paralelo al del hombro, y ambos son perpendiculares al eje de la

cintura.

P T LY -

Figura 6.7: Elementos y articulaciones del manipulador PUMA

Teniendo presente esta disposicion, se elegirdn los origenes de los sistemas
de referencia, con el criterio que ya se ha comentado, para simplificar el calculo

de CB(q). En concreto, se ha seguido el siguiente procedimiento:

» Los tres sistemas de referencia Fyy, Fla, y Fa,, asociados respectivamente
con el espacio de trabajo W y con los dos primeros elementos A; y Ag,

se eligen de forma analoga al robot reducido.

e Se hacen coincidir los tres origenes y se sittian sobre la articulacion
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del hombro. En esta articulacion intersectan los ejes de giro de los

dos primeros elementos.

e El eje z de Fyy se situa a lo largo del eje del primer elemento Aj.

Los ejes x e y se eligen para que formen junto con z un triedo.

e Kl eje z; del sistema de referencia Fy4, se hace coincidir con el eje
z de Fy . Ambos sistemas de referencia coinciden cuando el primer

elemento no ha girado 6; = 0.

e Kl eje yo de Fu, se coloca a lo largo del eje del segundo elemento, de
forma que se mueva solidario con él. El eje xo, alrededor del que gira

A, es perpendicular al plano formado por ys y z1.

= Respecto al sistema de referencia Fa, asociado al tercer elemento, su ori-
gen se sitiia sobre la articulacion codo. El eje y3 se coloca a lo largo del eje
de As. El eje x3, alrededor del que gira el tercer elemento, es perpendicular

al plano formado por los vectores ys € ys.

Una configuracién de A vendria especificada por la orientacion de Flya, y
Fy4, con respecto a Fyy y la orientacion de F4, con respecto a Fla,. Su espacio
de las configuraciones seria S x S' x S!. Como ya se ha comentado, cada
configuracion ¢ vendria parametrizada por (61, 62,03) € [0,27) % [0, 27) x [0, 27),
donde 60, y 0, representan, respectivamente, las orientaciones de Fy4, y F4, con
respecto a Fyy, v 03 representa la orientaciéon de F4, con respecto a Fa,. Las
coordenadas del espacio de las configuraciones son los tres grados de libertad
para las articulaciones: cintura, hombro y codo.

De la misma forma que en el robot de dos elementos en R?, se seleccionan
las coordenadas esféricas (7, ¢1, ¢2) como coordenadas de trabajo para W. Asi,
el recorrido angular de 61 y 65 se corresponde con el de ¢ y ¢s. Por tanto, es
valida la definicion 7?7 de la funciéon B que se propuso para el caso simplificado.

Una vez establecidos los espacios C'y W, la definicion de A seria
A:CxW — R
91,92,93,7", ©Y1,¥P2 — A(91,92793,7‘, 3017()02)

Teniendo en cuenta que el manipulador PUMA se construye aniadiendo un ele-

mento Ags al manipulador reducido, en la expresion (?7?) habria que introducir
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Figura 6.8: Sistemas de referencia para el manipulador PUMA

un nuevo término Az(61,60s,0s,7, 1, p2) Como se justifico para el robot simpli-
ficado, el primer elemento A; no presenta dependencia con 05 y 03. Ademas, el
segundo elemento A2 no depende de A3, mientras que el tercer elemento depende

de los tres grados de libertad. Por tanto

A(91,92,93,T, 9017992) = Al(elara (‘01,(‘02)4-142(91792,7“, 9015902)

+ A3(01, 02,03, 7, 01, p2) (6.29)

Las dos funciones A; y As estarian definidas de la misma forma que para el
manipulador reducido (expresiones 7?7 y ?7), mientras que Aj estaria definida

de la siguiente forma

1 si (T‘a #1, 902> € A3(91792793)

A3(91a92793a7‘a 5017902) = (630)

0 si(r,¢1,02) & As0,,0,6,)

donde A3y, 0,,0,) €s el subconjunto de puntos de W' que representa al elemento

A3 en la configuracion (01,62, 03).
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Como consecuencia, para proyectar los obstaculos en el espacio de las confi-

guraciones es necesario resolver la integral siguiente

CB(61, 05, 05) — / A(02,02, 05,701, 02) B(r, o1, p2)drdiprdgy  (6.31)

Como ya se ha explicado, hay que encontrar unas funciones A}, A} y A% que no
tengan una dependencia explicita con alguno de los parametros que definen una
configuracién, aprovechando la relacién que existe entre el recorrido angular de
las coordenadas del espacio de las configuraciones y las elegidas para el espacio
de trabajo. Esto es posible si se hace una eleccion de los sistemas de referencia
para la definicion de A} y otra para A} y A} (figura ??). La eleccion para la

primera es

» Fwr = Fa, y Fa, = Fy,

= Sin modificacién los sistemas Fla, y Fla,
y para las segundas

» Fywn =Fa, y Fay = Fa,

. FAg3 = Fa,

Se han definido dos sistemas de referencia para el espacio de trabajo, Fy: y
Fyw ., asociados respectivamente con la primera y la segunda articulaciéon. Res-
pecto de estos nuevos sistemas se consigue que el primer y el segundo elemento
permanezcan fijos. Asi, una configuraciéon vendria dada especificando la orien-
tacion de Far respecto a Fyyv y de Flyy y de Fay respecto a Fyy. Entonces, o
contiene un conjunto de configuraciones dado por (0,0, 6%), donde 85 = 03. Las
funciones A} y A/, estarian definidas como para el manipulador reducido (?? y

??), y la funcion A% vendria definida por

/

L st (1,01, 95) € Az0,0.0,)
0 si(r,¢1,0) ¢ AZ(O,O,Oé)

A5(0,0,05,7", 1, ¢5) = (6.32)

siendo Ag(g,0,0,) €s el subconjunto de puntos de W' que representa al elemento
A3 en la configuracion (0,0, f3) respecto de Fyy» (figura 77).
El paso de los sistemas de referencia iniciales a los nuevos es una traslacion

de coordenadas, debido a que se ha elegido trabajar con coordenadas esféricas.
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Figura 6.9: Definicion de A’ para un manipulador PUMA

De esta forma, se tiene que los giros 61 y 65 sobre los ejes z; y x2 se convierten
en traslaciones sobre las coordenadas angulares ¢ y ¢2. Sin embargo, no existe
una relacién entre f3 y alguna de las variables del espacio de trabajo. Con esto,
es posible definir dos morfismos ¢; y ¢2, donde se efectiien estos cambios de

sistemas de referencia. La definicion de ¢, estaria dada por
p1:CxW — C'xW
917925937T7991;902 I 9/15 /2,95,7"/,(,0/1,(}9/2
donde

/

r=r  ¢i=p1—b
Py =2 07 =0
0, =0, 0, =0;
Y ¢4 se definiria como
G : CxW — C"xW”
01,602,037, 01,02 — 01,05,05, 1", 07, ¢4

donde

7

r=r Pl =¢1— b
oy =p2—0 0/ =0
oy =0 0 = 6,
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Entonces se cumple que A1 = (A] 0 ¢1), As = (AL 0 ) y Az = (AL o ¢2), y se

obtendria que

A1 (01,71, 01, 02) = A1(0,7,01 — 01,2)
A2(91,9277“7901,902) = A12(0507T7§01 — 01,02 —92)
A3(01,02,03,7,01,02) = A5(0,0,05, 7,01 — b1, 02 — 62)

Con las definiciones de las funciones A (72,27 y ??)y A’ (??, 77y 7?), se tiene

que
A/1(07T7 ©1 _917()02) = A1(07T7 ©1 _917()02)
Al2(05077a7()01_017§02_92) = A2(070,T,(‘01—91,(‘02—92)
A{S(O705937T7(p1 _017()02 _92) = A3(0,0,93,7“7§01 _017()02 _92)
y por tanto
A1(017T7 9015902) = Al(oara Y1 — 91;302) (633)
A2(01;927T7 ()01;(;02) = A2(0507T7 ©1 _017()02 _02) (634)
A3(91792,937T7¢1,¢2) = A3(0;0793,7’, ¥1 791;502 792) (635)

Como resultado se obtiene que las funciones que definen a los elementos del robot
permanecen invariantes si se realiza una traslacion respecto de las coordenadas
©1 Y @2, pasando el robot de estar situado en la configuracion ¢ = (01, 62,03) a
encontrarse en ¢ = (0,0, 03).

Si se toma la misma notaciéon que para el manipulador reducido junto con

AS(O,O,G;:,)(T) Y1 — 917 Y2 — 92) = A3(07 Oa 937 T, Y1 — 017 Y2 — 92)
Sustituyendo (?7?), (??) y (??) en ??, CB(q) vendria dado por
03(91, 0, 93) =0CB (91) + 032(91, 92) + 033(91, 0, 93)

donde

CBi(6h) = Ay(0)(r, 1 — 01, 02) B(r, 01, p2)drdpidps (6.36)

CB3(01,02) = As(0,0) (1,01 — 01,02 — 02) B(r, 1, p2)drdp1dips

CB3(01,02,05) = A30,0,04) (1,01 — 01,02 — 02) B(r, 01, @2)drdpidps

— e —
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Como se puede observar se cumple la propiedad denominada unidn de ele-

mentos robdticos, establecida en la expresion 77.

Suponiendo que no existe colision entre el elemento Ay del manipulador y

algtin obstaculo en B, entonces CB; = 0, y como consecuencia
CB(01,02,03) = CBy(01,02) + CBs(61, 62, 053)

En C Bj3 para cada orientacion 63 del tercer elemento A3 del manipulador habria
que efectuar la integral (?7?) correspondiente.
Considerando la convolucion de dos funciones definidas en R® sobre dos de

las variables se llega a

032(91, 92) = /(AQ(O,O) * B)(¢l’¢2)(T, 91, eg)d’f

CB3 (91, 92, 93) = /(A3(0’0793) * B)(<p17<p2)(7“, 91, eg)d’f (637)

donde

Az 0,0)(r, 01 — ¢1,02 — ©2) Ag(0,0)(r; 1 — 01,02 — 02)

A3(0,0,05) (1,01 — 01,00 — p2) = As(0,0,04) (751 — 01,02 — 02)

En este caso se produce convolucién sobre dos de las variables 6, y 65. Por tanto,
si se toman transformadas de Fourier en dos dimensiones sobre ambos miembros

de la expresion ?? se cumple que

F[CB,] = / F Ao (1 00,02)] ., FIBr.61.02)),, , dr (6.39)

©1,02) P1,p2

F[B(r,01,02)]

F[CBs] :/]'—[A3(o,o,93)(7", 91,92)](%%) ydr (6.39)

(p1,2

donde el subindice (1, ¢2) indica que se trata de transformadas de Fourier en
dos dimensiones de dos funciones definidas en R3.

Como se habra podido observar, el anilisis efectuado para el calculo de
CB(q) de un PUMA con tres articulaciones esta estrechamente relacionado con
el manipulador planar y con el robot articulado de dos elementos rigidos en R3.
Esto es evidente ya que la cadena cinematica del PUMA se puede ver como la

composiciéon de la de ambos.
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6.4. Robot SCARA

El robot denominado SCARA estéa disenado para realizar, especificamente,
tareas de montaje. Su cadena cinemética consta de tres elementos rigidos Aq,
A5 y Aj conectados por dos articulaciones: una de revoluciéon y otra prismatica,
denominandose a sus grados de libertad 02 y d (figura ??). Ademas, el primer
elemento puede girar alrededor de un eje perpendicular al plano donde se asienta

el manipulador, denotanse su grado de libertad por 6.

Figura 6.10: Elementos y articulaciones del manipulador SCARA

Como se puede observar en la figura 77, los tres ejes de las articulaciones
son paralelos entre si y perpendiculares al plano donde se asienta el robot. Por
tanto, la eleccion, que se ha realizado, de los sistemas de referencia (?7) es la

siguiente:

» Los origenes de Fyy y Fa, se colocan ambos sobre el extremo inicial del
elemento A;. Ademas, se hacen coincidir los ejes z de ambos sistemas de
referencia con el eje de giro del primer elemento A;. El eje y; se dispone

a lo largo de dicho elemento.

» FEl origen de F4, se sitiia sobre la articulaciéon que conecta los elementos
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A, y As. El eje 25 coincide con el eje de giro de esta articulacion y el eje

12 se coloca sobre el segundo elemento.

» Fl sistema F)4, asociado al tercer elemento se desplaza segtin lo hace Ag
y su origen se ha colocado sobre el extremo superior de ese elemento. El
eje z3 se hace coincidir con el eje sobre el que se desplaza Ajs. El eje y3 se

elige en la misma direcciéon que yo.

Una configuracion de A vendria especificada por la orientacion de Fjy, y
F4, con respecto a Fyy y por el desplazamiento de Fa, con respecto a Fyy. Su
espacio de las configuraciones seria S7 X S; X R y un punto de este espacio ¢
vendria parametrizado por (61,62, d) € [0,27) x [0, 27) x [0,13), donde se denota
con 01 y 69, respectivamente, a las orientaciones de Fa, y F4, con respecto a
Fyw, con d al desplazamiento de F4, con respecto a Fyy y con I3 a la longitud
del tercer elemento. En definitiva, los parametros que definen una configuraciéon

son los grados de libertad para las tres articulaciones.

Figura 6.11: Definiciéon de sistemas de referencia para el SCARA

En el espacio de trabajo W se eligen las coordenadas cilindricas (r, ¢, z). De
esta forma, el recorrido angular de 67 esta relacionado con ¢ y el desplazamiento

d esté asociado con z.
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Por tanto, la definiciéon de la funciéon B : W — R vendria definida como

1 si(r,p,2)€eB
Blr.p2) = %) (6.0)
0 si(rp,2)¢B

donde B es conjunto de puntos de W que representa a los obstéculos.

La definicién de A : C x W — R seria
A(Gla 92; da T, e, Z) = A (91, 927 dv T ¢, Z)+A2(91a 92; da T, e, Z)+A3(917 92; da T, e, Z)

A continuacion se analizan las dependencias de cada uno de los términos con

los tres grados de libertad:
= A no presenta dependencia con s y d.
= A5 no depende del desplazamiento d del tercer elemento.
= A3 depende de los dos giros 61 y 0 y del desplazamiento ds.

Por tanto

A(917 Ba,d,r, 2 Z) = A1(91, T, e, Z) + A2(91a B2, 7, ®, Z) + A3(917 02, ds,, 2 Z)
(6.41)
Como se han hecho coincidir los origenes de Fyy v Fa,, los elementos Ay y Ag

se encuentran en un plano z = 0, y entonces

A(ela 927 da T ¢, Z) = A1(91, T, 90)5(2) + A2(917 92; T, 50)5(2) + A3(91a 927 dv T ¢, Z)
(6.42)

donde §(z) es la funcion delta de Dirac.

Las funciones en que se ha desglosado la funciéon A estarian definidas por

1 si (’I“, (,0) S A1(91)

Ai(01,7, ) = . (6.43)
0 si (’I", 90) ¢ A1(91)
1 si(r,p) e A
As(01,02,1,) = _ (:9) € Ao (6.44)
0 si(r,¢) & Azp,,0.)
1 si(r,¢,2) € Asgq,
A3(01,02,d,7,p,2) = r.¢,2) 3(61,82,) (6.45)

o

si (1,9,2) & As(0,,0,,d)
donde
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= Aj,) es el subconjunto de puntos de W que representa al primer elemento
de la cadena cinemética en la configuracion 61, independientemente de 65

y d.

= As,,0,) es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento Az

en la configuracion (1, 62), pues no depende de d.

= Ags(g,,0,,a) €s el subconjunto de W que representa al tercer elemento en la

configuracion (61, 02, d).
Con estas consideraciones la funcién C'B de C en R estaria definida como
CB(01,02,d) = /A(Gl,ﬂg,d, r, 0, 2)B(r, p, z)drdpdz (6.46)
Sustituyendo la expresion (?7?) en (?7) entonces

CB(915927d) = /(Al(elara (10)6(2) +A2(015927T7 @)5(2) +
+ As(61,02,d,7,0,2))B(r, ¢, z)drdedz (6.47)

Esta expresion se puede escribir de la siguiente forma

CB(01,02,d) = CB1(61) + CBy(61,62) + CB3(61,02,d)

donde
CBi(0r) = / Ay (01,7, 0)3(2)B(r, 0., 2)drdipd: (6.48)
CBs(01,02) = /Ag(@l,92,7",cp)5(z)B(r,<p,z)drdg0dz (6.49)
CBs(01,02,d) = /A3(91,92,d,r,<p,z)B(r,ga,z)drdcpdz (6.50)

En este punto del método se van a considerar, por un lado, las expresiones
correspondientes (?? y ??) a las dos articulaciones de revolucion y, por otro, la
asociada a la prismatica (?77?). Entonces hay que encontrar unas nuevas funciones
A} y A, definidas de C' x W’ en Ry Af definida de C' x W en R, de tal forma
que no dependan de alguno de los parametros que definen una configuracién. Con
este objetivo, hay que realizar una nueva elecciéon de los sistemas de referencia
para la definicion de A} y A} y otra para A5. La eleccion para A} y A} es la

siguiente

] fy'm/lzf?A1 yly‘A/1 Ef?A1



6.4. Robot SCARA 105

L] ZTA/2 EF‘A2
y para A%

= Fy» se mueve solidariamente con el tercer elemento y tiene la misma

orientaciéon que Fa,
u FAg = FAg

La definicion de estos sistemas se puede observar en la figura ??. En concreto,
se han considerado dos sistemas de referencia para el espacio de trabajo (Fyy-
y Fw~): uno asociado a las articulaciones de revolucion y otro asociado a la
articulacion prismatica. De esta manera se logra que respecto a Fyy y Fyy los
elementos A; y Ag permanezcan fijos.

Teniendo en cuenta estos nuevos sistemas, una configuraciéon vendria especifi-
cada por la orientacion de Fy; y Fla; con respecto de Fyy+ y el desplazamiento de
Fy; con respecto a Fy . Entonces, C' contiene un conjunto de configuraciones
dado por (0, 65,0), siendo 8, = 0. En W' y en W se consideran coordenadas
cilindricas, denoténdolas, respectivamente, por (r',¢’, ') y (", ", 2").

Considerando la dependencia de los dos primeros elementos con los grados de
libertad analizada previamente, las funciones A}, A, de C’ x W' en R estarian

definidas como
1 si (T’/, 50/) S AI(O)

All(oarlaspl) = o, (651)
0 si (Ta@)fAl(o)
1 si(r,¢)e A
A5(0,09,7",¢") = _ ', ¢) € Azo0y (6.52)
0 si(r,¢") & Az0,0.)
De igual forma la funcién A% de C' x W en R vendria definida por
1 s (r,¢",2")e A
A(0,05,0,0", ", ") = (", ¢",2) € As@or0 (6.53)

0 si(,¢"2")¢ A3(0,92,0)

En estas definiciones aparecen los siguientes conjuntos:

= A0 es el subconjunto de puntos que representa al elemento Aj en la

configuraciéon 0 respecto de Fyy/, ya que no depende de 03 ni de d.

= A3(0,6,) s el subconjunto de puntos de W que representa al elemento Az

en la configuracion (0, 02) respecto de Fyy/, independientemente de d.
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" A3(0,0,,0) € el subconjunto de puntos que representa al elemento Ag en

la configuracion (0, 62, 0) respecto de Fyyr.

Figura 6.12: Definicion de sistemas de referencia para A’ del SCARA

Dado que se estan considerando de forma separada los dos tipos de articu-
laciones, es necesario definir dos morfismos que lleven a cabo los cambios de
sistemas de referencia : ¢1 de C X Wen C' x W'y ¢ de C x W en C' x W".
El trabajar con coordenadas cilindricas supone que exista una relacion directa
entre dos coordenadas del espacio de trabajo y dos del espacio de las confi-
guraciones, concretamente, entre ¢ y 61 y entre z y d. Teniendo esta relacién
presente y las dependencias de los elementos con los grados de libertad, se elige

el morfismo ¢

p1:CxW — C'xW
915927d77a7(}952 I 9/179/25d/5r/530/52/
donde

rr=r ¢ =p—6
2=z 607,=0
0, =0, d=d

y el morfismo ¢o

P :CxW — C'xW”"

/ / U 1 1 "
917925d5r5@72 917925d77"590)2
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donde

o o' = —6
2'=z—d 60/=0
0y=0, d=0

Como A; = (A} o¢1) y Aa = (AL o ¢1) entonces

Al (917 T, 90)5(2)
A2(915927T7 (p)(S(Z) = A/2(05927T7(p_91)5(2)

All (Oa r,e - 91)6(2)

Como A3 = (A} o ¢3) entonces
A3(915 927 d7 T, P, Z) = AIS(Oa 927 0; e — 917 z— d)

Con las definiciones de funciones A (??, 77y ??)y A’ (??, 2?7y 77?), se tiene

que
A11(077a7§0_ 91)6(2) = A1(077a7§0_ 91)6(2)
A/2(0a9277“790_91)5(2) = A2(07925r5@_01)6(2)
A/3(0702;07T7907917Z7d) = A3(0702a077n790791a27d)
y por tanto
A1(01,7m,0)0(2) = A1(0,r,0 — 01)d(2) (6.54)
A2(91,92,T, (,0)(5(2) = AQ(O,HQ,T,(,D— 91)5(2) (655)
A3(91;927d7r7§052) = A3(0,92,0,T,(‘0—9172_d) (656)

De estas expresiones se puede concluir que las funciones A1, As y A3 permanecen
invariantes si se realiza un giro en la coordenada ¢ y un desplazamiento en la
coordenada z, pasando el manipulador de adoptar la configuracion (01, 0s,d) a
adoptar (0, 62,0).

Sustituyendo estas expresiones (??), (??) y (??) en (?7), (?7?) y (?7) se

obtiene
CBi(01) = /A1<0)(7°7<p—91)B(T7<p,0)d7“d<p
CBy(01,02) = / As(o.0m)(rs 0 — 1) B(r, 0, 0)drdy (6.57)

CBs(01,02,d) = /As(o,ez,o) (1,0 — 61,2 —d)B(r, ¢, 2)drdpdz (6.58)
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En las dos primeras expresiones la funcion B estaria definida en un plano z = 0,
que es donde se ha considerado que se encuentran los dos primeros elementos.
Para cada orientaciéon 05 del segundo elemento Ay habria que calcular las dos
integrales (77) y (?7).

A partir de la expresion del producto de convoluciéon de dos funciones defi-

nidas en R3 sobre una o dos variables se obtiene

CB1(91) = /([11(0) >kB)</,(7’, 91)dr (6.59)
CBQ (91, 92) = /(1‘_12(0792) * B)w(r, 91)d7‘ (660)
CB3 (91, 92, d) = /(1‘_13(0792’0) * B)(«p,z) (’I“, 91, d)d’f (661)
donde
A1(0)(7°7 b —p) = AI(O) (r,p —6h)
As0,0,) (1,01 — @) = Aso,0,)(r, 0 — b1)
A3(0,0,,0)(r, 01 —p,d—2) = Ag(0,0,,0)(r,0 — 01,2 —d)

En las expresiones (?7?) y (?77) s6lo existe convolucion en la variable 61, mientras
que en la expresion (?77) la convolucion es sobre las variables 6; y d. Ademas,
para las dos ultimas expresiones se debe realizar el célculo de las integrales
correspondientes para todos los valores de 65 en su intervalo de variacién. Mien-
tras que para las tres expresiones se debe efectuar la integral sobre r, tal que
r € [—(la+13), (I2+13)], donde I3 y I3 son las longitudes respectivas del segundo
y tercer elemento.

Si se toman transformadas de Fourier en ambos miembros de estas expresio-

nes y se aplica el teorema de convolucion se obtiene
FICB(0))] = / F (Ao (r,00)] , F [B(,0)], dr
FICBs(01,05)] = / F [Angon) (1, 02)] , F [B(r.01)],, dr (6.62)
F[CBs(61,02,d)] = /]—‘ [A3(0,0,0) (T 91,d)](%z)}'[B(r, 01,d)] (.. dr

En las dos primeras se tienen transformadas de Fourier en una tnica dimension,
la coordenada angular, mientras que en la tercera la transformada es en dos

dimensiones, la coordenada angular y la coordenada z.
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La eleccion de un sistema de coordenadas cilindricas para W, la representa-
cion (61, 602,ds) de C'y el tratamiento separado de las articulaciones prisméatica
y de revoluciéon han permitido definir dos morfismos que hace que las funciones
Ay, Ay v As definidas para el robot SCARA sean independientes de alguno o

varios de sus parametros, simplificAndose el calculo de C'B correspondiente.

6.5. Robot Stanford

Si se reemplaza la tercera articulacion de revoluciéon del PUMA por una
prismatica o, lo que es lo mismo, si se anade un elemento con una articulacién
prismatica a la cadena cinematica del manipulador reducido, se obtiene una
estructura cinemaética esférica (figura ?7?). El manipulador Stanford es el mas
representativo de esta estructura. Se van a denominar Ay, Ag y Ag a los tres

elementos que componen la cadena, y 01, 02 y d a sus tres grados de libertad.

(:/\
\/

Figura 6.13: Elementos y articulaciones del manipulador Stanford

Los ejes de giro de las dos primeras articulaciones son perpendiculares entre
si, y, a la vez, perpendiculares al eje de desplazamiento de la tercera. Dado que

los tres ejes intersectan en un punto, se han elegido los sistemas de referencia
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(figura ?7?) siguiendo el siguiente procedimiento:

= Los origenes de Fyy y F4, se sitian de forma que coincidan sobre el centro
de la articulaciéon que conecta los dos primeros elementos A1 y As. Los
ejes z y 21, asociados con los sistemas Fy y Fla,, se hacen coincidir con
el eje de giro de la primera articulacion. El resto de los ejes de ambos
sistemas se eligen para formar un triedro, aunque entre x y x; (al igual

que entre y e y;) existe un desplazamiento angular dado por 6.

= En el sistema Fjy,, el origen se sittia coincidente con los de Fyy y Fja,. El
eje 1y se dispone a lo largo del segundo elemento Az, y x5 se hace coincidir

con el eje de giro de la segunda articulacion.

= El sistema Fl,, asociado al tercer elemento Ag, es un sistema de referencia
que se desplaza segtin lo hace Az y su origen se ha colocado sobre el
extremo superior de ese elemento. El eje y3 se hace coincidir con el eje
sobre el que se desplaza Ag. El eje x3 se elige en la misma direcciéon que

9.

Una configuracion de A vendria especificada por la orientacion de Fa, y Fa,
con respecto a Fyy, denotadas respectivamente por 61 y 6o, y el desplazamiento
de F4, con respecto a Fy, denominado d; siendo (d; = d + l2). Su espacio de
las configuraciones seria S x S! x R. Como se ha comentado, cada configu-
racion ¢ vendria parametrizada por (01, 6s,d1) € [0,27) x [0,27) X [l2,l2 + I3]
que corresponden respectivamente con los tres grados de libertad para las tres
articulaciones. Con I3 se denota la longitud maxima del tercer elemento y con
l2 la longitud del segundo elemento.

Dado que su estructura cinematica es esférica, parece logico utilizar las coor-
denadas esféricas (r, p1,p2) en el espacio de trabajo W. De esta forma se con-
sigue que el desplazamiento d esté relacionado con r, mientras que el recorrido
angular de 61 y 65 se relacione directamente con @1 y s, respectivamente.
Las coordenadas elegidas para W tienen una correspondencia con los grados de
libertad de este manipulador.

Con esta eleccion de coordenadas para W, es valida la definicién de la funcién

B (?7) que se propuso para el manipulador reducido y, como consecuencia, para

el PUMA.
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Figura 6.14: Definicién de sistemas de referencia para el manipulador esférico

Una vez establecidos los espacios C'y W, la definicion de A tendria la misma
forma que para el manipulador PUMA, modificando la dependencia con el giro

03 por el desplazamiento d; en el tercer elemento Ag.

A(91a927d1a7‘a 5017902) = A1(91,92,d1,7‘, @1,@2)+A2(91,92,d1,7‘, @1;502)+

+ A3(917927d15r5 #1, (102)

A continuacion se analizan las dependencias de los elementos con los grados

de libertad:

= A7 no presenta dependencia con - ni con d.

= A no depende del desplazamiento d del tercer elemento.

= Ag si depende de los tres grados de libertad.
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Por tanto

A(91792adlara ®1, 502) = A1(91,T, ®1, 502) + A2(91,92,T, ®1, 502) +
+ A3(01,02,d1,7, 01, p2) (6.63)

Logicamente, las funciones A; y As estarian definidas como para el manipu-

lador reducido o para el PUMA (?? y ??). La definiciéon de Az seria

1 si (T.a ©1, 502) € A3(91792,d1)

A3(91,92,d1,7”, 9017902) = (664)

0 si(r,¢1,92) & Ag(9,,0,.,d1)

donde Agg, g,,4,) s el subconjunto de W que representa al tercer elemento en
la configuracion (61, 02,d1).

Entonces la definicion de C'B vendria dada por
CB(01,02,d1) Z/A(91792,d177“7 ©1,02)B(r, o1, p2)drdpidps (6.65)
Sustituyendo la expresion (??) en (??) se obtiene

CB(91,92,d1) = 031(91) + 032(91,92) + CB3(91,92,d1)

donde
CBy(0;) = /Al(é’l,r,<,01,<p2)B(7°,<p1,g02)d7°d<p1d<p2 (6.66)
CBs(01,05) = /A2(91,92,7“,<p1,<,02)B(r,gol,gog)drdgoldgog (6.67)
CBaltn,00.d)) = [ Aa(Or,0a,d1,ri o1, ) B o1, ) drdidia(6.69)

El procedimiento que se va seguir para reducir el tiempo de calculo asociado a
la resolucion de estas integrales es analogo al realizado en el manipulador previo,
ya que el esférico combina igualmente articulaciones de revolucién y prismaética.
Por tanto, hay que encontrar unas nuevas funciones A} y A} definidas de C' x W’
en Ry A5 definida de C' x W” en R, de tal forma que las tres funciones
no dependan de alguno de los parametros que definen una configuraciéon. Para
lograr este objetivo, se deben elegir unos nuevos sistemas de referencia para

estas tres funciones. Para las funciones A} y A} la eleccion es la siguiente:
] FW’ = FA2

u FA/l EFA2
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u ZTA/2 = F‘A2
Para la funcion Aj

= Fy se mueve solidariamente con el tercer elemento, su origen esta situado
en el extremo superior de este elemento y tiene la misma orientaciéon que

Fy,
u FAg EFAS

La definicion de estos sistemas se puede observar en la figura ??7. Se han defi-
nido dos sistemas de referencia para el espacio de trabajo: uno asociado a las
articulaciones de revolucion (Fyy) y otro para la prisméatica (Fy~ ). Los puntos
pertenecientes al primer y tercer elemento del manipulador permanecen fijos
respecto de estos sistemas.

Considerando estos nuevos sistemas de referencia, una configuraciéon ven-
drfa especificada por la orientacion de Fa; y Fa; con respecto de Fy y el
desplazamiento de F Ay, con respecto a Fyy~. Entonces, C’ contiene una tunica
configuracion dada por ¢ = (0,0,0). En W’ y en W” se eligen las coordena-
das esféricas como coordenadas de trabajo, denotandolas, respectivamente, por
(.6 2h) ¥ (7, o).

Las funciones A} y A} se definirian como en el manipulador reducido (7?7 y

??) 0 el PUMA,; y la funcién A% vendria definida por

Losi (7,97, 05) € Ag(0,0,0)

A5(0,0,0,7", ¢, ¢5) = (6.69)

0 si(r”,¢f,¢5) & As(o,o,o)
donde Ajg 0,0y es el subconjunto de puntos de W que representa al elemento
A3 en la configuracion (0,0, 0) respecto de Fyy . Su representacion, asi como la
de los subconjuntos Ay () y Az(0,0), se puede observar en la figura 77.

La transformacion de los sistemas de referencia definidos inicialmente a los
nuevos es una traslacion de coordenadas. Esto es debido al hecho de elegir las
coordenadas esféricas como coordenadas para el espacio de trabajo W. De la
misma forma que para el manipulador reducido o el PUMA, los giros 61 y 65
sobre los ejes z1 y xo se convierten en traslaciones sobre las coordenadas angu-
lares 1 y 2. Ademas, para este manipulador se tiene que los desplazamientos
sobre el tercer grado de libertad d se convierten en variaciones en la coordenada

radial r.
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Figura 6.15: Definicion de sistemas de referencia para A’ del Stanford

En este caso es necesario definir tres morfismos: ¢; : C x W — C" x W/,
P : CXW = C"xW"y @3 : CxW — C" x W". Los morfismos ¢1 y ¢, que
realizan la traslacion en las coordenadas angulares, se definen de forma anéloga

a la utilizada en el manipulador reducido; el morfismo ¢, es

¢ :CxW — C'xW
01,02,dy,7,01,02 — 911)‘9127d1177a,799/1799/2

donde

/

r=r  @i=p1—b
©h =12 07 =0
0, =0, d,=d

y el morfismo ¢, es

Gpa:CxW — C"xW"
/! ua i 1! 1! 1
91,92,d1,7",§01,(}92 917927 17 ¥P1,¥P2

donde

7

r=r ol =v1 -0
oy =p2—0 0/ =0
0y =0 " = dy
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Por su parte el morfismo ¢3 se define como

CxW — C"xw"

917925d15r5 P1, P2

donde

11

" =r—d;

g

P = P2 —
0y =0

/" /" " " /11
91 792 7d1 YT P15 P2

"

o' =1 -0
9/1// —
dy' =0

Puesto que se cumple que Ay = (A} o ¢1) y As = (A} o ¢2) se obtiene que

A1(0177a7§01)(p2) =

A2(91’9277~7¢1’@2) =

y como As = (Aj o ¢3), entonces

All(oa T, P11 — 91) (102)

A5(0,0,7, 1 — 01,02 — 62)

A3(01,02,d1, 7,01, 02) = A5(0,0,0,7 — di, 1 — b1, 92 — 62)

A partir de las definiciones de las funciones A (7?7, 7?7y ??)y A’ (27,72 y 77),

se tiene que

All (07 P11 — 917 902)
Al2(05 07 T, Y1 — 017 Y2 — 92)

A5(0,0,0,7 — dy, o1 — b1, 92 — 02)

= Al(O,T, Y1 — 917902)
= A2(070,7‘,(‘01—91,(‘02—92)

= A3(0,0,0,7‘— d17§01 —91,(,02 —92)

y por tanto
Al (917T7 9015902) = Al (O7T7 Y1 — 917()02) (670)
A2(91;927T7 9015902) = AQ(0,0,T, ©1 _017()02 _92) (671)
A3(91792;d177n79015502) = A3(070)07T7d1)801 791;802792) (672)

De estas tres expresiones se llega a que las funciones asociadas a los tres
elementos de este manipulador permanecen invariantes si se realiza una tras-
lacion de coordenadas respecto de las variables esféricas (r, @1, p2), pasando el
robot de la configuracion (dy, 01, 62) a la (0,0,0). Hay que tener encuenta que las
traslaciones sobre las coordenadas esféricas ¢1 vy @9, elegidas para el espacio de
trabajo, serian realmente giros si se hubiera optado por trabajar en coordenadas

cartesianas.
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Por notacién se tiene que

Aoy (ryp1 = 01,02) = A1(0,7,01 — 01, p2)
As(0,0)(ry 01 — 1,02 —02) = A2(0,0,7,01 — 01,2 — 02)
As0,0,0)(r —di, 01 — 01,00 —02) = A3(0,0,0,r —dy, 01 — 01,02 — 02)

Considerando las expresiones (??), (??) y (??) junto con las obtenidas previa-

mente (?7), (7?) y (?7) se verifica que

CBi(0h) = /A1(o)(7“7 1 — 01,02)B(r, o1, p2)drdprdps
Cal01,0) = [ Axooy(rpr = 01,42 =~ 0)Blrgr,p)drdordin (673)
CB3(01,02,d1) = /A3(0,0,0) (r —dy, o1 — 01,92 — 02)B(r, @1, p2)drdpydps

Suponiendo que no existe colision entre el elemento Ay del manipulador y

algiin obstaculo en W, entonces CB; = 0, y como consecuencia
CB(61,02,d1) = CBy(61,02) + CB3(01,02,d1)

La expresion (?7?) coincide con la obtenida (??) para el manipulador re-
ducido en tres dimensiones. Para el manipulador Stanford aparece un término
adicional que tiene en cuenta la tercera articulacion prismatica. Ya se comento
que su estructura cinemaética se puede considerar como la composicién de la del
reducido y una tercera articulacion prismatica adicional. Ademas, la expresion
para C By es similar a la del PUMA, aunque el término para C' B3 es mas simple,
yva que el morfismo definido en este caso relaciona directamente los grados de
libertad con las coordenadas de trabajo elegidas.

Considerando la convolucién de dos funciones definidas en R> sobre dos de

las variables se llega a

CBy(6r,0) = / (As(0.0) * B) (s o (1 01, 0 )dlr (6.74)
y con la convolucién de dos funciones definidas en R? sobre las tres variables se
consigue
CBs(01,02,d1) = (A3(0,0,0) * B) (r,01.00) (d1, 01, 602) (6.75)
donde
Ag0,0)(r, 01 — 01,00 — ©2) = Ag0,0)(r, 01 — 01,02 — 02)

Az0,0,0)(dr — 7,01 —@1,02 —p2) = As(0,0,0)(r — di, 01 — 01,02 — 02)
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Para la expresion (?77?) se produce convolucion sobre dos de las variables 6 y
f5. Por tanto, si se toman en ella transformadas de Fourier en dos dimensiones

se cumple que

F[CBa(6:,05)] = / (]-" [As(0.0)(r, 01, 02)] FB(r, 01, 92)](%%)) dr

(6.76)

(p1,02)

En (??) aparece el producto de convolucién de dos funciones definidas en R?
sobre las tres variables dy, 67 y 65. Tomando transformadas de Fourier tridi-

mensionales se tiene

F[CBs(01,02,d1)] = F [As(0,0,0)(d1,01,62)] F [B(di,61,02)]

(rp1,2)

(6.77)

(ryo1,02)

Particularizando un método general, basado en un formalismo matematico,
se ha obtenido un conjunto de expresiones que simplifican el calculo de obstéacu-
los en el espacio de las configuraciones para un grupo determinado de estructuras
roboticas. En el siguiente capitulo se va a presentar la forma de discretizar estas
expresiones para llegar a proponer los algoritmos que permitan implementar y
resolver este calculo. Junto con ellos se analizara la complejidad computacional,

intentando resaltar como ésta se reduce.
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Capitulo 7

Algoritmos para Calcular los

C-obstaculos

En los dos capitulos precedentes se han obtenido las expresiones particulares
para el calculo de los C-obstéaculos, siguiendo el método mateméatico propuesto,
tanto para robots méviles como para los manipuladores industriales mas comu-
nes. En este capitulo se van a proponer los algoritmos que permitan computar
estas expresiones. El resultado de dichos algoritmos sera una estructura donde
estén representados los C-obstéaculos. Esa estructura podra ser utilizada, pos-
teriormente, por el planificador o por el controlador. Con objeto de validar el
método propuesto, los algoritmos se van a aplicara cuatro situaciones reales:
un disco, una plataforma rectangular, manipulador planar de revoluciéon y un
PUMA. Se comprobara que los resultados obtenidos para los tres primeros coin-
ciden con los que aparecen en la bibliografia, mientras que para el altimo no

existen practicamente trabajos previos.

7.1. Discretizacion

Para computar las expresiones presentadas para el calculo de los C-obstaculos,
es necesario discretizar tanto el espacio de trabajo W como el C-espacio C. Es-
to lleva a que las funciones A y B estén definidas sobre espacios discretos vy,

por tanto, sea necesario proponer una nueva definiciéon de CB para espacios

119
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discretos. Este es el objetivo de esta seccion.

7.1.1. Discretizaciéon de los espacios W y C

Sea x un punto de W y ¢ una configuracion de C, parametrizados, respec-
tivamente, por * = (1,22, *,Zn) ¥ ¢ = (¢1,92,"**,qm). En general, n es 2
6 3, mientras que m depende del ntumero de grados de libertad del robot con-
siderado. Sobre el intervalo de definicién de cada una de estas coordenadas se
distribuyen de manera uniforme un ntimero finito de puntos (N). Por e¢jemplo, si
una de las coordenadas de z o de ¢ es una variable lineal d € [a, ], se distribuyen
uniformente N puntos, dando lugar a un vector cuya componente i-ésima seria

b—a

a-+1 N

y si la coordenada es angular 6 € [—m, 7], seria
+ 2T
PR Juia
N

Para simplificar la presentacion del método, se supone que todas las coor-
denadas se discretizan con el mismo ntimero de puntos. Realmente, en la im-
plementacion realizada no todas las coordenadas se discretizan con la misma
resolucion. Esta se debe fijar de forma que la representacion de los obstaculos
del robot en ambos espacios, W y C, sea correcta.

Se puede utilizar el indice ¢ € D, siendo D = {1,---, N}, como variable
independiente para representar cada uno de los N puntos que se han distri-
buido sobre el intervalo de definicién de cada coordenada de x € W o q € C.

Asi, se obtiene una matriz de dimensiéon N X --- X N para un espacio de tra-
—_—

n
bajo de dimension n y otra de dimensiéon N X --- x N para el espacio de las
—_——

m
configuraciones.

7.1.2. Discretizacion de las funciones A y B

Las funciones B, A y A’ definidas sobre dominios discretos se denominaran,
respectivamente, B*, A* y A’*. Si se utiliza el indice como variable independiente
entonces B*, A* y A”™* son funciones definidas sobre D, un subconjunto de los

naturales, y, por tanto, se pueden representar como matrices. Debido a la propia
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definicion de B, Ay A’, las correspondientes muestreadas dan como resultado
matrices binarias.

Asi, la funcion B* : D x --- x D — R proporciona una matriz binaria que
—_——

n
representa a los obstaculos en el espacio de trabajo. Un elemento de esta ma-
triz B* tomara un valor ’1’ si existe un obstaculo en la celda que represen-
ta dicho elemento, y si no el valor sera ’0’. De la misma forma, la funcion

A* :Dx---xDxDx---x D — R proporciona una matriz binaria que re-

presenta almrobot en una geterminada configuracion ¢ en el espacio de trabajo.
Mientras que si se utiliza la funcion A : C' x W' — R se obtiene una matriz
binaria que representa al robot en una configuraciéon ¢’ en W’. Cabe recordar
que las funciones A’ se introducian para simplificar el calculo de C'B(g). Como
se podré comprobar con el siguiente ejemplo se puede reducir ademas las nece-
sidades de memoria, ya que las matrices con las que se trabaja son de menor
tamano.

- Ejemplo Sea un robot con forma de disco que se mueve libremente en
un espacio de trabajo W = [a, b] X [¢,d]. Un punto de W vendria parametrizado
por (z,y) € [a,b] X [¢,d], y una configuracion de C por (z,,y,) € [a,b] X [c,d],
que son las coordenadas del centro del mévil.

Si se discretiza W en una matriz N x N, el elemento (x;, y;) o su indice (4, j)

representaria a la celda espacial

_;’_';a +('+1)b__a X +'u +('+1)E
a+1 N ,a+ (7 N c+j N ,c+ (g N

con i,j € D, siendo D = {1,---,N}. De la misma manera se tendria si se
discretiza C'.
La funcién B* : W — R, definida sobre un dominio discreto, vendria dada
por
By =] | wen )
0 si(xi,y;) ¢B
donde B es el subconjunto de W que representa a los obstaculos. Utilizando el

indice como variable independiente, la funcion B* : D x D — R se expresaria

como

’ 0 si(zi,y;)¢B
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Proporciona una matriz binaria de tamano N x N, cuyo elemento (7,j) toma

valor ’1’ si hay un obstéculo en la celda (z;,y;), y '0’ en caso contrario.

Y la funcion A* : C x W — R, siendo W y C discretos, vendria definida

como

1 si (Ii, yj) S A(ka,yrl) (7 3)

A*(I'Tk;ym;miayj): .
0 si (Zia y]) g A(;crk,yrl)

donde i, j,k,l € D, siendo D = {1,---,N}; Az, -, €s el subconjunto de
puntos que representa al robot en la configuracion (x,,,yr,). Si se utilizan los

indices, la definicion de A* : D x --- x D — R seria
S ——

4

1 si (xia y]) € A(ka 7’97])

A*(k, 1,1, §) = (7.4)

0 si(z,y;) ¢ A($7~k7y7~l)

y se obtiene una matriz binaria de tamano N x - -+ x N. Su elemento (k,[, 7, j)
—_—

4
vale ’1’ si el robot en la configuracién (., , yr,) ocupa la celda (x;, y,) del espacio
de trabajo, y '0’ en caso contrario. Sin embargo, en la expresion (?7?) se llegaba

a

A(:L'ra Yr, T, y) = A(Oa 0,2 —xp,y — yr)

= A(O,O) (:L' —Try Y — yr)

Luego, en lugar de trabajar con la matriz completa A* de tamafio N X --- X N
~—_——

4
es posible utilizar tinicamente la submatriz o capa correspondiente a A*(0, 0, z; —

Try,Y; — Yr,) correspondiente a la configuracion de referencia (0,0), aunque los
indices i, j sufren un desplazamiento dado por k,l. Concretamente, se emplea

la matriz AfO,O) definida como

1 osi(z — T, ¥ — Yr) € A0,0

Al i —k,j—1) = (7.5)

0 si(zi— e,y —yr) € A 0,0

que al ser de menor tamano, N x N, se logra reducir considerablemente las

necesidades de memoria en la etapa de calculo.
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7.1.3. Discretizacion de la funcion CB

De la misma forma que para las funciones previas, se denomina CB* a la

funcion C'B que toma valores sobre el C-espacio discreto, y estaria definida por
= Z A*(qj,x))B*(x;) Vg; €C, Vo, €W (7.6)

A partir de ella, la region del C-obstaculo CBg, que es el subconjunto puntos

del C-espacio discreto donde se proyecta el obstaculo B, se define como
CB¢ = {¢q; € C/CB*(g;) > 0} (7.7)

Por tanto, se cumple que un punto del C-espacio discreto es libre si y so6lo si
OB*(g)) = 0.

Si se trabaja con los indices el C-espacio se puede representar por una matriz
m-dimensional (o por m submatrices (m — 1)-dimensionales). Asi, la funcion

CB*:D x ---x D — R proporciona una matriz que representa a los obstaculos
—_——

en el espauciom de trabajo. Un determinado elemento de esta matriz C'B* tomara
un valor no nulo si el robot en la configuracion que esa celda representa colisiona
con los obstaculos; o un valor 0’ si es libre.

- Ejemplo Para el movil con forma de disco analizado previamente la

funcion CB* : C' — R, definida sobre un dominio discreto, vendria dada por

CB Irk ’ yTL Z A(O O) x?“k ) y] - ym )B* (x’ia y_])
4,j=0

de tal forma que

P si(z..y,.)€CB
CB* (2, yr,) = (@ri ym) f (7.8)

0 si(zr,yr,) € CB¢

donde P € Ry CBg es el subconjunto de C' que representa a los C-obstaculos.
Utilizando el indice como variable independiente, la funcion CB* : D x D — R

se expresarl’a como

CB*(k,1) = Y Afyo)(i —k,j —1)B*(i,])

cumpliéndose que

P si(xz,,y~) € CB
CB*(k,1) = st (@i, yn) € OBe (7.9)
0 si(z,,yr) ¢ CBs
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Si se toma P como valor umbral se obtiene una matriz binaria de dimensiéon
N x N, cuyo elemento (k,1) toma valor ’1’ si hay un C-obstéculo en la celda

(Zry,»Yr;), ¥ '0” en caso contrario.

7.2. Algoritmos

En los dos capitulos previos se obtenian las expresiones de C'B(q) para ro-
bots méviles y articulados, y se observaba como en dichas expresiones aparecia
el producto de convolucion de A y B sobre unas ciertas variables. De la misma
manera, en la expresion de C'B*(g;) particularizada para los robots analizados,
surgira la convolucion discreta de A* y B* sobre dichas variables discretizadas.
Utilizando el teorema de convolucién para dominios discretos, se puede calcular
la Transformada de Fourier Discreta (DFT) de CB*(g;) como el producto punto
a punto de la DFT de A* y la de B*, efectuando las transformadas sobre una o
varias variables. La dimensiéon de la Transformada Discreta de Fourier y las va-
riables concretas sobre las que se efectiia depende del tipo de robot considerado.
El objetivo de las siguientes secciones es obtener la expresion de CB*(g;) para
cada estructura robética estudiada en los dos capitulos anteriores y, de ella, el
algoritmo que permite calcular la matriz binaria que representa al espacio de

las configuraciones.

Si se implementa directamente la convolucion de las matrices binarias A* y
B*, la complejidad computacional del algoritmo es O(N ‘712)7 siendo N la resolu-

cion de la discretizacion utilizada y d la dimension de la convolucion.

Otra opcion serfa aplicar el teorema de convoluciéon y utilizar el algoritmo
de la Transformada Rapida de Fourier (FFT), cuya complejidad es O(N%logN).

Asi, se conseguiria reducir la carga asociada a la ejecucion de los algoritmos.

Para aplicar el algoritmo de FFT las funciones deben de ser periodicas. Sin
embargo, las matrices binarias implicadas no son ciclicas. Una forma de solucio-
nar este problema, [?], es colocar un ’1’ en todos los elementos del contorno de
la matriz binaria que representa al espacio de trabajo. Asi, ademéas de conseguir

funciones ciclicas, se asegura que el robot no pueda sobrepasar los limites de W.
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7.2.1. Robot Circular Moévil en el Plano

En la seccion previa, se llegd a la expresion

N-1
cB” (Zmaym) = Z AEFO,O) (xm —TiyYr, — yj)B* (Zia yj)

4,j=0
Si se realiza el siguiente cambio en la expresion previa

AEFO,O) (xl — Trys Y5 — yh) = AXO,O) (xﬁc — i, Y — yj)

entonces aparece el producto de convolucién discreto sobre las dos coordenadas
entre las funciones que describen, respectivamente, al robot en la configuraciéon

(0,0) y a los obstaculos en el espacio de trabajo.
CB*(ka ’ y7‘z) = (Afo,o) * B*)(Im ) ym) (7'10)

Con el teorema de convolucion en su version discreta la expresion anterior

se podria calcular como
DFT[CB*(zr,,yr,)| = DFT 12120,0) (@ry s yr)| DFT [B* (21, Y, )] (7.11)

que son transformadas discretas en dos dimensiones.

Para su implementacion, habria que calcular la FFT bidimensional de las
matrices binarias AfO,O) y B* y multiplicar ambas transformadas. Calculando la
transformada inversa IFFT de este resultado se obtendria la matriz donde estéan

representados los C-obstaculos. Concretamente, el algoritmo que se propone es

el siguiente

Construir la matriz binaria B*(k,[), poniendo un ’1’ en sus limites
Calcular F [B*(k,1)] en 2 dimensiones

Construir la matriz binaria Azo,o)(k’ l)

Calcular F [/_12‘0’0)(16, Z)}

Obtener P = F[B'] - F |47y |

Hacer IP(k,l) = F~1[P] la FFT inversa

Asignar CB*(k,l) = 1siy solosi [IP(k,l)| >0

Se supone que N es la resolucién de la discretizacion, tanto para las coorde-

nadas del espacio de trabajo W como para las del C-espacio. Con el algoritmo
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se obtiene una matriz binaria B* de tamafio N x N, otra A* de tamano

(0,0)
N x N y, como resultado final del algoritmo, una matriz binaria CB* de tama-
no N x N. Con estas consideraciones y al trabajar con FFT en dos dimensiones,

la complejidad computacional del algoritmo es O(N? - log(N)).

7.2.2. Plataforma Bidimensional Moévil en el Plano

Sea una plataforma movil, con cualquier forma geométrica, que puede tras-
ladarse y rotar libremente sobre un espacio de trabajo W C R?. Partiendo de

la expresion obtenida para el calculo de CB(q) de este robot

CB(xra Yr, 97“) - /A(O,O,Or)(zr — L, Yr — y)B(Za y)d:cdy

y siguiendo un proceso de discretizacion similar al analizado para el robot ejem-
plo se obtiene que

N-1

CB*(ka Yris ) = Z A?O,O,Grm) (Im —Tir Y — yj)B*(xia yj)
i,5=0

donde la orientacion 6, del robot también ha sido discretizada. Para cada orien-
tacion 6, aparece el producto de convolucién discreto sobre las dos variables
lineales de las funciones que describen al robot en la configuracion (0,0,6,, ) vy

a los obstéculos en el espacio de trabajo.

CB*(ka y Yrys 07‘771.) = (ATO,O,O * B*)(Zm ) ym) (712)

rm)

Como sobre la variable 6, no se produce convolucién, entonces se puede distri-
buir sobre su intervalo de variacion 6, € [0, 27] un nimero de puntos diferente
(M) al utilizado para las variables lineales (V). De esta forma, C'B* se repre-
senta mediante M matrices de tamano N x N: una matriz para cada orientacién
discreta del robot. Esta técnica se denomina slicing y a cada una de las matrices
se la denomina slice.

Utilizando el teorema de convoluciéon discreta se obtendria

DFT [CB* (:L'Tk y Yrys GTm )] =DFT [Azo,o,e,.m)(xm ) ym) DFT [B* (xﬁc )y Yry )]
(7.13)
que son transformadas discretas en dos dimensiones. Cada slice se obtiene mul-

tiplicando punto a punto las dos matrices bidimensionales que se obtienen al
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calcular la FFT bidimensional de A* y de B* y, considerando posteriormente,
la transformada inversa de dicho producto. El algoritmo propuesto aparece a

continuaciéon

Construir la matriz binaria B*(k,!), poniendo un 1’ en sus limites
Calcular F [B*(k,[)] en 2 dimensiones
Para cada orientacién 6,
Construir la matriz binaria /_120’079””)(& 1)
Calcular F {A?O,O,HTW)}
Obtener P = F [B*] - F [Afo,o,e,,m)}
Hacer IP(k,l) = F~'[P] la FFT inversa
Asignar CB*(k,l,m) = 1siy solosi |[IP(k,l)| >0

Suponiendo que las variables lineales se discretizan con una resoluciéon N
mientras que la variable angular 6, con una resolucién M, se dispone de una
matriz binaria B* de tamafio N x N, una matriz binaria A* de tamafio N x N
para cada orientaciéon del robot y, como resultado final del algoritmo, M matrices
de dimensiéon N x N. Se utiliza la técnica de slicing sobre el grado de libertad,
0., donde no se produce convolucién. Como las FFT son en dos dimensiones la

complejidad computacional del algoritmo es O(M - N2 -log(N)).

7.2.3. Plataforma Movil Tridimensional sobre un Plano

En este apartado se va a considerar una plataforma tridimensional que se
mueve sobre un plano z = 0. No se impone ninguna clase de limitacién en cuanto
a su forma geomeétrica. Para este tipo de movil se habia obtenido previamente

la expresion ?? para la funcion CB(q)

CB(xTa Yr, 97“) = /A(O,O,&v)(x’!‘ — T, Yr — Y, Z)B(x7 Y, z)dmdydz

Si se aplica el proceso de discretizacion propuesto anteriormente se llega a
que

N—-1
CB*(ZW y ymvorm) = Z Aztop,arm)(xrk — Xiy Yr; — Y5, Zn)B*(:Cu Yj, Zn)

2,5,n=0
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El planteamiento es similar al utilizado para la plataforma bidimensional.
Sin embargo, en este caso se debe efectuar el sumatorio sobre tres variables
discretas, que son las dimensiones del espacio de trabajo. Para cada capa o slice
0., se calcula un C'B* determinado. Para cada una de ellas aparece el producto
de convolucién sobre las dos variables del plano.

N—-1
CB* (ITk s Yrys 97'm) = Z ( >(k0,0,‘9rm) * B*)(ﬂfivyj) (ITk s Yrys Zn)

n=0
Si se aplica a esta expresion el teorema de convolucién discreto, entonces

DFT [CB*(xr,,Yr,,0r,, )] se puede calcular como

(zi,y5)

N—-1
DFT[CB*)= Y DFT [A;OVO,GM)(% Yris Zn) DFT [B*(r, yr, 2n)]
n=0

(zi,95)

donde las transformadas discretas de Fourier se calculan sobre las coordenadas
del plano (z,y). Para cada orientacion 6, se obtendria una matriz de tamafio
N x N, al igual que para la plataforma bidimensional. En total se tendrian M
matrices, siendo M la resolucién con la que se discretiza 6, . Cada una de ellas
representa a DF [C'B*] para cada orientacion del robot. Cada matriz DF [C'B*|
se calcula con el producto punto a punto de las transformadas de A?O,Oﬂrm) y
B* para cada plano z, = constante, desde z,, = 0 hasta z,, = altura — movil y,
después, se suman dichos productos. Por tanto, las M matrices que representan

al C-espacio se pueden obtener con el siguiente algoritmo

Para cada plano z,
Construir la matriz binaria B*(k,[), poniendo un ’1’ en sus limites
Calcular F [B*(k,1)] en 2 dimensiones

Para cada valor de la orientacign 6

PT =0

Tm

Para cada coordenada z,,

Construir AEFQO,GM) (k1)

Calcular F |:121>(k070,9r )}
Obtener P = F [B*]- F [A?&Oﬂr)

Acumular P en PT
Hacer IP(k,1) = F~'[PT] la FFT inversa
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Asignar CB(k,l) = 1siy solosi |IP(k,l)] >0

Se supone que las variables lineales se discretizan con la misma resolucién
N, aunque para la variable z se podria considerar otra diferente, y la angular
0, se discretiza con una resolucion M. En este caso es necesario construir N
matrices binarias B* de tamano N x N y, para cada orientaciéon del robot,
otras N matrices binarias A* de tamafio N x N. El resultado del algoritmo
son M matrices binarias CB* de tamano N x N. Como se realizan M x N
transformadas de Fourier en dos dimensiones de matrices de tamano N x N,

entonces la complejidad computacional del algoritmo es O(M - N - N2 -log(N).

7.2.4. Manipulador planar de revoluciéon

En esta seccion se va a considerar un robot articulado con dos grados de
libertad (01, 602) € [0, 27], que se mueve en R?,. Como coordenadas de trabajo se
eligieron (r, ¢) que pueden variar en el intervalo [0, 7pmqz] X [0, 27]. Al discretizar

estas variables con una determinada resolucion, las expresiones

CBi(6) = //L(o) (r,01 — @) B(r, p)drdy
CB3(01,02) = /[12(0,92)(7’, 01 — ) B(r, p)drdyp
se tranSfOrman en
N-1
CBi(6h,) = Al (o) (ri, 01, — ;) B* (i, ¢5)

CB;(01,,62,,) = 50,0, (1301, — ) B* (i, 9;)

H'MH g

En este caso s6lo, para ambas expresiones, se produce la convolucién discreta

sobre la variable 0, .

N-1
CBT(Glz) - Z 1(0) * B <PJ (Tla 911)
N-—-1 B
CB; (911 ) 927n) = (AS(O,GQ,,”) * B*)soj (Tia 911)
=0

En CBj se debe calcular el producto de convolucion sobre una variable, para

cada orientacion del segundo elemento 65

m*
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Si se aplica el teorema de convolucion discreto, las expresiones previas se

pueden calcular como

2

DFT[CB;(0y,)] = DFT [A;(O)(ri,eh)} DFT [B*(ri,61,)],,
i=0 #i
N—-1 ~
DFT[CBL(01,,02,)] = DFT {A;((wzm J(ri, 01, )} DFT [B*(ri, 01,)],,
i=0 #i

donde se aparece la transformada discreta de Fourier en una sbéla dimension: la
variable angular. A partir de las expresiones previas, el algoritmo propuesto se

puede sintetizar tal y como aparece a continuacion.

Construir la matriz binaria B*(4, j) en polares, poniendo un ’1’ en sus limites
Construir la matriz binaria A’{(O) (i,7) en coordenadas polares
PT=0
Para cada radio r;
Calcular F [B*(i,7)] en una dimension
Calcular F [fl’{(o) (i,j)} en una dimensién
Obtener Py = F [B*(i,j)] - F [A;(O) (, j)}
Acumular en P;T
Para cada orientacion 6,
Construir la matriz binaria flz(o, 92711’)(2‘, J)
Hacer P,T = P,T
Para cada radio r;
Calcular F [Az(o,em)(iaj)} en una dimension
Calcular Py = F [B*(i,5)] - F [43(0’927”)(2', j)}
Acumular en P,T
Hacer IP,T = F~! [PT] la FFT inversa
Asignar CB*(I,m) =1 siy so6lo si |[[P.T| >0

En este proceso de discretizacion se utiliza la misma resolucién N para las
variables angulares, aunque no es necesario que sea la misma para 6, y una
resolucion M para la variable radial. Se construyen: una matriz binaria B* de

tamaifio N x M, otra A% del mismo tamafio y N matrices A} de tamafio N x M.
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El algoritmo calcula una matriz binaria C B* de tamano N x N. Hay que hacer
notar que se utiliza la FFT en un sola dimensiéon y, como consecuencia, la

complejidad computacional del algoritmo es O(M - N2 -log(N)).

7.2.5. Robot PUMA

Este manipulador dispone de tres articulaciones de revolucion, cuyos grados
de libertad asociados se han denominado previamente 61, 65 y 3 con un recorri-
do angular [0, 27]. Como coordenadas de trabajo para W, se seleccionaron las
esféricas (r, 1, ¥2), con r € [0, Tmaz] ¥ (¢1,92) € [0, 27].

Al distribuir un nimero determinado de puntos sobre el intervalo de va-
riaciéon de cada variable y siguiendo el proceso de discretizacién analizado, las

expresiones calculadas en el capitulo anterior para cada uno de los tres términos

de CB(q)

CBi(61) = /14_11(0)(7“7 01 — 1, 02)B(r, p1, p2)drdprdps
CBy(61,02) = /1‘_12(0,0) (1,61 — 1,02 — p2) B(r, 1, p2)drdip1deps
CB3(01,02,05) = /As(o,o,ag)(r, 01 — ¢1,02 — 2)B(r, @1, p2)drdprdps

se convierten en

N—-1
CBT (911) = "Zq(()) (Tiv 911 — P15 CPQk)B* (Tia P1;5 SDQR))

4,5, k=0

N—-1
CB; (911 ; 92711) = A;(O,O) (Tia 911 — P15, 02771. - SDQk)B*(Tia P1; 902k)

4,5, k=0

N—-1
CB;’: (011’92m,’93n) = A;(O,0793n)(ri7911 - (101]')927—,7, - ()DQk)B* (r’i) (plja @Qk)
1,5,k=0

Comparando estas expresiones con la del producto de convolucién discreto

de funciones definidas en R? sobre una y dos variables se tiene que

N-—-1
CBI (911) = (AT(O) * B*)tplj (7’1',91“902k)
i,k=0
N-—-1
CB; (91l7027n) = (A;(O,O) * B*)(iplj,<ﬂ2k)(ria01”927")
v
CB§ (911 ) 92m, y 93n) = (Ag(O,O,Gg,n) * B*)(solj p2;,) (Tiv 911 ) 92m)

~
Il
=]
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Se produce convolucién sobre la variable 61, en la primera expresiéon y las va-
riables 0, y 02, en las otras dos expresiones. Luego al tomar transformadas de
Fourier unidimensional y bidimensional, segiin el caso, sobre los dos miembros

de las expresiones se llega a

N-1
DFT[CBj]= Y DFT [Aj)(ri,00,92,)]  DFT[B*(ri,01,,2,)],,

i, k=0 1y
DFT[CB]= Z DFT[ OO)(rz,oh,e%)} DFT [B*(ri,01,,02,))(s, o )
901]'1(»92)6) 7Tk
N-—1
DFT(CB;]= Y DF { 3(070,9%)(7@,911,927")} L DET[B (i 01.00,)], )
1=0 3Tk

Tomando como punto de partida estas tres expresiones, los obstaculos se pueden
representar en el espacio de las configuraciones mediante el siguiente algoritmo.
Por facilitar su comprension, se ha dividido en tres partes, donde se implementa
cada uno de los tres términos. Una version optimizada del algoritmo se puede

obtener aplicando las propiedades de las transformadas de Fourier.

Construir la matriz binaria B*(i, j, k) en esféricas, poniendo un ’1’ en sus limites.
Construir la matriz binaria A1 ) (i,7,k) en coordenadas esféricas.
PT=0
Para cada radio r;
PT,=0
Para cada g,
Calcular F [B*(i, j, k)] en una dimension
Calcular F [A’{(O) (i, 4, k)} en una dimension
Obtener Py = F[B*(i, j, k)] - F [A;(O)(i, 4, k)}
Acumular Py en PT; segin s,
Acumular P,T; en P;T segun r;
Construir la matriz binaria Az(o,o) (4,4, k) en coordenadas esféricas
PRT =0
Para cada radio r;
Calcular F [B*(4, j, k)] en dos dimensiones

Calcular F [/71;(0’0) (,7,k)| en dos dimensiones
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Obtener Py = F [B*(i, 4, k)] - F fl;(om (1,7, k)
Acumular P, en P,T segun r;
Para cada fila o, de PT

P,T = P,T + P,T Para cada orientacion 63,

Construir la matriz binaria de A§(0’07937l)(i,j, k)

PT, =0

Para cada radio r;
Calcular F A§(070’93n)(i,j, k)} en dos dimensiones
Obtener Py = F [B*(i, j, k)] - F [A§(070’937L)(i, 4, k)}
Acumular P3 en P37, segun r;

PsT, = PsT,, + P.T

Hacer IP;T = F~1[P3T,] la FFT inversa en dos dimensiones

Asignar CB*(I,m,n) =1siy solosi [IPsT| >0

En el proceso de discretizacion se ha utilizado la misma resolucion N para
todas las variables, tanto del espacio de trabajo como del espacio de las con-
figuraciones. Sin embargo, podria haber sido diferente, aunque si es necesario
que 01 y 1 se discreticen con la misma resoluciéon N, al igual que 62 y 2 con
Ns. Para 63 y r se puede tomar cualquier resolucion, N3 y M, respectivamente.
Asi, se deben construir: una matriz binaria B* de tamafio N7 X Ny X M, otras
dos /_1{ y /_13 del mismo tamano y N3 matrices Ag de tamano N1 x No x M. El
algoritmo calcula: un vector intermedio P;T de tamano 1 x N; correspondiente
a CBi(61); una matriz P,T de tamano N7 X Na asociada con CBg(61,602); y
N3 matrices P3T de tamanio N; x Na correspondientes con C'Bs(61,03,03). El

resultado del algoritmo es una matriz binaria C'B* de tamano N; x Ny X N3.

Hay que hacer notar que se utilizan transformadas rapidas de Fourier en
una dimension para el término C'By(61) y en dos dimensiones para C'By(61,02) v
CBs(61,02,05). Como consecuencia, la complejidad computacional del algoritmo

es O(N3 - N3 - M - N?log(N)), donde se ha supuesto que N; = Ny = N.
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7.2.6. Robot SCARA

En el capitulo previo se denominaron 61, 65 y d a los grados de liber-
tad de este robot asociados, respectivamente, con las dos primeras articula-
ciones de revolucién y con la tercera prismatica. Su intervalo de variacion es
(01,02,d) € [0,27] x [0,27] x [0,13], donde I3 es la longitud del tercer elemento.
En el espacio de trabajo se eligieron, como coordenadas de trabajo, las cilindri-
cas (r, p, z). De esta forma, se lograba relacionar el recorrido angular de 67 con

@ y el desplazamiento d con z. Con ello se llegaba a las siguientes expresiones

(??) y (??) para CB(q)

CEi(6r) = [ Auo (60 = )Blr, . 0drd
CB3(61,62) = /A2(0,92)(7’; 01 — @) B(r, p,0)drdy
CUBs (91, 02, d) = /A3(O,92,0) (Ta 01 —p,d— Z)B(Ta 1) Z)drdwdz

En el proceso de dicretizacion se distribuyen N puntos sobre el recorrido de
todas variables, aunque so6lo es necesario que sea el mismo ntmero para ¢ y 61

y para d y z. Realizando dicho proceso se llega a

N-1
CBi(h,) = Z A3 o) (riy 01, — ) B* (ri, 0;,0)
ij=0
N-1
CB;(6h,,02,,) = A3 0,05, (T 01, — ;) B* (13,5, 0)
ij=0
N1
CB;3(61,,02,,,dn) = A30,0,, 0)(Ti: 01, — @, di — 21) B (ri, 05, 2k)
i,j, k=0
o a las expresiones
N-1
CBi(th,) = (Al(0) * B )y, (ri, 01,)
i=0
N-1
CB; (911 ) 92m) = (A2(0 O2,m) * B*)Wg (T’L) 911)
=0
N-1
CB; (911 102, dn) = ( ;(0792m70) * B*)(qﬁj,Zk) (Ti’ b1, dn)
i=0

Como ya se coment6 en el capitulo anterior se produce convolucién sobre las

variables 61, y d,. Luego, si se toman transformadas discretas de Fourier en
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una dimensién sobre las dos primeras expresiones y en dos dimensiones sobre la
tercera expresion, se llega a:

DFT[CB;] ZDFT{ ") rz,eh)} DFT[B"(ri,61,,0)],,,
®;

DFT[CB] Z DFT [ ‘;(0,927”)(”,911)}% DFT [B*(r:,61,,0)],,
J

DFT[CB] = ZDFT[ 300, 0)(Tis O dn)|  DFT[B*(ri, 01, da)]

(52k) #3:%k)

Estas expresiones sirven de base para proponer el siguiente algoritmo para el

célculo del C-espacio.

Construir la matriz binaria Bg(i, ) en cilindricas, poniendo ’1’ en sus limites
Construir la matriz binaria A} (0)(7,7) en cilindricas sobre el plano z = 0
PT=0
Para cada radio r;
Calcular F [B(4,j)] en una dimension
Calcular F [14_1;(0)(2',]')} en una dimension
Obtener P, = F [Bg(i,j)] - F [A;(O) @, j)]
Acumular P; en P;T segun r;
Para cada orientacion 6,
Construir la matriz binaria 14_1;(079%) (i,7) en cilindricas
T, =0
Para cada radio r;
Calcular F | A3 o, (i j)} en una dimensign
Obtener P, = F [Bg;(i, )] - F [/713(0792771)(1',]')}
Acumular P, en P,T,, segin r;
P, T, = P.T,, + AT
Construir la matriz binaria B*(4, j, k) en cilindricas, poniendo ’1’ en sus limites
Para cada radio r;
Calcular F [B*(3, j, k)] en dos dimensiones
Para cada orientacion 6,

. . . . A% .. 1. .
Construir la matriz binaria A3(0792m,0) (i,7,k) en cilindricas
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PsT, =0
Para cada radio r;
Calcular F [Ag(o, 62, ,0) (4,7, k)} en dos dimensiones
Obtener Py = F[B*(i,j. k)] - F | A3, (i, F)]
Acumular P3 en P37, segin r;
PyT = PyT + P,
Para cada fila z; de P3T,,
PT, = P31y, + BT,
Hacer IPsT = F~1[P3T,,] la FFT inversa en 2 dimensiones
Asignar CB*(I,m,n) =1siysolosi [IPsT| >0

Por facilitar la comprension del algoritmo, se han implementado directamen-
te los tres términos de C'B sin intentar ningiun tipo de optimizacién. De esta
forma el algoritmo consta de tres modulos. En el primero, se construyen las
matrices AT(O) y Bg de tamano M x N;, donde M y N; son, respectivamente,
las resoluciones utilizadas para r, y para ¢ y 61. En el segundo se construyen Ny

matrices AE‘

0,02,.) de tamano M x Ny, siendo Ny la resoluciéon para 63, . En el

tercero se definen Ny matrices A§(0792m) de tamano M x N; x N3 y una matriz
B* de tamano M x N7 x N3, donde N3 es la resoluciéon para z y d. El algoritmo
calcula: un vector P;T de tamano 1 x N; asociado a C'By; Ny vectores P,T de
tamano 1 x N7 asociados a C'Bs; y No matrices P3T de tamano Ny x N3 rela-
cionados con CBs. El resultado del algoritmo es una matriz binaria, formada
por Ns slices de tamano Ny x N3, donde estéan representados los obstaculos en
el espacio de las configuraciones.

La carga computacional del algoritmo esta asociada principalmente con el
tercer modulo, donde se calculan Ny x M transformadas de Fourier en dos
dimensiones. Por tanto, es O(Ny - M - N? -log(N)), ya que se ha tomado N; =
N3 = N.

7.2.7. Robot de Stanford

Como se describi6 en el capitulo previo, este manipulador tiene dos articu-

laciones de revolucion, con grados de libertad 6, y 62, y la tercera prismatica,
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siendo dj su grado de libertad. Como coordenadas de trabajo se eligieron las
esféricas (r, o1, p2) v las expresiones que se obtuvieron para los tres sumandos

de C'B(q) fueron

CBi(01) = /]11(0) (1,01 — @1, 02) B(r, 1, p2)drdp1dps
CBs(01,02) = /Az(o,o) (1,01 — 1,02 — p2) B(r, o1, p2)drdp1dps
CB3(61,02,d1) = /1‘_13(0,0,0) (dy — 7,01 — @1,02 — p2) B(r, o1, p2)drdprdps

Se distribuyen un ntimero determinado de puntos sobre las coordenadas de
trabajo elegidas y sobre el recorrido de cada grado de libertad 61,62 € [0,27] y
dy € [l2,l2+13], donde I3 es la longitud del segundo elemento y I3 es la longitud
méxima del tercer elemento. El niimero de puntos tiene que ser el mismo para
0, y 1, para 02 y w9, y para r y dp, respectivamente. No obstante, con el fin
de simplificar se supondré que es el mismo (N) para las seis variables. Teniendo

esto en cuenta, con el proceso de discretizacion, se llega a

CBT(GIL) = Z AI(O) Tl’ell 9017790%) (riv(plja@%)
4,7,k=0
CB;(HIL)HQM) = Z 43(070) (ri7911 - (101]')92,% - ()OQk)B* (ri)(plj)(p2k)
1,5,k=0

CBg (911 ) 92m ) dln)

Z A30.0,0)(d1, = 701, = 91,02, — 92,)B* (ri, 01, 92,.)
1,5,k=0

Considerando la definiciéon del producto de convoluciéon discreto de funciones
definidas en R? sobre una, dos y tres variables, respectivamente, las expresiones

anteriores se convierten en

N—-1
CBT(Glz) - (AT(O) *B*)wlj (Ti79117<,02k)
i,k=0
N—-1
CB;(elzve%n) = Z 2(00) * B” )(tpl @2k)(r15911792 )
=0
CB; (911 ) 92771. ) dln) = ( 7;(0,0,0) * B* )(n,«mj 74P2k)(d1n ) 911 ) 92771.)

Tomando transformadas de Fourier de la dimensién apropiada en las expre-
siones previas y teniendo en cuenta el teorema de convolucién, resulta

DFT[CB}] Z DFT[ to (01, 02,)]  DFT[B*(ry, 01, 0,)],,

i, k=0 P1,
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(#1;:02,)

N-1
DFT[CB;] = > DFT {A;(OVO)(ri,ell,egm)}w m)DFT[B*(m,Hh,Oam)]
i=0 1372k

DFT[CB;] = DFT [43q00)(d,.01,.02,) DFT [B*(ds, ,01,,02,,)]

:|(Ti7901j7902k;) (rise1;,92,)

A continuacion se propone un algoritmo para obtener C'B, donde se calcula

de forma separada cada uno de sus tres términos.

Construir B*(i, j, k) en esféricas, poniendo 1’ en sus limites
Construir la matriz binaria Af(o) (i,7,k) en coordenadas esféricas
PT=0
Para cada radio r;

Para cada 9,

Calcular F [B*(i, j, k)] en una dimensién
Calcular F [A’{(O) (i, 7, k)} en una dimension

Obtener Py = F [B*(i, j, k)] - F [A;(O)(i, j, k)}

Acumular P, en P|T segun r;
Construir la matriz binaria Az(o,o) (i,7,k) en coordenadas esféricas
PRT =0
Para cada radio r;

Calcular F [B*(i, j, k)] en dos dimensiones

Calcular F [AE(O’O) (i, 7, k:)} en dos dimensiones

Obtener Py = F [B*(i, j, k)] - F [Aé(o,m (3,5, k)

Acumular P; en P71 segun r;
PT =PRPT+ PT
Construir la matriz binaria de A:*a(o,o,o) (4,7, k)
Calcular F [[15(0,070) (t, 7, k)] en tres dimensiones
Calcular F [B*(i, j, k)] en tres dimensiones
Obtener PsT = F [W*(i, 4, k)] - F {Ag(wo) (i, j, k)}
Para cada fila r; de P3T

BT = PB3T + T
Hacer IP3T = F~1 [P3T] la FFT inversa en tres dimensiones
Asignar CB*(I,m,n) = 1siysolosi [IPsT| >0
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La complejidad computacional de este algoritmo es O(N? - log(N)), que es-
t&4 asociada al calculo de C'B3, donde aparece FFT en tres dimensiones. Hay
que tener en cuenta que los C-obstaculos generados por colisiones con los dos
primeros elementos restringen fuertemente el movimiento de este manipulador.
En situaciones reales estos choques no deben producirse, ya que sino el mani-
pulador no podria moverse. Luego su célculo podria obviarse. Ademas, la carga
computacional que representan es minima comparada con la asociada al calculo

de los choques entre el tercer elemento y los obstaculos.

7.3. Implementacion y resultados

Uno de los objetivos méas destacables de este trabajo de tesis es la proposicion
de los algoritmos para la representacion de los C-obstaculos de los distintos
robots. Se ha considerado conveniente la implementacion de alguno de ellos con
objeto de contrastar los resultados obtenidos con otros de la bibliografia. Asi,
se podré validar la metodologia propuesta. Hay que destacar que en algunos
casos, entre los que se encuentra el PUMA, no existen resultados graficos sobre
la representacion de los C-obstaculos.

En esta seccién se van a comentar los aspectos mas destacados de su imple-
mentaciéon. Como se puede observar, en algunos algoritmos se pueden realizar
ciertas optimizaciones y, asi, reducir el tiempo de calculo. Sin embargo, en su
presentacion se ha optado por la claridad para su facil comprension. Tambieén
hay que destacar que la paralelizacion de los algoritmos es inmediata. Sin em-
bargo, su realizacion queda fuera de nuestro trabajo.

Concretamente, los algoritmos se han implementado en una estaciéon de cal-
culo Silicon Graphics Power Challenge XL con procesador MIPS R8000. Como
herramienta software, se ha utilizado el lenguaje de programacion C y el com-
pilador MIPSpro versién 7.20. Aunque estan disponibles multitud de librerias
que permiten calcular la transformada réapida de Fourier de forma optimizada,
se ha optado por una libreria matemaética propiedad del fabricante denominada
CompLib.SgiMath, que es de uso generalizado en la comunidad cientifica.

Se han disenado diversas funciones que, haciendo uso de las proporcionadas

por el fabricante, calculan las transformadas de mapas de bits en una, dos y
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tres dimensiones. En su implementacion se ha considerado como parametro la
resoluciéon N de la discretizacion. La importancia de este parametro es doble, ya
que, por una parte, define la exactitud de los resultados obtenidos y, por otra,
marca el tiempo de célculo y el consumo de memoria, como se ha mostrado en
las secciones anteriores.

La reduccion del tiempo de céalculo viene proporcionada por las posibilidades
de paralelizacion del codigo, en cuanto a utilizar librerias paralelas en la realiza-
cion de las transformadas de Fourier y en cuanto al caracter paralelizable de los
algoritmos propuestos. Un aspecto que ha sido necesario resolver es el elevado
consumo de memoria, que puede limitar la resoluciéon utilizada. Una forma de
evitar esta limitacion es la utilizacién de matrices sparse. Su uso en este caso
esta plenamente justificado dado que en las situaciones reales los mapas de bits
se encuentran vacios en su mayor parte.

Se han examinado una serie de situaciones, cada una de ellas con objeto de
mostrar algin aspecto relevante sobre la aplicacion de los algoritmos. Por otra
parte se han utilizado dos niveles de discretizacion N = 64 y N = 128, donde
el primero se ha utilizado tnicamente al robot tipo PUMA, pues en el resto de
los casos los tiempos de calculo han sido despreciables. Los tipos de robot, cuya

aplicacién se va a mostrar en este apartado son:

Obstaculos en el espacio de trabajo C—espacio (Robot circular)
50 T T T T T T T T T 50 T T T T T T T T T
40 1 40+ 1
30r 1 301 1

20

Y ol 1 Y ol J
-10f i -10f } 1
0

-20¢ 1 201 IR 1
30} {1 30t 1
—40F 4 —40f 1
50 i i i i i i i i i -50 i i L i i i i i L

250 —40 -30 20 —10 O 10 20 30 40 50 250 —40 -30 =20 -10 0 10 20 30 40 50

X X,

Figura 7.1: Espacio de trabajo y de las configuraciones para un robot mévil

circular
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Robot Movil Circular. Se presentan sus resultados por dos razones basi-
cas. En primer lugar se trata de un robot en el que la idea sobre la que se
sustenta este trabajo aparece de forma mas intuitiva. Sirve para mostrar
por otra parte el escaso tiempo de computacién necesario para el computo
de la representacion de los obstéculos en el espacio de las configuraciones.
Se ha considerado un espacio de trabajo de 1m x 1m y un robot con forma
circular de 10cm de radio. En el espacio de trabajo se han considerado
dos obstaculos de formas rectangular y circular (figura ??). El espacio de
las configuraciones obtenido se muestra en la figura 7?. Como se puede
observar los C-obstaculos se corresponde con un crecimiento de los obs-
taculos con el radio del robot en todas las direcciones. Este crecimientto

estd producido por la convolucién de las dos funciones.

C—espacio de plataforma movil

Figura 7.2: Espacio de las configuraciones para un robot mévil rectangular

Plataforma rectangular. Las dimensiones elegidas para el robot rectangu-
lar son 5¢m x 10em. Se han considerado los mismos obtéculos que en el

caso previo. El espacio de las configuraciones que se obtiene aparece re-
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presentado en la figura ?7. El resultado es semejante a otros que aparecen

en la bibliografia, como es el que se ha descrito en la figura 7?7 de la pagina

77

Espacio de las configuraciones robot planar

Espacio de trabajo robot planar

90 R=100 3nl
TTT— 6

20—

o & 0
]
l."f =7l |
i
, &/330
“ » a2} . . iy .
\'\.\ ,_./’
40— 300 -
270
-n -3ni1 -ni2 -l 0 =i w2 3mid L

Figura 7.3: Espacio de trabajo y de las configuraciones para un robot planar

= Robot planar. Como se ha comentado en los capitulos anteriores, la idea

de la convoluciéon de dos mapas de bits donde se representa al robot y a
los obstéaculos, respectivamente, solo era aplicada en la bibliografia para
robots moviles. Para este tipo de robots la idea resulta bastante intuiti-
va. Sin embargo, para articulados no existen trabajos en esta linea. En
secciones previas se han descrito los algoritmos que permiten computar el
conjunto de configuraciones que producen colisién del robot con los obs-
taculos del espacio de trabajo. Para este caso concreto, se ha elegido un
robot que consta de dos elementos formados por segmentos de linea con
longitudes de 60cm y 50cm, respectivamente. Se han considerado cinco
obstaculos puntuales distribuidos de forma aleatoria por el espacio de tra-
bajo. Para cada uno de ellos se obtiene la tipica curva con forma de S
invertida (figura ??). Las dos configuraciones posibles codo arriba y codo
abajo se distinguen por el dngulo 0. Con esto se demuestra, por tanto, la
validez del formalismo para cualquier tipo de robot y, en concreto, para el

robot planar.
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Sector de Corona Elev=3 1 /8 Azim =-m/2 R=90 cm

Figura 7.4: Obstdculo 1 con forma de sector circular

= Robot PUMA. Este tipo de robot constituye un elemento de prueba valido
y de gran interés para mostrar el caracter general del formalismo propues-
to. El robot considerado esté formado por tres elementos cuyas longitudes
son 70cm, 60cm y 55¢m, respectivamente. Se han elegido dos espacios de
trabajo diferentes en su estudio. En primer lugar (Obstdculo 1 figura 77),
se ha considerado un sector circular situado a 90cm del hombro. El origen
de coordenadas se ha considerado en la articulacion del hombro. Se ha
definido de una anchura (angulo de azimut) pequena para poder obtener
curvas semejantes a las que se obtienen en el robot planar para un deter-
minado valor de la cintura. A continuacion se ha disenado un obstéaculo
(Obstdculo 2) en forma de barrera paralela al eje X situada a 90cm con
dimensiones 60cm x 10cm x 50cm. Este obstaculo tiene un caracter mas

realista y aparece representado en la figura ?77.

Resulta util representar los valores de las coordenadas esféricas de los

puntos que constituyen el obstaculo con forma de barrera (figura ?7?). Su
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Obstaculo (barrera) en cartesianas
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Figura 7.5: Obstdculo 2 con forma de barrera

interés se debe a que se utilizan esta coordenadas para realizar el producto

de convolucién de las funciones que representan al robot y a los obstacu-

los. En la figura 7?7 se tiene la representacion del C-obstaculo que genera

la porcion de corona. En ella se pueden observar dos siluetas con forma

de S invertida con lo que queda mostrada las posibilidad de obtener las

cuatro configuraciones posibles del robot para que exista un contacto con

el obstaculo: codo arriba/abajo, configuracion directa/inversa. Para cada

una de éstas tltimas se asocia una de las dos curvas y la posicién de codo

arriba/abajo se diferencia analizando el valor del angulo 03 de la tercera

articulacion . En la figura 7?7 aparecen los dos conjuntos de configuraciones

que producen colisién con el robot para el Obstdculo 2. La obtencién de

estas representaciones puede ser considerada como una de las principales

aportaciones de este trabajo de tesis doctoral.

En la tabla 77 se muestran los tiempos de célculo obtenidos en la ejecucion

de los programas para la plataforma seleccionada. Los tiempos son bastante
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Obstaculo (barrera) en esfericas

z
Aimut Elevacion
Figura 7.6: Coordenadas de los puntos del Obstdculo 2 en esféricas
Cuadro 7.1: Tiempos de céalculo de los algoritmos
Robot Circular | Robot Mévil | Robot Planar | Robot PUMA®
N=64 - - - 19.97 s/23.17 s
N=128 0.09 s 7.36 s 3.04s 324.78 s/375.04s

reducidos aunque, como ya se ha mencionado, en este trabajo de investigacién
no se ha hecho especial hincapié en su disminucion. La diferencia de tiempos
para los dos obstéaculos en el espacio de trabajo del PUMA puede ser debida
al coste computacional asociado a la creacién de las matrices sparse y a la
naturaleza optimizada de la libreria proporcionada por el fabricante que ha
sido utilizada. Como trabajo futuro queda la implementaciéon de los algoritmos

propuestos sobre plataformas de célculo de alto rendimiento.

ITiempos de calculo para Obstdculo 1/Obstdculo 2
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C—espacio (Obstaculo corona)

Figura 7.7: C-obstaculo para el Obstdculo 1
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C-espacio (Obstaculo Barrera)

Figura 7.8: C-obstéaculo para el Obstdculo 2
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Capitulo 8

Calculo de Mapa de

Potenciales

El método que se ha propuesto en los capitulos previos para la proyeccion
de los obstaculos al espacio de las configuraciones de un robot tiene como punto

clave la expresion CB

CBla) = [ Alg.0)Bla)ds (8.1)

Se trata de una expresion integral, donde aparece el producto de una funcion
que define al robot A(g, x) y otra a los obstaculos B(x) en el espacio de trabajo.
En este capitulo se va a intentar encontrar una interpretacion fisica para esta
expresion, utilizando como herramienta matemaética la teoria de las funciones
de Green.

Estas funciones permiten la transformaciéon de una ecuaciéon diferencial en
una ecuacion integral. Bajo este planteamiento matematico, se puede pensar
que CB(q) es la solucion de una ecuacion diferencial, siendo A(g, z) la funcion
de Green asociada al operador diferencial.

Como se mostraré, desde un punto de vista fisico, se puede interpretar que
dicha ecuacion diferencial relaciona una funcién de potencial artificial con la
fuente que genera ese potencial. Hay que tener en cuenta que la técnica de los
campos de potencial artificial ha sido ampliamente utilizada en Robotica.

En la siguiente seccién de este capitulo se describiran dos tareas implicadas

149
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en la consecucién de robots auténomos, la planificacion de caminos y el control
reactivo, donde se ha aplicado el esquema de los campos de potencial artifi-
cial. A continuacion, se revisaran los principales trabajos que han contribuido a
desarrollar el planteamiento de los campos de potencial tanto en planificaciéon
local como global. Posteriormente, se presentan los conceptos fundamentales de
la teoria de las funciones de Green. Esta técnica matematica proporcionara la
base para obtener una interpretaciéon de los C-obstéaculos desde el punto de vista
de los campos de potencial artificial. Este seré el objetivo de las restantes sec-
ciones del capitulo. Para comprobar la validez de esta interpretacion, ademas, se
ha aplicado a un robot particular, considerando dos distribuciones de potencial

artificial.

8.1. Control Reactivo y Planificacién de Caminos

Una de las caracteristicas de un sistema robotico inteligente, como ya se ha
comentado, es la capacidad moverse a una posicion deseada sin que se produzcan
choques con los objetos que se encuentran en su entorno de trabajo. En general,
existen dos planteamientos para abordar el problema, el control reactivo o pla-
nificaciéon basada en sensores y la planificacion de caminos o basada en modelos.
En [?] se puede encontrar un anélisis detallado de ambos planteamientos.

El primero engloba a un conjunto de técnicas cuya finalidad es determinar
el movimiento deseado del robot en tiempo real examinando el modelo actual
del entorno. Segun el modelo varia el robot reacciona. Normalmente, se utilizan
sensores para disponer del modelo actual. Ademas, el modelo tendria un caracter
local, ya que depende de la informacién actual de los sensores y no contiene el
estado global. Este planteamiento se aplica para evitar colisiones en tiempo real
en entornos inciertos y cambiantes.

La planificacién de caminos, sin embargo, trata de resolver el siguiente pro-
blema: dado un modelo perfecto del robot en un entorno estatico y dos confi-
guraciones, una inicial y otra objetivo, encontrar un camino libre de colisiones
entre ambas configuraciones. Esta secuencia de movimientos se determina an-
tes de que el robot comience a moverse. Cualquier robot que puede ejecutar

de forma auténoma tareas de movimiento tendra que resolver en algtn grado
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este problema. Sin embargo, el coste computacional asociado con este método es
elevado. Por eso, ha habido un gran interés en desarrollar planificadores rapidos
donde la idea del espacio de las configuraciones ha jugado un papel decisivo.
Estos dos planteamientos no tienen que ser excluyentes a la hora de abordar
la construccién de un sistema roboético inteligente. Resultaria ideal poder combi-
nar el control reactivo y la planificacion de caminos, aprovechando las ventajas
que ambos presentan. Por un lado, la planificacion de caminos proporciona la
capacidad de mover al robot para lograr objetivos complejos. Si en su entorno
hay muchos obstaculos, cada paso de la secuencia de movimientos debera de rea-
lizarse correctamente. Por otro, el control reactivo proporciona un rendimiento
robusto para tratar con obstaculos no esperados e inciertos mientras se ejecuta el
movimiento planificado. Sin embargo, el problema de combinar ambos métodos
es que el camino planificado especifica exactamente por donde deberia moverse
el robot para alcanzar el objetivo, y un controlador reactivo necesitara mover al
robot fuera del camino original. No obstante, se han propuesto distintas técnicas
para combinar ambos planteamientos. Entre ellas, se encuentra los campos de
potencial artificial que se utiliza, ademés de para aunar las dos vertientes, en

cada una de ellas por separado.

8.2. Campos de Potencial Artificial

Una de las técnicas que se encuentra dentro de este esquema es la de los
campos de potencial artificial. La introducciéon de este concepto se debe a Khatib
[?] que, inicialmente, propuso su implementacion para evitar los obstaculos en
tiempo real. La ideal fundamental de este planteamiento es considerar que el
robot se estd moviendo dentro de un campo de fuerzas. Estas fuerzas estan
formadas por dos componentes: una de atracciéon que empuja el robot hacia la
configuracioén final y otra repulsiva que lo aparta de los obstéculos dentro de su
espacio de trabajo. Si estas fuerzas se aplican a los actuadores del robot, éste se
mueve hacia la configuracion destino sin chocar con los obstéculos. No se calcula
de forma especifica ningun camino.

El método de los campos de potencial sirve también para mejorar el control

de bajo nivel. En vez de que el sistema de control inicamente siga una trayectoria
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dada, se tienen en cuenta los obstéculos y el robot responde de acuerdo con ello.
Como esta estrategia para evitar obstaculos es sencilla, se puede implementar
de forma eficiente e incorporarla directamente al lazo de tiempo real del sistema
de control.

En esta técnica, la fuerza a la que se encuentra sometido el robot se especifica

como

F(q)=-VV(q)

donde V(g) es una funcion escalar no negativa definida sobre el espacio de las
configuraciones del robot. Se puede considerar que la funcién V especifica la
energia potencial del robot en una configuracion y de aqui surge el nombre con
que se denomina a esta técnica.

Una ventaja que se obtiene al especificar la fuerza como el gradiente de un
potencial es que se puede predecir el comportamiento del sistema sin conocer
la secuencia exacta de configuraciones que seguiré el robot. En concreto, si el
espacio de las configuraciones esta limitado y la funcién potencial es invariante
en el tiempo, se puede demostrar [?] que el robot se moveréa hacia un minimo
local del potencial.

Un requisito clave del anéalisis previo es que la funciéon potencial sea inva-
riante en el tiempo. Sin embargo, en las aplicaciones tipicas de este método, el
potencial es una funcién del entorno. De esta forma la invarianza en el tiempo se
corresponde con entornos estaticos. Pero incluso en el caso donde no se cumpla
esta condicién, este planteamiento para definir fuerzas todavia intenta que el
robot se esté moviendo continuamente en una direcciéon adecuada.

Otra propiedad importante de las funciones de potencial es su caracter aditi-
vo. Se pueden considerar independientemente diferentes potenciales para dotar
al robot de distintas capacidades. Si se utiliza la suma de dichos potenciales pa-
ra controlar el robot, su comportamiento tratara de combinar las capacidades
deseadas. Por ejemplo, un potencial intentaria mover al robot hacia la confi-
guracion destino, mientras que otro evitaria la colision con los objetos. Si se
combinan estos potenciales se logra un comportamiento de busqueda del objeti-
vo y evitar choques. Si posteriormente se desea evitar los limites internos de las
articulaciones, entonces se puede incluir esta capacidad disenando un potencial

adecuado y sumarlo a la combinaciéon previa.
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Sin embargo, si se suman potenciales cuyas finalidades puedan interferir
entre ellas, el robot podria quedar atrapado en un minimo local. En este caso
podria haber configuraciones en que la suma de las fuerzas asociadas con los
potenciales sea nula y como consecuencia el robot no se mueva. Los minimos
locales impiden que el método del campo de potenciales resuelva directamente

el problema del movimiento libre de colisiones de los robots.

Dado que este método permite guiar al robot hacia la configuracion deseada
con un coste computacional minimo asociado a la representaciéon del espacio
libre, surgi6é un enorme interés en adaptarlo a la planificaciéon de caminos. La
mayor dificultad que aparece es que segun se sigue el sentido opuesto al gradiente
del potencial se llegue a un punto en el que se alcance un minimo local del po-
tencial, distinto del punto objetivo, del que fuera dificil escapar. Este problema
se puede resolver si se utilizan funciones de potencial especiales, denominadas
funciones de navegacion, que no presentan minimos locales salvo el final. Se han
propuesto funciones de navegacion analiticas [?], aunque para entornos muy
concretos. También se han desarrollado funciones de navegacion numéricas |[?]
definidas sobre una representacion discreta del espacio de las configuraciones.
Trabajando sobre un espacio de las configuraciones discreto se ha propuesto en
[?] [?] utilizar movimientos aleatorios para escapar de los minimos locales, que
se alcanzan siguiendo el gradiente negado del potencial. En otros trabajos se
propone utilizar de forma conjunta los campos de potencial con otras técnicas
de planificacion, entre las que se encuentra el mapa de carreteras. En [?], por
medio de un mapa de carreteras, se calcula el campo de potencial sin minimos
locales en el espacio de trabajo. A partir de él se obtiene el campo de potencial
en el espacio de las configuraciones, aunque ya no se garantiza que no existan
minimos locales y, por tanto, se utilizan herramientas potentes para salir de
ellos. El planteamiento propuesto en [?] es méas directo porque, a partir de los
C-obstaculos, se calcula el campo de potencial en el espacio de las configura-
ciones. De forma simultédnea se obtiene el mapa de carreteras en el C-espacio,
que permite simplificar la busqueda. En la etapa de planificacion se utilizan
algoritmos de exploracion de grafos para guiar la busqueda. En la definicion de
su heuristica se incluye el potencial con el fin de evitar las zonas angostas. En

[?] se utilizan las funciones arménicas para garantizar que no existen minimos
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locales y que el objetico es alcanzable.

8.3. Funciones de Green

El objetivo fundamental de esta capitulo es encontrar una nueva interpreta-
cion para la expresion 77. En ella aparece una integral extendida sobre el espacio
de trabajo W. Existe una relacion estrecha entre los operadores diferenciales e
integrales, donde las condiciones limite juegan un papel fundamental. La cone-
xion entre ambos es esencialmente la teoria de las funciones de Green. En esta
seccién no se pretende tratar de forma profunda este tema, aunque se intentara
mostrar las ideas principales. En [?] se encuentra un tratamiento matematico

riguroso y su utilizacién en diferentes campos de la Fisica.

8.3.1. Introduccioén

La ecuacion diferencial mas sencilla es

dy
0y = (@ (82)

Si se elige como condicion inicial y(a) = yo, su solucion se puede escribir como

va) =+ [ " a)da! (8.3)

De esta forma se resuelve esta sencilla ecuacion diferencial utilizando la inte-
gracion. Se puede complicar el problema un poco mas, suponiendo que x se
encuentra en el intervalo cerrado [a,b] (z € [a, b]). Entonces la ecuacion (?7?) se

puede escribir como

b
y(z) =yo + / I a — ') f(z")dz' (8.4)
donde ¥(x) es la funcion salto definida como
1 siz>0
Izx) = (8.5)
0 sizx<0

Al introducir la funcion salto en el integrando de la ecuacion se corta la integra-
cion sobre ' en x = 2/, Asi la ecuacion (??) es equivalente a la ecuacion (?7).

Cabe resaltar que y(x) se puede poner como

y(x) =yo + K f(x) (8.6)
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donde K es un operador integral definido como

b
Kf(z) = / Iz — 2 f(x')da' (8.7)

Aqui 9(x — 2’) es el kernel del operador integral K, y cuando el kernel provie-
ne de la solucién de una ecuacion con un operador diferencial se le denomina
normalmente como la funcion de Green de ese operador diferencial para las

condiciones limite apropiadas. Asi
Gi(z,2') =d(x — ') (8.8)

es la funcion de Green perteneciente a d/dx para un sistema sujeto a la condicion
limite y(a) = yo.

El método anterior puede resultar un poco rebuscado para resolver una ecua-
cion diferencial tan simple. Con objeto de mostrar la simplificaciéon que supone
el utilizar las funciones de Green, se van a aplicar para resolver una ecuacion

diferencial que no es integrable de forma inmediata. Sea la ecuacion

dy B
Entonces su solucién seria
1
vo) =a+ [ Glaa) e (e s (8.10)
0

Como la funcion y(z) aparece ahora bajo el signo integral, entonces se ha trans-
formado la ecuacion diferencial en una ecuacion integral. Las funciones de Green
permiten la transformacion de una ecuacion diferencial en una ecuacion integral.
Con ello es posible realizar simplificaciones matemaéticas significativas para un

problema determinado.

8.3.2. Las Funciones de Green y las Funciones Delta

A continuacion se va a mostrar una forma interesante de ver la funcion de
Green, que esté relacionada con la funcién delta de Dirac §(x — z’). Sea la
ecuacion

Ly=f (8.11)
donde L es un operador diferencial lineal y f es una funcion dada. En términos

de la funcion de Green, su solucioén seria

) = [ Gla,a)f o (3.12)
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donde G(z,z') es la funcion de Green asociada con el operador diferencial L. Si

se aplica L sobre G(z,z") se obtiene que
LG(z,2") = 6(x —2') (8.13)

También se puede poner como

LK =1 (8.14)

donde I cumple la propiedad de la §

/I(x,x')f(x')dac @) (8.15)

y K es el operador integral definido por
Kf= /G(:c,ac’)f(x’)d:c’ (8.16)

A partir de la ecuacion (?7), se puede observar que encontrar la funcion de Green
de un operador L es equivalente a invertir L. De esta forma las ecuaciones del

tipo Ly = f se pueden resolver como
y=L'f=Kf= /G(:c,ac’)f(x’)dac’ (8.17)

Este anélisis se puede comprobar con la funcion de Green mas sencilla

G1(z,z") asociada al operador d/dx. Si se aplica el operador a la funcion

d no_ ’
—%Gl(.ﬁ,l') _5(x—$) (818)

Utilizando la ecuacion (?7) se obtiene

d n o ’
%H(x—x) =d(x—2a) (8.19)

En general, las funciones de Green satisfacen
LG(z,2") = 6(x —2') (8.20)

A la vista de esta caracteristica de las funciones de Green, si se puede obtener

una funciéon G que satisfaga
LG(z,2") = 6(x — 2') (8.21)

entonces, si también se tienen las soluciones ¢ de la ecuaciéon homogénea L¢ = 0,

la solucion general de

Lo = F(z) (8.22)
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se puede escribir como

o(x) =e(z) + /G(:c, ' VF(2")dx' (8.23)

Una aplicacion interesante de las funciones de Green se presenta en la teoria
electromagnética. La ecuacion de Poisson permite calcular el potencial electro-

magnético espacial ¢(r) generado por una distribuciéon de carga p(r):
V2¢(r) = —4mp(r) (8.24)
Utilizando el método de la transformada de Fourier se resuelve la ecuaciéon
V2G(r,r'") = 6(r — 1) (8.25)

y se llega a que la funciéon de Green correspondiente es

1 1

G(’I‘,’I‘I) = —Ei| , 77/./ |

(8.26)

En este caso la funciéon de Green representa el potencial generado por una carga

puntual situada en /. Con lo expuesto anteriormente (expresion ?7) se tiene
p(r') 3,
= | ———d 8.27
o) = [ L (3.27)

Haciendo un desarrollo en serie y considerando | r | suficientemente grande se

llega a la conocida expresion

o(r) — 2

donde
o= [ oty

8.4. Interpretaciéon de los C-obstaculos con las

Funciones de Green

La teoria de las funciones de Green se puede aplicar para interpretar, desde
un punto de vista diferente, la expresién propuesta en esta tesis para calcular

la proyeccion de los obstéaculos en el espacio de las configuraciones.

CB(q) = /A(q,:c)B(:c)d:c (8.28)
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Comparando esta expresion con 77, que es la solucion de la ecuacion diferencial

77?7, deberia existir un operador diferencial L tal que

LICB(q) = B(x) (8.29)
y cuya funcion de Green G asociada fuera A(q, ), que debe cumplir

L[A(g, x)] = 6(¢, z) (8.30)

No se trata de encontrar el operador diferencial L que satisfaga 77, ya que éste
dependera de cuél sea la funcion A(q, x) que, como cabe recordar, definia al robot
en una determinada configuracion y situado en un determinado punto de su
espacio de trabajo. Se trata de relacionar la expresion integral con una ecuacién
diferencial para poder buscarle una interpretacion desde un punto de vista fisico.
Como es bien conocido, las ecuaciones diferenciales se utilizan ampliamente
en los diferentes campos de la Fisica para modelar el comportamiento de los

sistemas.

8.5. Interpretaciéon de los C-obstaculos con los
Campos de Potencial Artificial

Una vez que se ha establecido la base matematica, se esta ya en condiciones
de buscarle una analogia con alguna de las magnitudes fisicas.

Tomando como punto de partida la ecuacion diferencial 77, se podria pensar
en la semejanza que existe con la ecuacion de Poisson (V2¢(r) = —dmp(r)),
donde se define la distribucion de potencial eléctrico ¢ originada por una distri-
bucién de carga eléctrica p.

De forma general se puede interpretar que C'B se corresponde con una dis-
tribucion de potencial artificial y que el obstaculo B(z) es la causa que origina
esa distribucion. Asimismo, con la expresion ?7, el robot A(g,z) seria el po-
tencial artificial asociado a una fuente de potencial puntual, que en este caso
corresponderia con un obstéculo puntual.

En cada ecuacion diferencial aparece un operador diferencial L concreto,
asociado con una funcién de Green, que establece la forma de la soluciéon de la

ecuacion diferencial. Asi, en la ecuacion de Poisson el operador diferencial L es
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V, siendo su funcion de Green

1 1

Gr) = o=

que conduce a que la solucion de la ecuacion sea
!
o) = [ 2
No obstante, en algunas ocasiones resulta més interesante establecer la funcion
de Green asociada al operador diferencial L que fijar dicho operador. Ambos
planteamientos conducirian a la misma solucién. Por tanto, definiendo la forma
de dicha funcion de Green A(q, z) se obtendria la distribucion de potencial, aso-
ciada a los obstaculos, con el comportamiento deseado. Esta manera de proceder

es la que se ha elegido en las siguientes secciones.

8.6. Aplicaciéon a un Robot Rigido Moévil

Para comprobar la validez de la interpretaciéon planteada se va a aplicar a
un robot particular. En concreto, se va a considerar que el robot es un objeto
rigido con forma circular que se mueve libremente en R2. Asi, se tiene que
q=(zr,yr) y Alq,x) = A(zr, yr, z,y). Con ello, la expresion para el calculo de

los C-obstaculos venia dada por

CM%&H=/M%%J&W@MM@ (8.31)

Con la teoria de las funciones de Green como base, debe existir un operador
diferencial L tal que

L[CB(x,., ymx’y)] = B(Ia y)

siendo A(z,,y.,x,y) su funcion de Green asociada, que debe cumplir que

L[A($7-, yT7x7y)] = 6($7 — Ty Yr — y)

De esta manera, CB(z,, y,,x,y) es el potencial artificial generado por una dis-
tribucion de fuentes B(z,y), que se corresponden con los obstaculos. La forma
concreta de la distribucion del potencial artificial depende de la eleccion de
A(xp,yr, x,y), que seria el potencial debido a una fuente puntual situada en
(r,yr). A continuacion, se van a proponer dos definiciones para la funcion de

Green A(q, x).
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En primer lugar se considerard un potencial barrera, de forma que A(q, x)
vendria definida por
Vst (2,y) € Ay,
0 si(2,y) &A@

donde A(,, . ) es el subconjunto de puntos del espacio de trabajo que repre-

Alzy,yr,,y) = (8.32)

senta al robot en la configuracion (z,,y,), y V es una constante. Si V =1 la
situacion planteada coincide con la proyeccion de los obstéculos en el espacio de
las configuraciones de un robot circular. Esto se puede comprobar en la figura
7?7 que ya ha sido analizada en el capitulo anterior.

Observando esta figura se puede interpretar que la proyecciéon de los obstacu-
los en el C-espacio puede ser vista como una distribucién de potencial artificial
con la hipotesis de que un obstaculo puntual genera un potencial de barrera.
Concretamente, los efectos de este potencial aparecen en los limites de la region
de los C-obstéculos y son nulos en el resto. La utilidad de este potencial seria
para la deteccion de colisiones.

Otra de las posibles definiciones del potencial es aquella que, de forma similar
con el electrostatico, decrece a medida que se aleja del limite de los obstéaculos.

Asi, la funcién que genera el potencial vendria dada por

0o si(2,y) € Aw,
Vir si(z,9) € A,y

donde V es una constante y r es la distancia minima del punto al robot. Si en el

Ay, yr, z,y) = (8.33)

algoritmo propuesto para el calculo de los C-obstaculos de un robot circular se
utiliza una matriz bidimensional que siga esta distribuciéon en lugar de utilizar
la tipica matriz binaria para definir el robot, se obtendria el campo de potencial
artificial generado por los obstaculos para esa distribuciéon concreta.

Asi, para un robot circular con un radio de 10c¢m cuyo espacio de trabajo
de 1m x 1m se encuentra ocupado por dos obstaculos, uno rectangular y otro
circular, se puede definir su funcién de Green A(x,,y,) (??). En la figura ??
se pueden observar el espacio de trabajo y la funcion de Green considerada. Se
puede interpretar como ésta tltima se puede asociar al potencial que se generaria
considerando un obstaculo puntual en el origen.

Procediendo a la aplicacion del algoritmo se obtiene directamente la super-

ficie de potencial generada por los obstéculos de este espacio de trabajo. El
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Funcion de Green (Robot circular)

Obstaculos (B(x))
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Figura 8.1: Espacio de trabajo y funcién de Green considerada
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Figura 8.2: Superficie de potencial en el C-espacio
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resultado aparece en la figura ??. En ella, se puede observar como los obsta-
culos generan un potencial repulsivo que decrece con la distancia, a semejanza
con lo que ocurre con el potencial eléctrico. Esta figura muestra la validez de la
interpretacion fisica propuesta asi como su utilidad para los procedimientos de
planificacion que utilizan campos de potencial artificial.

Los resultados que se obtienen coinciden con los que aparecen en los distintos
trabajos de investigacion que se ocupan de este tema. La gran ventaja que ofrece
este nuevo planteamiento es que, utilizando la misma expresion que en el calculo
de los C-obstéaculos, directamente se puede obtener el potencial en el espacio de
las configuraciones sin necesidad de etapas intermedias, como se realiza en otros
trabajos. Esto supone una reduccion del tiempo de célculo asociado con los

algoritmos y es uno de los principales resultados de este trabajo de tesis.



Capitulo 9

Conclusiones y Trabajos

Futuros

Las principales aportaciones y conclusiones de este trabajo de tesis son las

siguientes:

= Se ha propuesto un nuevo formalismo mateméatico para el calculo de los
obstéculos en el espacio de las configuraciones de un robot. La expresion
central de este formalismo permite calcular los C-obstéculos como la inte-
gral extendida sobre el espacio de trabajo del producto de dos funciones;

una que describe al robot y la otra a los obstaculos.

= Se ha demostrado que la definicion de C-obstaculo propuesta en este fo-
malismo es equivalente a otras expresiones de la bibliografia. Esta nueva
definicion de C-obstéculo presenta la ventaja de tratar con objetos gene-

rales y reales, sin necesidad de realizar ninguna aproximacion.

= Basado en el formalismo matematico se ha presentado un método de tra-
bajo que tiene un caracter general y que es aplicable a cualquier estructura
robotica. Con la eleccidon adecuada de los sistema de referencia y las coor-
denadas de trabajo, directamente relacionados ambos con la estructura
mecanica del robot, el método deriva en que el C-espacio es la convolucion
de la funcién que representa al robot y la que representa a los obstaculos

espacio de trabajo

163
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= El método se ha validado sobre un conjunto de problemas variado, cubrien-

do los campos de la Robotica movil y los manipuladores. Asi, en primer
lugar, se ha aplicado a un objeto rigido bidimensional que se mueve sobre
un plano, llegando a las mismas expresiones que las que aparecen en la
bibliografia. En segundo lugar, se ha extendido a un robot mévil tridimen-
sional que se desplaza sobre un plano, obteniéndose los mismos resultados

que aparecen en otros trabajos de investigacion.

Posteriomente, se han considerado robots articulados en espacios de traba-
jo bidimensionales y tridimensionales. Se ha obtenido una representacion
explicita de los C-obstéculos para los manipuladores mas ampliamente uti-
lizados en la industria, como son el PUMA, el SCARA y el Stanford. Esta
ha sido una de las mayores aportaciones de este trabajo de tesis, ya que
existen pocos trabajos que calculen los C-obstaculos para manipuladores

industriales.

Se ha puesto de manifiesto que la complejidad computacional del método
en todos los casos es independiente de la forma de los objetos que constitu-
yen el robot o de los que estan presentes en su entorno de trabajo. Con ello
se ha logrado, por un lado, que la complejidad computacional no dependa
del namero de vértices de los objetos ni de si son coéncavos o convexos,
como sucede en la mayoria de los trabajos existentes. Por otro lado, se ha
conseguido obtener una representacion exacta de los C-obstaculos, ya que
no ha sido necesario realizar ninguna aproximacién en cuanto a la forma

de los objetos.

La propuesta teorica se ha completado con la consideracién de aspectos
practicos de implementacion para reducir la complejidad computacional.
Asi, se ha utilizado como herramienta matematica la transformada de
Fourier en lugar de la convolucién y, como solucion algoritmica la Trans-

formada Réapida de Fourier.

Se han propuesto y se han implementado los algoritmos para la obten-
cion de los C-obstaculos tanto de robots moéviles como de manipuladores
articulados. Los algoritmos propuestos trabajan con mapas de bits que re-

presentan al robot y a los obstaculos en su espacio de trabajo, y obtienen
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un mapa de bits que representa al espacio de las configuraciones. El tiem-
po de ejecuciéon de estos algoritmos depende, en cada caso, tnicamente
de la resoluciéon con la que se trabaje y es independiente del nimero de

obstaculos y de su forma geométrica.

= Debido al caracter paralelizable de los algoritmos que calculan la trans-
formada rapida de Fourier y a la facil paralelizaciéon de los algoritmos
propuestos se reduce de forma dréstica el tiempo de calculo, pudiendo

aplicarse a entornos de trabajo que varian dindmicamente.

= Se ha proporcionado una interpretacion fisica del formalismo, utilizando
como herramienta matematica la teoria de las funciones de Green. Asi, se
ha demostrado que la expresion central del formalismo permite obtener el
potencial generado por diversas fuentes, que son los obstaculos. Ademas,
la funcién que describe al robot se ha identificado con el potencial creado

por una fuente puntual situada en el origen.

= Se ha comprobado la validez de esta interpretaciéon considerando un ro-
bot circular. Con los algoritmos desarrollados se han obtenido superficies
de potencial con el comportamiento deseado. Como gran ventaja de esta
forma de trabajo se ha destacado que no existe un gasto computacional
asociado a la obtencion de los campos de potencial artificial en el espacio
de las configuraciones. Este aspecto supone otra de las principales apor-

taciones de este trabajo de tesis.

A partir de las conclusiones se pueden destacar algunos puntos en los que es

posible extender el trabajo presentado:

= Implementar los algoritmos sobre dispositivos de calculo especializados de

alto rendimiento.

= Integrar la metodologia en los procedimientos de planificacién y control

de trayectorias.

= Estudiar la nueva técnica para la obtencién de potenciales artificiales para

diferentes estructuras roboticas como los manipuladores industriales.

= Proponer y analizar nuevas funciones de potencial.
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