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R E S U M E N

A la hora de integrar a los robots móviles autónomos en nuestra so-
ciedad, el desafío es conseguir que estén presentes de forma natural
en el interior de los edificios, con el fin de que puedan realizar tareas
como guiar visitantes, repartir medicinas en hospitales, monitorizar la
seguridad de un edificio, asistir a discapacitados o incluso actividades
de mayor complejidad. Este tipo de actividades se encuadran no sólo
dentro de la robótica autónoma sino también en el campo de la inteli-
gencia ambiental, cuyo fin último es el desarrollo de sistemas inteligentes
integrados de manera transparente en el entorno y con la capacidad de
asistir al ser humano. Además, los robots de servicios suelen ser objeto
de interés para grandes corporaciones e instituciones gubernamentales,
que hoy en día disponen de sistemas de gestión de inmuebles (facility
management) donde almacenan todos los datos relacionados con sus
instalaciones. Por tanto, sería una necesidad integrar a los robots en
estos sistemas, dado que cada vez más los robots se están convirtiendo
en un elemento clave como recurso.

Así pues, tanto en un sistema de inteligencia ambiental como en un
sistema de gestión de inmuebles, un robot debe estar localizable en
todo momento. De este modo puede estar disponible en caso de ser
necesario, al igual que cualquier otro recurso de un edificio (medicinas,
extintores, empleados). Esto implica que un robot puede ser un recurso
activo y disponible en cualquiera de estos dos sistemas siempre y
cuando tenga la capacidad de mantenerse localizado en su entorno.
Además, la necesidad de localización convierte a un robot no sólo en un
recurso sino también usuario de la información espacial almacenada en
el sistema, ya que para estimar la posición es imprescindible disponer
de un mapa donde ubicarse.

Una de las principales carencias de los sistemas de gestión de inmue-
bles tradicionales es que tienen una capacidad muy limitada de análisis
espacial. Con objeto de afrontar esta necesidad, recientemente se han
comenzado a incorporar los Sistemas de Información Geográfica (SIG)
en la gestión de inmuebles, ya que poseen una capacidad de análisis
espacial muy avanzada. Son, por ejemplo, capaces de manejar al mismo
tiempo los datos espaciales de un edificio y relacionarlos con su situa-
ción dentro de un campus, una ciudad, una nación o incluso a nivel
mundial. Otro aspecto aún más importante es que pueden manejar y
almacenar información simbólica (puertas, mesas, o ventanas), lo que
los convierte en una herramienta muy útil para poder dotar a los ro-
bots de una mayor conciencia espacial, y genera una de las principales
necesidades de esta tesis: la extracción de información simbólica y su
localización relativa a partir de la información sensorial.
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I N T R O D U C C I Ó N

Hace cientos de miles de años, el hombre primitivo comenzó a utilizar
madera y piedra para construir sus primeros refugios en un intento
de protegerse de los depredadores y combatir las inclemencias del
tiempo. Desde entonces, y a lo largo de la historia, se han desarrollado
nuevos materiales de construcción y las edificaciones fabricadas por el
ser humano han ido evolucionado con el fin de cubrir una amplia gama
de necesidades: viviendas, aeropuertos, fábricas, hospitales, templos,
centros comerciales, discotecas, hoteles, bibliotecas, centros educativos,
etc. Esta diversificación en cuanto a la función del inmueble refleja el
hecho de que los edificios se han convertido en nuestro hábitat principal,
y es en ellos donde pasamos la mayor parte de nuestro tiempo. Por
esta razón, existe un esfuerzo constante por modernizarlos e incluso
dotarlos de automatización e inteligencia.

Son muchos los edificios que hoy en día utilizan microprocesado-
res, sensores y actuadores para medir y controlar la iluminación, la
climatización, o los sistemas de seguridad de forma automatizada. Sin
embargo, la tecnología actual es todavía bastante limitada en cuanto
a inteligencia y autonomía, y los avances más innovadores en estos
aspectos se están realizando gracias al progreso de la computación ubicua
y la inteligencia ambiental [21].

El concepto de computación ubicua se refiere a un mundo en el que
los computadores estén tan perfectamente integrados e interconecta-
dos entre sí en cualquier parte del entorno, que se puedan utilizar
sin ser conscientes de estar interactuando con ellos [111]. Por ejemplo,
en el interior del edificio, un entorno de computación ubicua podría
incluir sensores biométricos en la ropa, sensores de temperatura en las
paredes y sensores de presión en el suelo, todos ellos robustamente
interconectados entre sí de modo que controlaran la iluminación y la
climatización de las habitaciones continuamente y de manera imper-
ceptible para el usuario. Otro ejemplo es el de frigoríficos capaces de
saber qué alimentos contienen, si están en buen estado o no, capaces de
ofrecer diferentes menús en función de los alimentos que contienen y
comunicarse directamente con el mercado cuando se necesiten adquirir
nuevos alimentos. La investigación en computación ubicua suele estar
centrada en el desarrollo de redes de dispositivos y sensores [68].

La inteligencia ambiental, aunque comparte ciertos elementos con
la computación ubicua, está más relacionada con el campo de la inte-
ligencia artificial, haciendo énfasis en tareas de visión, procesamiento
del lenguaje, abstracción del conocimiento y procesamiento espacio-
temporal [30]. Para poder aplicar la inteligencia ambiental en el mundo
real es imprescindible disponer de la capacidad de percibir y actuar en
el entorno. Esto se puede lograr de dos maneras: a través de dispositivos
inteligentes o bien por medio de robots. Por una parte, la utilización
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de dispositivos inteligentes demuestra la relación existente entre la
inteligencia ambiental y la computación ubicua. Por otra parte, si se
utilizan robots para interactuar con el entorno, se están enlazando los
campos de la inteligencia ambiental con la robótica autónoma, dando
lugar a un campo más complejo y con mucho potencial por investigar.
Aunque esquematizar la relación entre los diferentes campos citados no
resulta trivial y se podría interpretar y visualizar de diferentes maneras,
la representación de Saffioti y Broxvall [93] resulta bastante clarificadora,
tal y como se muestra en la figura 1.1.1. Como se puede observar, la

Robótica

Inteligencia
artificial

Comput.
ubicua

Inteligencia
ambiental

Robótica
autónoma

Redes de sensores

Figura 1.1.1: Relaciones entre diferentes campos de investigación.

integración de la robótica autónoma junto con la inteligencia ambiental
correspondería a la convergencia de tres campos fundamentales pa-
ra poder integrar un robot en un edificio: la robótica, la inteligencia
artificial y la computación ubicua.

Sin lugar a dudas, uno de los pasos imprescindibles para lograr que
los robots puedan estar presentes de forma natural en edificios inteli-
gentes, es que adquieran habilidades similares a las humanas. Además
de nuestra inteligencia, una de las capacidades más extraordinarias que
el ser humano posee es la comprensión del espacio y la posibilidad
de desarrollar cualquier tipo de tarea espacial con gran precisión. Esta
capacidad es fruto de la permanente necesidad del ser humano de inter-
actuar con el mundo que lo rodea, y se ha desarrollado y perfeccionado
a lo largo de miles de años. Por lo tanto, uno de los requisitos necesa-
rios en cualquier robot que se desee integrar en entornos humanos es
que sea capaz de comprender, interpretar y representar el entorno de
manera eficiente, consistente y lo que es más importante de manera
compatible con el ser humano [108].

1.1.1 motivación

El problema del conocimiento y la comprensión espacial ha dado lugar
a numerosos desafíos. Quizás uno de los más importantes abordados
hasta la fecha sea cómo conseguir que un robot se mantenga locali-
zado mientras se desplaza a través de su entorno. Afortunadamente,
durante las dos últimas décadas se han realizado importantes avances
en el desarrollo de estrategias de localización [40], construcción de
mapas [72, 104] e incluso la unión simultánea de ambas, más conoci-
da como SLAM [10]. Como resultado, se han desarrollado diferentes
métodos probabilísticos muy robustos, como por ejemplo técnicas de
filtrado de Kalman [52, 69] filtros de partículas [106], o algoritmos de
esperanza-maximización [71], entre otros. A pesar de esta evolución
tan considerable, los métodos que ofrecen una mayor fiabilidad están
basados en datos sensoriales en bruto [20, 105], o en características de
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bajo nivel, como líneas [7]. Esto es un claro indicador de que, a pesar de
que existen técnicas muy avanzadas para realizar tareas de localización
y construcción de mapas, los robots son todavía incapaces de extraer
información simbólica del entorno con la misma facilidad y precisión
que lo hacemos los humanos.

Por lo tanto, existe una clara necesidad de aumentar el nivel de abs-
tracción que puede manejar un robot, lo que está considerado como
uno de los mayores desafíos actuales dentro del problema de la cog-
nición espacial. En otras palabras, los robots deberían ser capaces de
extraer y manejar información simbólica. Esta idea no es nueva, y es un
problema estudiado desde los comienzos de la inteligencia artificial en
la década de 1960. Es interesante destacar cómo las expectativas eran
ingenuamente optimistas por aquel entonces, puesto que se pensaba
que problemas como el reconocimiento de objetos podrían resolverse
definitivamente mediante un proyecto de un par de meses de duración
[87]. Sorprendentemente, cincuenta años más tarde, mientras que el ce-
rebro humano sigue reconociendo cualquier tipo de objeto sin ninguna
dificultad, todavía no se ha averiguado cómo resolver este problema
computacional tan extremadamente complicado. La dificultad reside
en que un mismo objeto puede dar lugar a la proyección de un número
infinito de imágenes distintas en el plano de la imagen del observador,
dependiendo de la posición, orientación, tamaño e iluminación del
objeto [89].

Además de la estimación de la posición y el manejo de la información
simbólica, existe otro problema relacionado con la cognición espacial
que resulta muy interesante: cómo representar datos espaciales de
forma escalable, interoperable y compatible con el ser humano. Proba-
blemente, la única tecnología actual que permite manejar la información
espacial de acuerdo a estos tres requisitos son los Sistemas de Información
Geográfica (SIG) [65]. En primer lugar, los SIG tienen la capacidad de
manejar a la perfección datos a cualquier escala, desde muebles en una
habitación hasta datos de una ciudad, país o continente. En segundo
lugar, la interoperabilidad de los SIG con otros estándares es cada vez
mayor. Gracias a recientes esfuerzos de compatibilidad por parte de la
industria, hoy en día se pueden utilizar junto con sistemas de gestión de
infraestructuras asistidos por computador (CAFM), sistemas de gestión
integrada del espacio de trabajo (IWMS), modelado de información de
construcción (BIM) o diseño asistido por computador (CAD), entre otros
[91]. La información espacial es difícil de obtener, y la interoperabilidad
permite a los SIG reutilizar modelos espaciales de lugares previamente
modelados. En tercer lugar, los SIG son completamente compatibles y
fácilmente interpretables por el ser humano, porque en sus orígenes
fueron diseñados con la intención de analizar y visualizar datos geoes-
paciales. Además la información se puede modelar simbólicamente y
separar en capas independientes.

Al integrar un sistema de localización con un SIG, se abre la posibi-
lidad por ejemplo, de mantener localizado al robot en cualquiera de
los sistemas con los que un SIG sea compatible, como por ejemplo en
sistemas de gestión de infraestructuras. De este modo se puede incluir
al robot como un recurso más del sistema y facilitar su gestión.
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1.1.2 objetivos

Tanto en sistemas de inteligencia ambiental como en sistemas de gestión
de inmuebles, la necesidad de mantener perfectamente localizado a
un robot autónomo en el interior de un edificio donde desarrolle su
servicio se torna imprescindible, sin importar que la edificación sea
un hospital, un centro educativo, una nave industrial u otro tipo de
inmueble. En el caso de un sistema de inteligencia ambiental el robot
actúa como un recurso que permite percibir y actuar en el entorno,
mientras que en el caso de un sistema de gestión de inmuebles, el robot
sería un recurso más al igual que los recursos humanos o los recursos
espaciales, por ejemplo.

Así pues, el principal objetivo de esta tesis es afrontar el problema
de la localización de un robot móvil en entornos interiores. A pesar
de que este problema ha sido abordado con anterioridad, los métodos
más eficaces utilizan datos sensoriales en bruto en lugar de extraer de
información simbólica del entorno. Por lo tanto, desarrollar un siste-
ma de localización basado en la utilización de información simbólica
permitiría avanzar en el problema del conocimiento espacial.

A partir de esta idea, los objetivos concretos de esta tesis son los
siguientes:

• Desarrollar un sistema de extracción de información simbólica
del entorno que permita detectar puertas y conocer su ubicación
en el mundo con respecto al robot, todo ello en tiempo real. Para
resolver este problema proponemos fusionar datos láser y visión
monocular, construyendo un sensor virtual con mayor capacidad
que la visión o el láser de manera independiente.

• Integrar a nuestro robot en un Sistema de Información Geográfica
(SIG). Gracias a esto el robot podrá realizar consultas espaciales
al mapa almacenado en la base de datos espacial subyacente, así
como acceder a la información simbólica del entorno (puertas,
ventanas, habitaciones, etc.). Además la información se almacena
de forma compatible con el ser humano y gracias a la interopera-
bilidad de los SIG se abre la posibilidad de utilizar al robot como
un recurso más en sistemas de gestión de inmuebles.

• Diseñar y desarrollar un sistema de localización basado en el
filtro extendido de Kalman (EKF), e integrarlo junto con nuestro
sistema de detección de puertas y el SIG. De este modo el robot se
mantendrá localizado utilizando la información simbólica que ex-
trae del entorno, contrastándola con los datos espaciales del mapa
almacenados en el SIG. El sistema de localización debe funcionar
de manera totalmente autónoma, sin intervención humana.

1.1.3 organización de la tesis

La tesis se ha dividido en siete partes, donde cada parte está formada
por un conjunto de capítulos. Para ilustrar mejor la organización de las
partes y su relación con los objetivos, se ha creado el organigrama de
la figura 1.1.2. Cada uno de los objetivos está marcado con un color
diferente, y además de las partes, también se muestra la relación de los
apéndices (A-F) con las partes donde resultan relevantes.

En primer lugar es importante destacar que el objetivo global de
la tesis es desarrollar un sistema de localización, de modo que este
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Figura 1.1.2: Organigrama que relaciona los objetivos propuestos con las partes
de la tesis y los apéndices.

objetivo engloba a los otros dos. La parte Introducción no aparece en el
organigrama para no complicarlo, pero consiste en el capítulo actual y
una revisión del estado del arte relacionada con los tres objetivos de la
tesis. El resto de partes se describen a continuación.

Parte 2 – Información espacial: analiza desde un punto de vista teórico
los Sistemas de Información Geográfica, sus características y aplica-
ciones, su capacidad para manejar datos espaciales, y cómo han evo-
lucionado hasta utilizar bases de datos espaciales para almacenar la
información.

Parte 3 – Estimación de sistemas estocásticos: incluye dos capítulos teóri-
cos donde se describe tanto el filtro de Kalman (para sistemas lineales)
como el filtro de Kalman extendido (para sistemas no lineales). Los
dos siguientes capítulos ponen esta teoría en práctica e introducen el
modelo del sistema aplicado a nuestro robot, así como el modelo de ob-
servación de información simbólica del entorno, que son fundamentales
para desarrollar e implementar el sistema de localización.

Parte 4 – Modelado y calibración de sensores: en el primer capítulo se
estudian y modelan los sensores a bordo del robot (láser, cámara y
encoders). En el segundo, se describe la utilización de un procedimiento
de calibración para fusionar la información sensorial a bajo nivel entre
el láser y la cámara. Esta parte resulta fundamental para comprender
el método de extracción de características del entorno que se propone
en la parte 5.

Parte 5 – Enfoque propuesto: aquí se describe en primer lugar la pers-
pectiva general del sistema propuesto para resolver los tres objetivos
planteados. Los dos capítulos siguientes detallan la extracción de carac-
terísticas mediante la fusión sensorial de láser y visión. A continuación
se explica cómo almacenar y consultar información espacial en un
sistema de información geográfica. El último capítulo de esta parte
describe la utilización de un filtro extendido de Kalman para resolver
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el problema de localización mediante extracción de características y
sistemas de información geográfica.

Parte 6 – Resultados y conclusiones: presenta los resultados del sistema
de extracción de características junto con los resultados de las prue-
bas de localización en diferentes casos experimentales que verifican el
correcto funcionamiento de nuestra propuesta. El capítulo de conclu-
siones analiza los logros realizados y nuevas posibilidades de trabajo
futuro.

Parte 7 – Apéndices: El apéndice A explica el diseño y el sistema de
control del robot utilizado en este trabajo, mientras que en el apéndice B
se deriva matemáticamente el modelo odométrico del robot, que resulta
imprescindible para el sistema de localización propuesto. El apéndice C
presenta la subjetividad existente en el problema de detección de bordes
y cómo resolverlo mediante filtros de convolución, que se utilizarán
como comparativa en la parte de resultados. La imagen integral se
describe en el apéndice D, y es una técnica clave para poder lograr la
extracción de características en tiempo real. Finalmente los dos últimos
apéndices, E y F, se refieren a la propagación y la visualización de la
incertidumbre, respectivamente.



. C
A

PÍ
T

U
LO

1.2
A N T E C E D E N T E S Y E S TA D O D E L A RT E

En este capítulo se ofrece una pequeña introducción al problema de
la localización, así como de la evolución que han ido sufriendo las
diferentes técnicas de localización desarrolladas a lo largo de la historia.
A continuación se revisan los trabajos más destacados relacionados
con los objetivos principales de la tesis, comenzando por el uso de los
sistemas de información geográfica en robótica. En segundo lugar se
estudian los sistemas de extracción de características relacionados con
la detección de puertas, que es el objeto que se ha decidido emplear
como elemento clave para el sistema de localización que proponemos.
Finalmente, se estudia el uso de líneas verticales para la localización, da-
do que nuestro sistema de detección de puertas se basa en la detección
de líneas verticales.

1.2.1 localización

La capacidad de un robot móvil para determinar su ubicación en el
espacio es una tarea imprescindible para poder navegar de forma total-
mente autónoma [9]. El conocimiento de la propia posición, así como
de otros objetos o características de interés en el entorno del robot, son
los cimientos básicos sobre los que se sustentan las operaciones de na-
vegación de más alto nivel. Por ejemplo, la localización permite que sea
posible planificar trayectorias para llegar a un destino concreto mien-
tras se evitan obstáculos, y es fundamental para tareas más complejas
como construir mapas de entornos desconocidos. Sin la capacidad de
localización, los robots estarían condenados a interactuar con el entorno
a través de comportamientos reactivos, y serían incapaces de planificar
acciones más allá de su campo de percepción local.

1.2.1.1 Perspectiva general de la localización

Se puede considerar que el origen de la localización de robots móviles
se remonta a 1954 [110], cuando se diseñó el primer vehículo de guiado
autónomo o AGV (Automated Guided Vehicle), consistente en un vehículo
de remolque de un almacén de provisiones, modificado seguir una
línea de tensión del almacén de la que obtenía la energía necesaria
para funcionar. A finales de la década de 1970, gracias al desarrollo
de los circuitos integrados, los AGV eran controlados por ordenador
y podían seguir trayectos por inducción magnética a través de cables
enterrados bajo la superficie o bien por medio de rayas visualmente
identificables en el suelo [35]. El inconveniente fundamental de estas
técnicas es que la navegación se limita a recorridos fijos, y por lo tanto el
uso de los AGV queda restringido a tareas de carácter repetitivo, de ahí
que sean soluciones ampliamente utilizadas en entornos industriales. El

9
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seguimiento de este tipo de trayectorias predefinidas fue un precursor
de la localización autónoma al precipitar la necesidad de estrategias de
localización más flexibles [9].

Más adelante se introdujo una mayor flexibilidad en la navegación
mediante técnicas de estimación de la posición utilizando balizas ar-
tificiales. Este tipo de sistemas incluyen balizas activas de infrarrojos
o ultrasonidos, o balizas pasivas como marcadores reflectantes [16], y
permiten a los robots móviles localizarse con respecto a la ubicación
de las balizas. Esto supuso un importante avance en las estrategias de
localización, dado que las trayectorias de los robots podían redefinir-
se por software sin la necesidad de modificar físicamente el entorno,
abriéndose además las puertas para la generación de trayectorias adap-
tativas con capacidad para evitar obstáculos. No obstante, al igual que
ocurre con los AGV guiados por cables o marcas en el suelo, esta técnica
necesita alterar el entorno, puesto que depende de la instalación de las
balizas en el entorno.

El siguiente avance en el desarrollo de las estrategias de localización
fue la detección de características en el entorno, utilizándolas como
puntos de referencia para estimar la posición del robot. Se entiende
por característica un determinado objeto que el robot pueda reconocer
mediante su sistema sensorial, como por ejemplo patrones gráficos in-
troducidos artificialmente, o bien elementos ya existentes previamente
en el entorno. En el primer caso, se habla de características artificiales,
que normalmente están diseñadas para ser detectadas fácilmente me-
diante visión artificial, como rombos [42] o círculos [53]. El segundo
caso se refiere a lo que se conoce como características naturales, siendo
las líneas verticales ampliamente utilizadas [58, 25, 78]. Tienen la venta-
ja de que eliminan la necesidad de modificar físicamente el entorno del
robot, pero en cambio son mucho más difíciles de detectar que las ca-
racterísticas artificiales. Para determinar la posición del robot mediante
esta técnica, se necesita disponer a priori de un mapa del entorno, para
comparar las observaciones con los datos del mapa. La detección de
características naturales dio lugar al problema de la asociación de datos
[31]: encontrar la correspondencia entre los elementos de dos conjuntos
de datos. A pesar de que este problema también existía en la locali-
zación mediante balizas artificiales, se podía eliminar muy fácilmente
haciendo que cada baliza fuera identificable de manera única.

1.2.1.2 Técnicas de localización

Una de las técnicas más básicas de localización es la que se conoce
como dead reckoning , y que consiste simplemente en calcular la posi-El término ’dead

reckoning’ data del
siglo XVII y se refería
al proceso de estimar

la posición de un
barco a partir de la

velocidad, el rumbo y
el tiempo

transcurrido desde la
última posición

conocida, sin tener en
cuenta observaciones

externas (astros,
normalmente) que
pudieran ayudar a

mejorar la posición.

ción del robot a partir de sensores propioceptivos, como acelerómetros
o encoders. El principal problema de este método es que cada nueva
estimación de la posición incluye un pequeño error, y estos errores se
acumulan como parte del proceso de cálculo, de modo que la incerti-
dumbre en la estimación de la posición se incrementa continuamente
en el tiempo. Mejorar la precisión del modelo matemático del sistema
únicamente serviría para retrasar, pero no eliminar, el incremento en la
incertidumbre. Después de un periodo de tiempo lo suficientemente
grande, la estimación de la posición sería tan incierta que no serviría
absolutamente para nada. No obstante, a pesar de que el dead reckoning
a largo plazo es un método de localización insuficiente, es un mecanis-
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mo muy útil a corto plazo si se combina con observaciones externas
que corrijan la estimación.

Para evitar que la incertidumbre en la posición aumente constan-
temente, no se puede contar únicamente con medidas incrementales
como las que proporcionan los sensores propioceptivos, sino que se
deben incorporar medidas absolutas o exteroceptivas. Un mapa del
entorno en el que se encuentre definida la posición de objetos que el
robot sea capaz de detectar proporciona las medidas exteroceptivas
necesarias. Así, comparando las características detectadas con las carac-
terísticas presentes en el mapa, el robot puede determinar su posición
tanto de manera relativa como de manera absoluta.

Cuando se utilizan características para la localización, se suele utilizar
algún tipo de mapa donde se encuentran almacenadas las características
observables en coordenadas globales. Las observaciones que efectúa
el robot vienen dadas en el marco de referencia local del robot. El
procedimiento de localización consiste en determinar la transformación
de coordenadas que hace coincidir las medidas locales con las absolutas.

Existen algunos sensores como las radio-balizas, lectores de códigos
de barras o de patrones especializados, que siempre que el conjunto de
características sea distinguible unas de otras, al detectar la característica
se podrá identificar exactamente en qué lugar se está. Sin embargo,
en general los datos en bruto de los sensores no contienen ninguna
relación entre los datos y su localización en el mapa, sino que es el
robot el que debe utilizar algún sistema de localización para determinar
su ubicación.

1.2.2 los sig en robótica

Desde hace algo más de una década se comenzó a explorar el uso de los
sistemas de información geográfica en tareas de robótica móvil, y poco
a poco se ha ido incrementando su integración con los robots, siendo
cada vez más habitual su utilización en este ámbito en los últimos años.

Uno de los primeros usos de los SIG en el campo de la robótica móvil
es el diseño de una silla de ruedas robótica destinada para guiar a
personas con discapacidad visual en entornos exteriores [77], donde el
SIG se utiliza como la base del sistema de navegación y como modelo
de carreteras, caminos, y marcas reconocibles. Los autores comparan
al robot con a un perro guía, y concluyen que a pesar de que el robot
tiene menor capacidad de movilidad, ofrece prestaciones adicionales de
navegación, gracias al uso de la información contextual proporcionada
por el SIG.

Los SIG en robótica son utilizados comúnmente para tareas de nave-
gación en entornos exteriores. Los sensores de un robot le sirven para
percibir su entorno más inmediato y extraer características, que pueden
contrastarse a continuación con la información almacenada en el SIG.
Por ejemplo, Bonnifait et al. [15] utilizan un escáner láser montado en
un vehículo para detectar los bordes de la calzada en entornos urbanos
y los comparan con una red de carreteras almacenada en una capa de
un SIG, determinando así la posición del vehículo en todo momento.
Cappelle et al. [23] disponen de un GIS en 3D donde está almacenado
un modelo de ciudad de gran precisión, y utilizan un GPS para efec-
tuar una estimación inicial de la posición del vehículo, que después
complementan mediante cámara de visión y láser a través de un EKF.
La información almacenada en un SIG también puede ser utilizada
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simultáneamente por varios robots. Un ejemplo de ello es el trabajo
de Mirats Tur et al. [73], que a partir de un SIG donde almacenan la
información espacial de un entorno urbano, construyen mapas parciales
en formato textual (comprensible por el hombre) y se los proporcionan
a cada robot de un equipo multirobot a medida que los solicitan.

Un uso alternativo de los SIG es utilizarlos como un medio para com-
partir información geoespacial, en lugar de utilizarlos exclusivamente
como una fuente de datos. Yoshida et al. [115], utilizan un equipo mul-
tirobot teleoperado que actúa durante un simulacro de rescate en un
centro comercial ante una catástrofe debida a armas químicas, biológi-
cas o nucleares. Los robots proporcionan simultáneamente información
parcial del entorno que perciben, y se comunican entre ellos a través de
DaRuMa [85], un prototipo de SIG desarrollado por el mismo equipo
de investigación, diseñado para almacenar e integrar los datos 3D del
entorno, la ubicación de las víctimas y las trayectorias de cada robot.
Esta información puede ser utilizada posteriormente por otros robots o
por equipos humanos de rescate.

Otra posible aplicación es en el ámbito militar, como ayuda para los
vehículos aéreos no tripulados (UAV) y vehículos terrestres no tripulados
(UGV). Los UAV en ocasiones pueden llegar a perder la comunicación
con el operador humano que lo controla, y en estos casos es crucial
que ellos mismos sean capaces de encontrar zonas seguras en las que
realizar aterrizajes de emergencia de forma autónoma. Para afrontar
este problema, Rackliffe et al. [90] combinan datos de diferentes SIG

en busca de áreas pobladas y zonas posiblemente habitadas, como
carreteras, aparcamientos, escuelas, hospitales o centros comerciales. A
partir de estos datos crean mapas de probabilidad, donde el espacio
queda clasificado en función de su seguridad para ser una zona apta
para aterrizajes de emergencia. Estos mapas también los emplean, en el
caso de los UGV, como información contextual del entorno para dotarlos
de una mayor autonomía en las misiones tácticas, de modo que sin
intervención humana puedan permanecer lejos de zonas habitadas por
personal civil.

Uno de los grandes beneficios de incorporar los sistemas de informa-
ción geográfica a la robótica móvil es que estos sistemas son bastante
compatibles con el hombre. Cualquier sistema robótico actual necesita
interactuar con el ser humano en una o varias etapas de su ciclo de
vida, y los datos almacenados en los SIG facilitan esta comunicación
hombre-robot, como destacan en [73].

1.2.3 detección de puertas

En el interior de un edificio, se pueden extraer diferentes características
de alto nivel que sirven como fuente de información simbólica. De
entre los diferentes objetos existentes, las puertas son uno de las más
frecuentes y más regularmente repartidos en los edificios, y por ello se
han elegido como la base del sistema de localización de nuestro robot
móvil.

A la hora de afrontar el problema de la detección de puertas, quizás
uno de los planteamientos más simples sea clasificar las puertas en
función de su anchura. En [12, 96] utilizan un escáner láser 2D para
realizar esta medida. De manera similar, Cariñena et al. [24] emplean
un sistema basado en lógica difusa y sensores de ultrasonidos, con
la principal limitación de que no pueden detectar más de una puerta
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simultáneamente, y ésta tiene que estar como máximo a un metro de
distancia del robot. Anguelov et al. [4] utilizan un láser 2D combinado
con una franja de color extraída de una cámara omnidireccional. Su
principal fuente de detección de puertas la constituyen los datos del
láser, basándose en la suposición de que las puertas son aquellos obje-
tos dinámicos del entorno que cambian su orientación con el tiempo.
Gracias a las tiras de color logran mejorar ligeramente su tasa de acier-
tos, suponiendo que se pueden definir todas las puertas mediante un
modelo de color uniforme.

El principal inconveniente de las técnicas basadas en medidas de
distancia es que no funcionan a menos que una puerta esté abierta
o que el plano de la puerta sea claramente distinguible del plano de
la pared. Cuando el plano de la puerta está alineado con el plano
de la pared, lo cual es bastante habitual en algunos entornos, los
sensores de distancia resultan completamente inútiles, mientras que un
sensor de visión se tornaría imprescindible. El principal problema de la
visión monocular es que no permite detectar distancias. No obstante,
cabe la posibilidad de combinar dos o tres cámaras dando lugar a
sistemas de visión estéreo (binoculares o trinoculares, respectivamente),
aunque el coste de procesamiento de la imagen se multiplica. Por
ejemplo, Kim y Nevatia [55], utilizan un sistema de visión trinocular
para extraer bordes verticales y horizontales, utilizando distancias reales
(disponibles gracias a la visión estéreo) entre los bordes detectados para
decidir qué clasifican como puerta.

A pesar de la innegable utilidad de las medidas de distancia reales
(disponibles mediante visión estéreo, láseres o sónares), numerosos
investigadores han utilizado únicamente la visión monocular como su
única fuente de información. Esta decisión les obliga a idear métricas
de distancia basadas en píxeles para poder clasificar como puertas los
objetos que detecten en la imagen. Un importante inconveniente que
afecta a esta técnica es que el éxito de los clasificadores se ve restringido
únicamente a aquellas puertas que estén a una determinada distancia y
orientación de la cámara del robot. Normalmente, sólo logran reconocer
las puertas cercanas y paralelas al plano de la imagen. Si las puertas se
encuentran perpendiculares y a media o gran distancia del plano de la
imagen, sus proporciones se ven severamente afectadas por los efectos
de la perspectiva. Por ejemplo, utilizando estimaciones de distancia ba-
sadas en píxeles, Monasterio et al. [74] miden la distancia entre bordes
verticales detectados con un filtro de Sobel. Igualmente, pero con un
sistema de lógica difusa, Muñoz-Salinas et al. [79] detectan característi-
cas verticales y horizontales extraídas con la transformada de Hough.
Yang y Tian [113] combinan la detección de bordes y esquinas con una
serie de umbrales de distancia basados en píxeles. Murillo et al. [80]
presentan un enfoque probabilístico basado en un modelo que contiene
la forma geométrica y el aspecto de las puertas. El modelo de apariencia
es aprendido a partir de imágenes etiquetadas a mano, y por lo tanto
depende de los colores que tengan las puertas en las imágenes del
conjunto de entrenamiento. El modelo geométrico se define mediante
distancias en píxeles, de modo que, al igual que los métodos anteriores,
el sistema falla cuando las puertas son perpendiculares y están lejos
del plano de la imagen, porque en este caso únicamente tienen unos
pocos píxeles de anchura. Además, los autores admiten tener una tasa
relativamente alta de falsos positivos. Shi y Samarabandu [97] detectan
puertas más lejanas mediante un análisis más complejo de la imagen,
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que comprueba si los marcos de las puertas llegan hasta el suelo o
no. A pesar de esta mejora, sorprendentemente el sistema no puede
detectar puertas demasiado cercanas, porque se rechazan las puertas
que no tengan visible el marco superior, o cuya anchura sea superior a
un tercio de la imagen.

Una alternativa muy interesante a los métodos anteriores es el en-
foque basado en aprendizaje automático (machine learning) de Chen
et al. [27], donde obtienen un clasificador fuerte combinando varios
clasificadores débiles gracias al uso del algoritmo Adaboost. Hensler et
al. [51] utilizan la idea de Chen pero añadiendo datos de un láser 2D
para estimar la concavidad y la anchura de las puertas. Entre algunos
de los clasificadores débiles usados en estos dos trabajos se incluyen
detectores de líneas verticales, de concavidad, comprobación visual de
si hay un hueco debajo de la puerta candidata, color, textura, anchura
de la puerta o comprobación de si existe una manilla en la puerta. El
punto fuerte de estos métodos es que consiguen unas tasas muy bajas
de falsos positivos. Sin embargo, se centran en puertas cercanas al sen-
sor, y el tiempo de clasificación es elevado incluso con imágenes de baja
resolución (320x240, 5fps), debido al gran número de clasificadores que
se necesitan comprobar en cada imagen. En [28], Chen et al. mejoran sus
resultados previos, utilizando un proceso de MonteCarlo vía cadenas
de Markov (Markov Chain MonteCarlo).

Finalmente es importante comentar que uno de los elementos más
importantes que distingue a las puertas de otros objetos son las mani-
llas. No obstante, son bastante difíciles de detectar debido a su tamaño
extremadamente pequeño, y a que su forma es muy variable dependien-
do de la puerta en concreto. Así, son detectados con mayor fiabilidad a
distancias muy próximas. Aprovechando el hecho de que las manillas
sobresalen de la superficie de las puertas, Rusu et al. [92] utilizan datos
de distancia en 3D para girar el pomo o la manilla de la puerta y abrirla
con el brazo robótico de un robot PR2. La capacidad de poder abrir
puertas es muy interesante en cualquier robot de interiores, porque le
permitiría mejorar su capacidad autónoma de navegación.

1.2.4 líneas verticales

Los cambios de intensidad verticales en una imagen —también lla-
mados bordes o características verticales— no es una idea nueva en
la comunidad robótica, dado que desde los comienzos de la visión
artificial se han empleado líneas verticales para resolver el problema de
localización. Basándose en este tipo de características visuales, Sugihara
[102] presentó una de las primeras técnicas para resolver el problema
de la localización robótica mediante visión monocular. Suponiendo que
los parámetros de calibración de la cámara eran conocidos, así como
que las observaciones estaban libres de error, el método de Sugihara
consistía en triangular la posición y orientación del robot utilizando un
conjunto de bordes verticales extraídos en cada imagen. Para realizar
la triangulación, calculaba el ángulo entre pares consecutivos de las
características verticales detectadas, y buscaba la combinación más pa-
recida en un mapa a priori de bordes verticales del entorno. Triangular
implica que se necesita disponer simultáneamente de un mínimo de
tres características diferentes para que la estimación de la posición y
orientación no sea redundante. Mejorando este enfoque, Krotkov [60]
propone un modelo similar con la diferencia de que tiene en cuenta
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la incertidumbre en la posición de las características detectadas, usan-
do un análisis del peor escenario. Atiya y Hager [8], bajo las mismas
suposiciones, representan los errores usando tolerancias, lo que les
lleva a plantear un algoritmo basado en conjuntos para resolver el
problema de la asociación de datos. Cabe destacar que estos autores, a
diferencia de los dos anteriores, tienen en cuenta en su planteamiento
la posibilidad de observar falsos positivos, dado que es un problema
que aparece frecuentemente en robótica móvil. Madsen y Andersen [67]
demostraron que en el método de triangulación, cuando se usan grupos
de tres características, en ocasiones se puede llegar a producir un error
de tal magnitud que no se podría utilizar para problemas de navega-
ción. No obstante, este inconveniente se puede subsanar prediciendo la
incertidumbre de los grupos de tres características, y seleccionando los
que tienen menor error. Todos estos métodos abordan el problema de
la localización absoluta.

Otros modelos de error más sofisticados, tales como los que se em-
plean en los filtros de Kalman extendidos (EKF), también han sido
aplicados a la localización basada en características verticales. Los
métodos basados en el EKF normalmente proporcionan localización
incremental. Una de las técnicas más populares consiste en leer de
un mapa la ubicación de los bordes verticales, para proyectarlos en la
imagen obtenida por la cámara, utilizando para ello la estimación de
la posición del robot calculada en función de la odometría solamente.
Esto permite reducir el espacio de búsqueda en la imagen a la hora
de buscar cambios de intensidad verticales. Siguiendo este enfoque,
Chenavier y Crowley [33] utilizan un EKF para fusionar odometría con
visión, empleando la transformada de Hough para detectar bordes
verticales. Las pruebas experimentales que realizan no entrañan gran
dificultad, dado que utilizan un mapa con cinco características, las rutas
que sigue el robot están preplanificadas y posicionan manualmente la
cámara en la dirección de las características que esperan encontrar. Un
trabajo similar en el enfoque pero mucho más minucioso y detallado
es el sistema Finale de Kosaka y Kak [58], que también confía en la
transformada de Hough para la detección de líneas verticales, pero
supone que existen modelos geométricos detallados en 3D del entorno.
Arras y Tomatis [6, 7] también utilizan un EKF para fusionar caracterís-
ticas verticales en imágenes monoculares con paredes detectadas con
un escáner láser 2D.

Otra serie de métodos probabilísticos utilizan el Modelo de Simetrías
y Perturbaciones (SPmodel) de Tardós [103] para representar la incerti-
dumbre. Algunos ejemplos del uso del SPmodel en conjunto con la
detección de bordes verticales son la fusión de información sensorial
de láser 2D y visión utilizando un EKF [81] o un Filtro de Información
Extendido (EIF) [25], o la fusión de datos e intensidad procedentes de
un láser 3D [83].

El problema de la localización de un robot móvil es una materia muy
extensa, y hasta la fecha se han desarrollado diferentes técnicas que han
funcionado con éxito. Por ejemplo, Bonin-Font et al. [14], o Desouza
y Kak [34] constituyen amplias revisiones de trabajos relacionados
con la visión empleada para la localización y la navegación, mientras
que Filliat et at. [40] o Gutmann et al. [50] revisan el problema de
localización utilizando distintos tipos de sensores. Sin embargo, y a
pesar de que se ha dedicado un importante esfuerzo de investigación
para resolver este problema tan esencial para la robótica móvil, los
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robots inteligentes todavía presentan una carencia tremendamente
importante: la capacidad de comprensión espacial, o en otras palabras, la
habilidad para entender y comprender el mundo que nos rodea, así
como la inmensa y diversa cantidad de objetos existentes. Se podría
decir que esta falta de comprensión espacial es el talón de Aquiles de
la robótica móvil actual, y su origen radica en que intentar reproducir
el enorme conocimiento que los seres humanos poseemos acerca de
nuestro entorno es una tarea tremendamente compleja [104].
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R E S U M E N

Esta parte comienza con un capítulo de introducción al trabajo realizado,
donde se describe la motivación de esta tesis, los objetivos que se han
marcado para su desarrollo, así como la organización e interrelación de
las diferentes partes, capítulos y apéndices.

El motivo principal que da lugar a este trabajo de investigación es
avanzar en la integración de los robots en el habitat principal del ser hu-
mano: los edificios, o entornos interiores. Para lograr este avance, uno
de los objetivos que se plantean es desarrollar un sistema de extracción
de información simbólica del entorno, cuya principal contribución es en
el problema del conocimiento espacial, una de las principales debilida-
des de la robótica autónoma hoy en día. Otro de los objetivos es integrar
a nuestro robot en un Sistema de Información Geográfica, de modo
que pueda aprovechar sus potentes características de procesamiento
espacial. En este sentido, se contribuye además en la compatibilidad de
los robots autónomos con el ser humano, gracias a la facilidad de uso
y capacidad de visualización espacial de los SIG. Estos dos objetivos
son la base del objetivo global de la tesis: desarrollar un sistema de
localización para interiores basado en la extracción de información sim-
bólica y en sistemas de información geográfica. Mantener a un robot
localizado en un edificio resulta además fundamental para los sistemas
en los que los robots constituyen un recurso, tales como los sistemas de
inteligencia ambiental, o los sistemas de gestión de infraestructuras.

En el segundo capítulo de esta parte se presenta una introducción
al problema de la localización y cómo ha evolucionado en el tiempo.
Además, se revisan los trabajos más destacados relacionados con los
objetivos de la tesis. En primer lugar, se estudia el uso de los sistemas
de información geográfica en robótica. A continuación, dado que se ha
optado por emplear puertas como características de alto nivel para el
sistema de localización que proponemos, se comentan los principales
detectores de puertas existentes en la actualidad. Para finalizar, teniendo
en cuenta que la clave de nuestro detector de puertas son las líneas
verticales, se incluye una revisión del uso de las líneas verticales en el
problema de localización.
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A L M A C E N A M I E N T O Y A N Á L I S I S D E
I N F O R M A C I Ó N E S PA C I A L

Las primeras pruebas del interés del ser humano en representar si-
multáneamente información gráfica y geográfica datan del paleolítico
superior, hace aproximadamente unos 35000 años, en las cuevas de Las-
caux (Francia). Las paredes de estas cuevas contienen pinturas rupestres
de animales de la época, junto con líneas que se piensa que podrían
representar rutas migratorias de las presas que cazaban [95]. Estas
pinturas se podrían considerar como el primer intento humano de Sis-
tema de Información Geográfica (SIG), puesto que contienen imágenes
geográficas enlazadas con atributos semánticos, y probablemente sur-
gieron tan pronto como el ser humano comenzó a tener una conciencia
espacial de su entorno. Hoy en día se llevan a cabo estudios similares
—utilizando SIG modernos— de rutas de migración de animales como
el caribú o el oso polar mediante collares GPS, obteniendo inmediata-
mente información georeferenciada que permite diseñar programas de
protección de estos animales y su hábitat.

Siglos más adelante, tras la llegada del Renacimiento a Europa, la cul-
tura comienza a expandirse fuera del entorno eclesiástico y se producen
avances en campos como la planificación urbana, la agrimensura, o las
tácticas militares, que introducen nuevas necesidades de representación
geográfica junto con una mayor información semántica. En la segunda
mitad del siglo XIX aparecen las primeras aplicaciones del análisis de
información espacial.

Un ejemplo fundamental se dio en 1854, cuando el médico inglés
John Snow hizo algo revolucionario: convirtió datos geográficos en
información geográfica y consiguió detener una terrible epidemia de
cólera en el centro de Londres, donde se registraron más de 500 muertes
en tan sólo 10 días [43]. En esa época, no se conocía cómo se transmitían
las enfermedades, dado que estaba arraigada la teoría de los miasmas.
El doctor Snow —escéptico de esta teoría— comenzó a registrar las Según la teoría

miasmática de la
enfermedad, el cólera
o la peste se
transmitían a través
de miasmas: efluvios
malignos que
desprendían cuerpos
enfermos, materias
corruptas o aguas
estancadas.

muertes por cólera en un mapa de Londres, de manera muy similar
a como se haría en un SIG actual, puesto que se convirtió en un mapa
de información geográfica muy preciso. Pronto resultó evidente que
el origen del brote epidémico estaba situado en una bomba de agua
situada en Broad Street (fig. 2.1.1). A raíz de este descubrimiento, se
clausuró la bomba de agua, y se logró contener la epidemia. Sin la
innovadora idea de Snow, cientos de londinenses más habrían fallecido.

Otro importante ejemplo coetáneo se da en 1869, cuando el ingeniero
civil francés Charles Joseph Minard trazó su famoso mapa Carte figurati-
ve des pertes successives en hommes de l’Armée Française dans la campagne
de Russie 1812-1813 (fig. 2.1.2) ante la necesidad de representar infor-
mación semántica compleja. En él, Minard documenta el intento de
Napoleón de conquistar Rusia, haciendo énfasis en los devastadores
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Figura 2.1.1: Fragmento del mapa original dibujado por el Dr. John Snow, donde
se muestran mediante puntos las muertes por cólera durante la
epidemia de Londres de 1854. Las cruces representan las bombas
de agua.

efectos del clima invernal que afectó al ejército francés durante el trans-
curso de la campaña. En el mapa original, el número de hombres está
representado por el ancho de las zonas coloreadas a razón de un milí-
metro por cada diez mil hombres; además están escritos en números
en cada zona. El marrón designa los hombres que entran en Rusia, el
negro, aquellos que la dejan. Incluye también una escala de distancia
(en leguas francesas) y la porción inferior del gráfico muestra la tempe-
ratura ambiental durante el regreso del ejército desde Rusia (en grados
en la escala de Réaumur). De este modo, Minard consigue integrar 5
elementos semánticos diferentes en una sola imagen en dos dimensio-
nes: tamaño del ejército, dirección, ubicación geográfica, temperatura y
fecha. Los SIG actuales necesitarían varias capas para lograr algo similar.

Figura 2.1.2: Mapa de Charles J. Minard (1869) que muestra el movimiento, las
pérdidas humanas y la temperatura ambiental durante la campaña
de Napoleón contra Rusia en 1812-1813.
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Más recientemente, en la década de 1960, tuvo lugar el desarrollo de
los Sistemas de Información Geográfica modernos. En 1958, el ministe-
rio de ingeniería forestal y desarrollo rural de Canadá inició el proyecto
Canada Land Inventory (CLI) para analizar sus tierras, determinando a
lo largo del país si el suelo era apto para agricultura, bosques, u otros
usos, con el fin de aprovechar mejor su utilización. Este proyecto generó
una ingente cantidad de datos, y simultáneamente se emprendía otro
proyecto, denominado Canada Geographic Information System (CGIS), pa- Roger Tomlinson

inició, planeó y
dirigió el proyecto

CGIS, y por ello está
considerado el

"padre" de los SIG
actuales.

ra analizar y visualizar la información del proyecto CLI, desarrollándose
así el primer SIG informatizado del mundo [65]. El proyecto CGIS fue
totalmente revolucionario, y ha dado lugar a una industria que hoy en
día mueve enormes cantidades de dinero en todo el mundo.

2.1.1 sistemas de información geográfica

Una de las definiciones más aceptadas de Sistema de Información
Geográfica (SIG) es un conjunto integrado de hardware, software y
datos geográficos diseñado para capturar, almacenar, actualizar, mani-
pular, analizar y mostrar cualquier tipo de información geográficamente
referenciada [2]. En términos más simples, un SIG combina elementos de
cartografía, análisis estadístico y bases de datos. Permite a los usuarios
crear búsquedas interactivas, analizar la información espacial, editar
datos, mapas, y presentar los resultados de todas estas operaciones a
través de una interfaz amigable.

Algunos de sus principales usos son: investigación científica, gestión
de recursos,evaluación del impacto ambiental, catastro, planificación
urbana, arqueología, cartografía, criminología, historia, ventas, mar-
keting, logística o planificación militar. Una de las características más
importantes de un SIG es su capacidad de análisis geoespacial. Entre
otras muchas tareas, se podrían resolver las siguientes:

• Averiguar cuántos despachos hay a una determinada distancia de
un laboratorio o de una clase, o dónde está la salida de incendios
más cercana.

• Calcular el camino más corto entre dos lugares.

2.1.2 representación de información espacial

Una de las técnicas más simples que puede emplear un robot para
navegar por un entorno es el paradigma reactivo, que se basa en com-
portamientos del tipo estímulo-respuesta, como los que se pueden
observar en determinados animales. Gracias a la sencillez de implemen-
tación, se logra una capacidad de actuación muy rápida, y la navegación
se realiza directamente a partir de las percepciones del robot por medio
de comportamientos como la evitación de colisiones o el seguimiento de
paredes, entre otros. Una carencia básica de los modelos de navegación
reactivos es que no necesitan tener definido un modelo del entorno, por
lo que no es posible efectuar otras importantes tareas como la planifica-
ción de rutas o la localización, necesarias para lograr una capacidad de
navegación más avanzada.

Para poder navegar por su entorno y poder estimar su posición o pla-
nificar trayectorias, los robots necesitan disponer de una representación
espacial del mundo que les rodea. Esta representación —o mapa del
entorno— es muy variable, y por el momento no existe ningún estándar
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que sea utilizado mayoritariamente en la comunidad robótica. Entre
otros factores, esto se debe a que los entornos en los que se puede mo-
ver un robot son muy diferentes: domésticos, oficinas, urbanos, campo,
desierto, minas bajo tierra, o incluso planetas desconocidos. En función
del entorno, los tipos de objetos encontrados pueden ser muy distintos,
de modo que en la mayoría de los casos la descripción del mapa se
trata de adaptar al entorno concreto, en un intento de optimizar su
funcionamiento y los recursos del sistema. Además, dependiendo de
los sensores hardware disponibles, se debe decidir qué tipo de objetos
se van a detectar, y esto también determina el tipo de mapa a construir.

Los mapas pueden ser métricos, topológicos, híbridos, en dos o tres
dimensiones, pueden obtenerse a priori a partir de fuentes externas, se
pueden crear durante la navegación mediante procedimientos de SLAM,
o incluso se podrían definir más clasificaciones. Sin embargo, ante las
múltiples opciones disponibles, existen algunas propiedades generales
que todo mapa debería poseer:

escalabilidad: es una de las propiedades más deseables en cual-
quier representación espacial de un entorno. Consiste en la ha-
bilidad de poder crecer en tamaño sin perder la calidad en los
servicios ofrecidos, o dicho de otro modo, sin mostrar efectos
negativos como un excesivo consumo de memoria o gasto compu-
tacional. En cuanto a términos de memoria, la escalabilidad está
relacionada con la compacidad de la representación, y se vuelve
aún más importante en el caso de equipos de robots trabajando
conjuntamente y que necesitan enviar diferentes partes de un
mapa a través de una red de comunicaciones. Desde el punto
de vista de gasto computacional, la escalabilidad en entornos
grandes es un elemento crucial cuando se ejecutan determinadas
tareas de navegación que se deben ejecutar en tiempo real, como
por ejemplo, el seguimiento de trayectorias.

compatibilidad con el ser humano: una representación del en-
torno similar a los mapas comprensibles por el ser humano es
muy importante, sobre todo en sistemas donde se necesita la in-
teracción hombre-robot, como es el caso de robots guía en museos
o ferias, o robot asistentes para tareas domésticas o para los mayo-
res. Un modelo espacial organizado jerárquicamente y que acepte
información semántica es mucho más fácil de interpretar por las
personas, porque es nuestro modo habitual de comprender la
información.

interoperabilidad: se puede definir como la capacidad de una
representación espacial de ser utilizada e interpretada por di-
ferentes robots con diferentes sistemas sensoriales y diferentes
métodos de navegación. Esto está relacionado en cierta manera
con la propiedad anterior y se plantea en contraste a los mapas
creados específicamente para un robot particular, sus sensores y
sus tareas de navegación concretas.

Los Sistemas de Información Geográfica actuales se ajustan bastante
bien a las propiedades recién descritas:

• Son escalables, dado que almacenan los datos en sistemas de bases
de datos espaciales (ver fig. 2.1.7c), que están implementadas
indexando los datos espaciales para intentar conseguir la máxima
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eficiencia en cuanto a las consultas. Además, los mapas se pueden
almacenar en formato vectorial, con lo que la escalabilidad con
respecto a la memoria está garantizada.

• Son compatibles con el ser humano, puesto que disponen de inter-
faces que han evolucionado ya a lo largo de los años, y que a
pesar de que en sus comienzos eran meramente textuales, hoy en
día constituyen una potente herramienta de interacción hombre-
máquina.

• Son interoperables, porque los datos almacenados en las bases de
datos de los SIG siguen la especificación Simple Features Access
(SFA) que es tanto un estándar del Open Geospatial Consortium
(OGC) como un estándar ISO. Éste estándar define un modelo
común de almacenamiento de datos geográficos (puntos, líneas,
polígonos, etc.) en formato texto (WKT) o binario (WKB). Esto
permite tener un acceso a los datos interoperable y que diferentes
robots obtengan información a través de un mismo lenguaje de
consulta a la base de datos, conociendo el formato en el que están
almacenados los datos.

2.1.3 datos espaciales

Los datos espaciales también se conocen habitualmente como datos
geográficamente referenciados o datos geoespaciales. Es un tipo de informa-
ción que puede ser visualizada, manipulada y analizada en una base
de datos gracias a un atributo espacial que indica su ubicación en el
mundo. Este atributo espacial normalmente está definido mediante
pares de coordenadas que permiten definir la forma y la posición de
una determinada característica espacial.

Los datos espaciales hacen referencia a un espacio geográfico, lo que
significa que los datos están ubicados en un sistema geográfico de un
determinado lugar de la superficie de la Tierra. Gracias a esto, datos
obtenidos por distintos medios se pueden interrelacionar e integrar en
el espacio. A la hora de almacenar datos espaciales para su posterior
análisis y tratamiento, existen dos formatos fundamentales: vectorial y
rasterizado.

2.1.3.1 Datos rasterizados

Una de las maneras de obtener datos espaciales rasterizados es digitali-
zando un plano en papel a través de un proceso de escaneado (ver fig.
2.1.3). La imagen obtenida se denomina rasterizada compuesta por una El término ’raster’

tiene su origen en el
vocablo latín
’rastrum’ (rastrillo).
Se comenzó a usar
para designar el
trazado línea por
línea de las imágenes
formadas en
monitores CRT. Por
asociación se adoptó
este término para
referirse a las rejillas
rectangulares de
píxeles.

rejilla rectangular de píxeles en 2D que representan la información de
una parte del mundo.

En el formato rasterizado, la unidad de almacenamiento espacial
toma la forma de un pixel, que es la mínima unidad de información
en una imagen. Esta unidad espacial sirve simultáneamente como un
almacén de datos, conteniendo información del espacio que representa,
y también como un elemento de referencia geográfica, dado que un
píxel dentro de una imagen rasterizada implícitamente denota una
ubicación en el mundo real. El tamaño de un píxel en el caso de los datos
rasterizados define la resolución, es decir, la cantidad de información
del mundo real que representa. Una mayor resolución conlleva una
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Figura 2.1.3: Imagen rasterizada del plano de la planta baja de la Facultad de
Farmacia de la Universidad de Salamanca.

mejor representación del mundo real, pero también implica que la
información ocupa mucho más espacio de almacenamiento.

2.1.3.2 Datos vectoriales

En una base de datos espacial, la unidad de almacenamiento espacial
para los datos en formato vectorial es un objeto geométrico, como
se explicará en el apartado 2.1.4, y que identifica una característica
del mundo real mediante un punto, una línea, un polígono o una
combinación de estos elementos.

Los datos vectoriales se pueden obtener a partir de datos rasterizados,
pero esta conversión es un proceso costoso puesto que se deben extraer
los objetos geométricos a partir de una imagen rasterizada. Otra manera
de crear un plano es diseñarlo directamente en un ordenador en formato
vectorial con aplicaciones CAD, en lugar de convertirlos a partir de una
imagen rasterizada. De este modo se elimina la etapa de detectar objetos
geométricos en el plano, ya que se encuentran definidos nativamente
como puntos, líneas o polígonos, en lugar de como píxeles.

Cuanta más abstracción geométrica se incluye en un modelo, más
fácil es de interpretar y tomar decisiones usándolo. Por ejemplo, un
plano en formato vectorial puede estar formado por un conjunto de
líneas sin significado, o por el contrario puede estar formado por
polígonos cerrados, que contienen una mayor información semántica,
como se muestra en la fig. 2.1.4. En la parte de la izquierda se observa

Figura 2.1.4: Dos modelos vectoriales de un mismo entorno, utilizando distinto
nivel de abstracción.

una representación de datos vectoriales con elementos codificados por
color en diferentes capas: tabiques en rojo, puertas en verde, ventanas en
azul, y habitaciones en negro. A pesar del código de colores, puede ser
difícil distinguir de qué objeto forman parte las líneas o el espacio entre
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líneas, puesto que las líneas no están cerradas formando polígonos. En
la parte de la derecha se representa exactamente el mismo entorno, pero
cada espacio está modelado mediante un polígono cerrado: las puertas
en rojo, las ventanas en verde, y las habitaciones en azul. Al utilizarse
polígonos cerrados, una habitación ya no está definida simplemente por
sus paredes, sino que cualquier punto dentro del polígono también se
considera parte de la habitación. Este tipo de información es sumamente
útil para poder conocer, por ejemplo, en qué habitación se encuentra
un robot móvil, conociendo simplemente sus coordenadas.

2.1.4 modelo de objetos geométricos

Al hablar de geometría normalmente se hace referencia a una rama de
las matemáticas que estudia las propiedades y relaciones de puntos,
líneas, ángulos, superficies, sólidos y el espacio en general. Sin embargo,
en el contexto del procesamiento de datos espaciales, el concepto de
geometría tiene un nuevo significado que surgió a raíz de que el Open
Geospatial Consortium (OGC) publicara la especificación OpenGIS Simple
Feature Specification for SQL [1]. En este documento, el OGC propone
una jerarquía de tipos de datos espaciales denominada Geometry Object
Model (ver figura 2.1.5), que permite utilizar características espaciales
en una base de datos. El término Geometry (geometría u objeto geomé-
trico) se utiliza para representar una característica espacial como un
objeto, utilizando para ello un atributo de tipo "Geometry" en la base
de datos. Además, cada geometría está asociada con un sistema de
referencia espacial que describe el espacio de coordenadas en que el
objeto geométrico está definido.

Geometry

Point Curve Surface GeometryCollection

LineString Polygon PolyhedralSurface MultiSurface MultiCurve MultiPoint

Line LinearRing Triangle TIN MultiPolygon MultiLineString

Figura 2.1.5: Jerarquía de clases del Geometry Object Model.

La clase Geometry es la clase raíz de la jerarquía de tipos de datos
espaciales, es abstracta y no se puede instanciar. Tiene cuatro subclases:
Point, Curve, Surface y GeometryCollection, que sí se pueden instanciar
y contienen un conjunto de métodos que permiten obtener sus propie-
dades geométricas y definir sus relaciones espaciales. El resto de tipos
geométricos en el modelo permiten construir objetos geométricos más
complejos a partir de geometrías más simples. Por ejemplo, las clases
MultiPoint y MultiLineString modelan geometrías correspondientes a
colecciones de puntos y de líneas, respectivamente.

Puesto que las geometrías básicas están georeferenciadas con respecto
a un sistema de referencia particular, la posición y orientación de un
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objeto geométrico siempre son conocidas y fijas con respecto a un lugar
del espacio concreto. Esto permite establecer relaciones espaciales entre
unas geometrías y otras.

Además de su ubicación, una geometría tiene otros atributos que
describen sus características, como nombre, dimensión, etc. Los objetos
geométricos que comparten los mismos atributos forman una capa
(layer) y se almacenan en la misma tabla de la base de datos. En la
figura 2.1.6 se muestra la relación entre la clase geometría y otros
elementos espaciales. Por ejemplo, una capa puede contener todas las
puertas de un edificio, mientras que una geometría de esa capa sería
una sola puerta. A su vez, cada puerta está definida como una colección
de primitivas básicas como son puntos, líneas o polígonos. Finalmente
cada primitiva básica consiste en un conjunto de coordenadas métricas
o de latitud y longitud.

Coordenadas

Primitivas 
básicas

Colecciones

Capa

Geometría

(x,y) o (latitud, longitud)

Puntos individuales, líneas o polígonos

Uno o más puntos, líneas o polígonos
de una misma geometría

Una sóla puerta, ventana o habitación 
de una misma capa 

Puertas, ventanas, habitaciones

Figura 2.1.6: El concepto de "geometría" y su relacion con otros conceptos
espaciales.

La definición de geometría del OGC es ampliamente utilizada en la
industria de las bases de datos espaciales, aunque la implementación
concreta del estándar varía entre los diferentes fabricantes. Gracias
a este estándar, definiendo columna de una base de datos relacional
convencional como un tipo de datos abstracto, se pueden manejar
diferentes objetos geométricos de manera bastante similar a como se
manejan los datos alfanuméricos tradicionales. Las bases de datos
cuya funcionalidad se extiende para manejar geometrías se denominan
bases de datos espaciales, y necesitan una funcionalidad especial para
manejar estos tipos de datos más complejos.

2.1.5 bases de datos espaciales

Según Güting [49], las bases de datos espaciales deben cumplir las
siguientes tres características:

1. Un sistema de bases de datos espacial es un sistema de bases de
datos.

2. Ofrece Tipos de Datos Espaciales (SDT, Spatial Data Types) tanto
en el modelo de datos como en el lenguaje de consulta.

3. Soporta SDT en su implementación, proporcionando indización
espacial y algoritmos efecientes para los join espaciales.

La primera característica parece trivial pero enfatiza que la información
geométrica y espacial debe estar conectada con datos tradicionales o
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alfanuméricos. Es decir, una base de datos espacial que no tiene las
características de una base de datos convencional, carece de todo interés.
Así un sistema de bases de datos espacial debe ser una extensión de un
sistema de bases de datos convencional. La segunda característica, SDT,
se refiere a los puntos, líneas y polígonos descritos en la sección 2.1.4, y
que representan objetos geométricos en el espacio así como sus interre-
laciones (p.ej. saber si un objeto es adyacente a otro), propiedades (p.ej.
el área de un objeto) y operaciones (p.ej. obtener la intersección de dos
objetos). Un sistema sin SDT no podrá modelar la información espacial
adecuadamente. La última característica indica que un sistema de bases
de datos espacial debe ser capaz de acceder a una parte concreta de
los datos sin necesidad de acceder uno por uno a todos los datos del
conjunto, incluso cuando la base de datos sea muy grande. Al igual
que las bases de datos convencionales utilizan índices y la operación
de unión (join), las bases de datos espaciales utilizan sus equivalentes
(aunque mucho más complejos): índices espaciales y operaciónes de
unión (join) espaciales.

2.1.5.1 Evolución y relación con los SIG

En general, es un hecho aceptado que hoy en día los sistemas de bases
de datos espaciales se consideran como la tecnología subyacente de los
Sistemas de Información Geográfica (SIG). Por tanto, las bases de datos
espaciales no se entienden como un sistema alternativo a los SIG, sino
como un sistema que proporciona un subconjunto de la funcionalidad
total que ofrece un SIG. A medida que las bases de datos espaciales
se fueron desarrollando, la relación entre éstas y y los sistemas de
información geográfica se fue adaptando hasta llegar a la interrelación
y división de tareas actual.

En la fig. 2.1.7 se ilustra la evolución de las técnicas de procesamiento
de datos espaciales desde que se comenzaron a desarrollar los primeros
SIG comerciales en torno a 1970 [114]. Hasta mediados de la década de
1990 (fig. 2.1.7a), el procesamiento de datos espaciales estaba caracteri-
zado porque los SIG utilizaban una API propietaria y almacenaban los
datos en ficheros con formato propietario. Pronto surge la necesidad
de manejar volúmenes cada vez mayores de datos espaciales, y esto,
junto con avances en la tecnología de bases de datos, conduce a que
se comiencen a usar sistemas de gestión de bases de datos para apli-
caciones SIG (fig. 2.1.7b). Sin embargo, las bases de datos relacionales
se utilizaban como un simple almacén de atributos, y se comunicaban
con los SIG por medio de SQL convencional, de modo que todo el pro-
cesamiento de datos se realizaba todavía en el SIG. La llegada de los
Sistemas de Gestión de Bases de Datos Objeto-Relacionales (SGBDOR)
a finales de los 90 hizo posible utilizar la funcionalidad genérica de
los SGBDR para procesar datos espaciales para aplicaciones de usuario
(fig. 2.1.7c). Además, al usar extensiones de SQL para manejar datos
espaciales, un SGBDR puede ser usado no sólo para almacenar atributos
sino para almacenar también datos espaciales.

En los sistemas de procesamiento de datos espaciales actuales, la
división de tareas entre las bases de datos espaciales y los sistemas
de información geográfica es bastante clara (ver tabla 2.1.1). Los sis-
temas de bases de datos espaciales están implementados de manera
que pueden almacenar y manejar grandes volúmenes de información
georeferenciada. Estos sistemas indexan los datos espaciales para que
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(a) Procesamiento de datos espaciales hasta mediados de los 90.
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(b) Procesamiento de datos espaciales a finales de los 90.
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(c) Entornos actuales de procesamiento de datos espaciales.

Figura 2.1.7: Evolución del procesamiento de datos espacial.

Sistemas de Información Geográficos Bases de Datos Espaciales

• Obtención y edición de datos • Gestión y almacenamiento de datos

• Análisis de datos • Indexado espacial

• Generación de mapas • Integridad y seguridad de datos

• Visualización de información • Consultas de datos espaciales

Tabla 2.1.1: División de tareas entre SIG y bases de datos espaciales.

las consultas sean muy eficientes, y proporcionan los mecanismos y
procedimientos necesarios para proteger los datos de destrucción fí-
sica y pérdida o degradación de integridad lógica. Sin embargo, las
bases de datos espaciales generalmente tienen una capacidad limitada
para obtener y editar datos, para hacer análisis de datos espaciales, o
para generar mapas y otro tipo de información gráfica. Por ello, estas
funciones se llevan a cabo por los SIG.

2.1.6 procesamiento de datos espaciales

Las consultas de datos espaciales son más complejas que las consultas
convencionales porque manejan datos bidimensionales o tridimensio-
nales, y se necesita utilizar índices espaciales y uniones (join) espacia-
les. Una consulta de datos espacial se formula utilizando uno o más
operadores que expresan relaciones espaciales. Para poder construir
consultas apropiadamente es importante conocer los diferentes opera-
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dores. Existen diferentes clasificaciones de los operadores espaciales, y
a continuación se muestra la clasificación ofrecida por el OGC [1].

2.1.6.1 Operadores básicos

Permiten al usuario acceder a las propiedades generales de una geome-
tría, tales como su ubicación o su forma:

• SRID: devuelve el identificador del sistema de referencia espacial
para una geometría.

• Envelope: devuelve el mínimo rectángulo envolvente de una geo-
metría.

• AsText: exporta una geometría al formato Well-Known Text (WKT).

• IsEmpty: comprueba si una geometría está formada por el con-
junto vacío.

• IsSimple: comprueba si una geometría no tiene puntos geométri-
cos anómalos, tales como autotangencias o autointersecciones.

2.1.6.2 Operadores topológicos

Son un conjunto de métodos que ejecutan diferentes pruebas espaciales
entre dos objetos geométricos:

• Equals: comprueba si dos geometrías son exactamente la misma.

• Disjoint: comprueba si dos geometrías no se tocan.

• Intersects: comprueba si dos geometrías tienen 1 o más puntos en
común. Es lo mismo que "Not Disjoint".

• Touches: comprueba si dos geometrías tienen por lo menos un
punto en común, pero no en el interior de las geometrías.

• Crosses: comprueba si la intersección de dos geometrías no es el
conjunto vacío y da como resultado una geometría de dimensión
menor.

• Within: Comprueba si una geometría está dentro de otra diferente.

• Contains: Comprueba si una geometría tiene dentro otra distinta.

• Overlaps: Comprueba si la intersección de dos geometrías da como
resultado una geometría distinta pero de la misma dimensión.

En la figura 2.1.8 se muestran algunas posibles interpretaciones de estos
operadores.

2.1.6.3 Operadores de análisis espacial

Permiten al usuario construir consultas espaciales más avanzadas que
las ofrecidas por los operadores topológicos:

• Distance: devuelve la distancia más corta entre cualquier par de
puntos de dos geometrías.
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Figura 2.1.8: Algunos ejemplos concretos de diferentes relaciones topológicas
entre dos geometrías distintas.

• Buffer: devuelve una geometría que representa todos los puntos a
una distancia menor o igual que la distancia especificada.

• ConvexHull: devuelve la envolvente convexa de una geometría.

• Intersection: devuelve una geometría que representa la intersección
del conjunto de puntos de dos geometrías.

• Union: devuelve una geometría que representa la unión del con-
junto de puntos de dos geometrías.

• Difference: devuelve una geometría que representa la parte de una
geometría que no forma intersección con otra.

• SymDifference: devuelve una geometría que representa las porcio-
nes de dos geometrías que no forman intersección entre ellas.
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Esta parte comienza con el estudio de la necesidad de almacenar y
representar la información espacial, y de cómo las técnicas utilizadas
para afrontar esta necesidad han ido evolucionando en el tiempo hasta
dar lugar a los Sistemas de Información Geográfica actuales. Los SIG

están diseñados con el objetivo de almacenar, manipular, y visualizar
cualquier tipo de información geográficamente referenciada, y sus usos
son tan variados que abarcan desde la criminología o la planificación
militar hasta la arqueología, pasando por la cartografía, la logística o la
investigación científica, entre otras muchas posibilidades.

Para un robot autónomo es muy importante disponer de una re-
presentación espacial de su entorno, pero hasta el momento no existe
ningún estándar de modelado espacial que sea utilizado mayoritaria-
mente para esta tarea. A pesar de esto, se puede suponer que cualquier
representación del espacio debería cumplir con tres requisitos generales:
escalabilidad, compatibilidad con el ser humano, e interoperabilidad.
Precisamente estas tres propiedades son características de los SIG, moti-
vo por el que resultan muy interesantes para su uso en robótica móvil.

Una característica destacada de los SIG es que en la última década
su evolución les ha llevado a integrarse perfectamente con las bases de
datos espaciales. Estas bases de datos son similares a las convencionales,
con la diferencia de que incorporan una extensión que les permite
almacenar y manejar tipos de datos espaciales, así como optimizar las
consultas por medio de índices espaciales, evitando tener que acceder
a todo el conjunto de datos.

Para definir los tipos de datos espaciales, las bases de datos espa-
ciales utilizan un estándar del Open Geospatial Consortium en el que se
especifica un Modelo de Objetos Geométricos. Gracias a este modelo se
puede representar cualquier característica del entorno por medio de
una jerarquía de objetos. Además las características se pueden separar
por capas, facilitando así el manejo de la información simbólica. El
acceso a los datos se logra por medio de la construcción de consultas
espaciales, gracias a un conjunto de operadores topológicos y de análi-
sis espacial (como unión, diferencia, etc.) definidos en el estándar del
OGC anteriormente citado.
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E L F I LT R O D E K A L M A N ( K F )

El filtro de Kalman se puede definir de forma muy concisa como un
algoritmo de procesamiento de datos recursivo que estima el estado
de un sistema dinámico lineal perturbado por ruido basándose en
observaciones periódicas del estado perturbadas por ruido [69, 98]. Es
habitual encontrar la denominación sistemas estocásticos lineales cuando
se hace referencia a los sistemas dinámicos lineales perturbados por
ruido [11, 46]. Un aspecto a destacar del filtro de Kalman es que se
trata de un filtro de naturaleza probabilística, dado que es capaz de
manejar incertidumbre en la estimaciones, y se puede considerar como
una instancia específica del filtro de Bayes recursivo cuando las variables
son lineales y responden a una distribución normal [106]. El hecho de
que sea recursivo implica que no requiere almacenar permanentemente
todas las observaciones y estimaciones previas para ser procesadas de
nuevo cada vez que se realiza una nueva observación, siendo esto de
vital importancia a la hora de implementar el filtro en la práctica.

El estado de un sistema consiste en un conjunto mínimo de variables
que describen las propiedades del sistema que se desean observar. Por
ejemplo, en el caso de un robot es habitual definir el estado como su
posición y orientación con respecto a un sistema de referencia global.
En muchas ocasiones el valor real del estado no se puede conocer
directamente, lo que hace que el problema de estimación sea bastante
complejo. Sin embargo, utilizando sensores se pueden obtener datos
que estén relacionados funcionalmente con el estado del sistema.

Para efectuar la estimación del estado el filtro de Kalman procesa
periódicamente todas las observaciones disponibles sea cual sea la
precisión con la que se hayan efectuado, utilizando además:

• Un modelo estadístico explícito de cómo el estado evoluciona en
el tiempo (modelo del sistema) y un modelo estadístico explícito de
cómo las observaciones están relacionadas con el estado (modelo
de observación).

• Una descripción estadística de las perturbaciones por ruido que
afectan al sistema, los errores en las observaciones y la incerti-
dumbre en los modelos.

• Cualquier información disponible acerca de las condiciones ini-
ciales de las variables de estado.

El filtro de Kalman tiene una serie de características que lo hacen
especialmente apropiado para resolver problemas de fusión de datos
y estimación multisensorial. La descripción explícita del modelo del
sistema y del modelo de observación permiten incorporar en el algo-
ritmo básico una amplia variedad de modelos sensoriales diferentes.
Además, el uso consistente de medidas estadísticas de incertidumbre
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hace posible la evaluación cuantitativa del papel que desempeña cada
sensor en el rendimiento del sistema, y la naturaleza lineal recursiva del
algoritmo garantiza que su aplicación sea simple y eficiente. Por estos
motivos el filtro de Kalman ha encontrado una aplicación generalizada
en problemas de fusión sensorial en ámbitos muy diversos.

3.1.1 suposiciones

El filtro de Kalman supone que se el sistema a modelar es estocástico
y lineal, que el ruido afecta al sistema cumple ciertas características,
así como que se dispone de un modelo del sistema y un modelo de
observación.

3.1.1.1 Sistema estocástico lineal

Ningún modelo matemático de un sistema real es perfecto, sino que sim-
plemente trata de describir los rasgos dominantes del sistema. Además,
los sistemas dinámicos no están afectados solamente por las entradas de
control, sino también por perturbaciones que no se pueden controlar ni
modelar determinísticamente. Por otra parte, los datos proporcionados
por los sensores de un sistema no son perfectos, sino que introducen
pequeñas distorsiones. En definitiva, suponer que los modelos matemá-
ticos que describen el sistema son deterministas es un enfoque ingenuo e
inadecuado [69]. Debido a esto, el filtro de Kalman se basa en modelos
lineales que tienen en cuenta las perturbaciones por ruido que afectan
a los sistemas del mundo real. Sin embargo muchos sistemas contienen
no linealidades, por lo que necesitan linealizarse mediante el Filtro
Extendido de Kalman, como se explicará en el apartado 3.2.

3.1.1.2 Modelo del Sistema

El modelo del sistema describe cómo el estado real del sistema evolu-
ciona en el tiempo, y el filtro de Kalman lo utiliza para poder hacer
estimaciones acerca del estado. Utilizando la representación del espa-
cio de estados para un sistema discreto, la evolución del estado x se
describe como:

xk+1 = Fkxk + Bkuk + vk
vk ∼ N(0, Qk)

(3.1.1)

donde xk es la variable de estado n-dimensional en el instante de
tiempo k, Fk es la matriz de transición de estados, uk la entrada de
control al sistema y vk una perturbación por ruido.

La notación vk ∼ N(0, Qk) se emplea para indicar que el ruido que
afecta al sistema se supone que es ruido blanco gaussiano. Esto significa
que la incertidumbre se puede modelar mediante una distribución
normal multivariante con media E[v(k)] = 0 y covarianza Qk, cum-
pliéndose que E[vk(i)vTk(j)] = δijQk(i).

3.1.1.3 Modelo de observación

El modelo de observación determina la relación que existe entre las
observaciones y el estado del sistema, y es utilizado por el filtro de
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Kalman para poder corregir la predicción del estado cada vez que está
disponible una nueva observación.

El papel fundamental del modelo de observación es permitir predecir
el valor de una observación suponiendo que el sistema está en un
determinado estado. Gracias a esto se puede comparar la predicción de
la observación con la observación realizada, y se calcula el error en la
observación, que es fundamental para corregir la estimación del estado
mediante las observaciones realizadas.

El filtro de Kalman supone que las observaciones se pueden modelar
mediante una ecuación que relacione linealmente el estado del sistema
con las observaciones, de modo que para un sistema discreto, el modelo
de observación se puede representar como:

zk = Hkxk + wk
wk ∼ N(0, Rk)

(3.1.2)

donde zk es un vector de observacionesm-dimensional, Hk es la matriz
de observación, xk es el vector de estado, y wk es una perturbación
por ruido blanco gaussiano, con media E[w(k)] = 0 y covarianza Rk,
cumpliéndose que E[wk(i)wTk(j)] = δijRk(i).

3.1.1.4 Características del ruido

El filtro de Kalman supone que tanto el ruido en el modelo del sistema,
v(k), como el ruido en el modelo de observación, w(k), son variables
aleatorias multivariantes e independientes entre sí que modelan ruido
blanco gaussiano:

• La suposición de que las fuentes de ruido son independientes sig-
nifica que el ruido que afecta a una determinada variable en un
instante de tiempo no afecta a las demás. Por ejemplo, el ruido
existente en las intensidades de los píxeles de una imagen toma-
das por una cámara de visión no se ve influenciado por el ruido
en las medidas de un escáner láser o por el ruido en el sistema de
odometría.

• El ruido blanco se caracteriza por tener una densidad espectral de
potencia constante, lo que significa que en el caso de muestrear
una variable aleatoria en dos instantes de tiempo diferentes, sus
valores no estarían correlacionados estadísticamente. Esto quiere
decir que conociendo la cantidad de ruido en un instante deter-
minado no es posible predecir la cantidad de ruido en el futuro.
Además, el ruido blanco tiene media cero, lo que implica que los
errores en el modelo del sistema y en el modelo de observación
son aleatorios, y por lo tanto son errores no sistemáticos y no
sesgados. Un ejemplo de error sistemático sería un diámetro de
rueda mal calibrado, que afectaría constantemente de manera po-
sitiva o negativa, de modo que la media del error estaría sesgada
y no sería cero.

• Por otra parte, suponer que la distribución del ruido sea gaussiana
es la opción más sensata a priori y puede justificarse por el teore-
ma central del límite [88], aduciendo que los ruidos modelados
son el resultado de la suma de un gran número de fuentes de
error aleatorias. Otra buena razón es que al calibrar los sensores es
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normalmente sencillo realizar experimentos para averiguar su me-
dia y varianza del error, y precisamente la función de densidad de
probabilidad de una distribución gaussiana está completamente
descrita por su media y su varianza, por lo que no se necesitan cal-
cular estadísticos de orden mayor y se captura toda la información
disponible acerca del ruido.

Al incorporar el ruido blanco gaussiano v(k) a la descripción del mo-
delo de sistema (3.1.1) se logra que el estado xk pase automáticamente
a responder a una distribución normal. Esto se debe a que una de las
propiedades de las distribuciones normales es que si x1 ∼ N(µ1,Σ1)
y x2 ∼ N(µ2,Σ2) son dos variables aleatorias independientes con una
distribución normal multivariante, entonces la suma de ambas seguirá
teniendo una distribución normal multivariante:

x1 + x2 ∼ N(µ1 + µ2, Σ1 + Σ2) (3.1.3)

Así, teniendo en cuenta que vk ∼ N(0, Qk) es la parte de la ecuación
que representa el ruido, se puede considerar que el resto de la expresión
carece de ruido, o lo que es lo mismo, que su covarianza es 0. Por lo
tanto se puede considerar que (Fkxk + Bkuk) ∼ N(Fkxk + Bkuk, 0), y
utilizando la propiedad (3.1.3), resulta que:

xk+1 ∼ N(Fkxk + Bkuk, Qk) (3.1.4)

De manera similar se puede llegar a la conclusión de que el modelo de
observación (3.1.2) responde a la distribución normal:

zk ∼ N(Hkxk, Rk) (3.1.5)

3.1.2 formulación del problema de estimación

Suponiendo que se dispone de una descripción del sistema en la forma
de la ecuación (3.1.1) y de observaciones discretas y relacionadas con
el estado mediante la ecuación (3.1.2), el filtro de Kalman afronta el
problema de efectuar una estimación (x̂) acerca del valor real del estado
(x). El error en la estimación del estado (x̃) se define como la diferencia
entre el valor real y el valor estimado:

x̃ = x − x̂ (3.1.6)

Una característica fundamental del filtro de Kalman es que no solamen-
te mantiene una estimación del vector de estado (x̂), sino que también
mantiene una medida estadística de la incertidumbre asociada a dicha
estimación [29]. Esta medida de incertidumbre se calcula como la ma-
triz de covarianza de x̃, y se representa por P. Por lo tanto, el filtro de
Kalman estima el valor real del estado como x ∼ N(x̂, P), es decir, como
una función de densidad de probabilidad normal multivariante con
media x̂ y covarianza P, donde:

x̂ = E[x] =


x̂1
...

x̂n

 (3.1.7)

P = E
[
x̃ · x̃T

]
= E

[
(x − x̂)(x − x̂)T

]
=


P11 · · · P1n

...
. . .

...

Pn1 · · · Pnn


(3.1.8)
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En el contexto de la localización de un robot móvil, el hecho de que el
filtro de Kalman estime el estado como una distribución de probabili-
dad gaussiana significa que la ubicación del robot no será una única
posición, sino que vendrá expresada como una distribución de posibles
ubicaciones del robot con un cierto grado de probabilidad asociada.

3.1.3 algoritmo

El filtro de Kalman calcula la estimación del estado (x̂) y su matriz
de covarianza (P) basándose en un ciclo de predicción-corrección: en
primer lugar predice una estimación del estado utilizando el modelo
dinámico del sistema (3.1.1) y a continuación, cuando hay observaciones
disponibles, corrige la predicción del estado utilizando el modelo de
observación (3.1.2).

La notación x̂k1|k2 se utiliza para representar la estimación del esta-
do en el instante de tiempo k1 teniendo en cuenta las observaciones
disponibles hasta el instante de tiempo k2 incluido. A continuación se
muestran las ecuaciones para cada una de las fases sin su demostración
matemática correspondiente. Si el lector está interesado en la obtención
de las ecuaciones se recomienda que consulte obras de referencia como
[11, 44, 69].

predicción : En cada instante de tiempo el estado del sistema puede
variar y por ello en cada incremento de tiempo el filtro de Kalman
calcula una nueva estimación del estado a partir de la última estimación
disponible. Dada la estimación del estado del sistema y su matriz
de covarianza (x̂k|k, Pk|k) en el instante de tiempo k, la predicción
(x̂k+1|k, Pk+1|k) en el instante de tiempo k+ 1 se calculan como:

x̂k+1|k = Fk · x̂k|k + Bk · uk (3.1.9)

Pk+1|k = Fk · Pk|k · FTk + Qk (3.1.10)

corrección : A diferencia de la fase de predicción, la fase de correc-
ción solamente se efectúa cuando están disponibles nuevas observacio-
nes, que proporcionan información directa acerca del estado actual del
sistema. Las ecuaciones de corrección actualizan la estimación del esta-
do más reciente mediante la incorporación de la información ganada a
partir de las observaciones.

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k + Kk+1 · z̃k+1 (3.1.11)

Pk+1|k+1 =
[
I − Kk+1 ·Hk+1

]
· Pk+1|k (3.1.12)

donde (3.1.11) es la corrección de la estimación del estado, (3.1.12) es la
corrección de la covarianza del estado, y

z̃k+1 = zk+1 − Hk+1 · x̂k+1|k (3.1.13)

Sk+1 = Hk+1 · Pk+1|k ·HTk+1 + Rk+1 (3.1.14)

Kk+1 = Pk+1|k ·HTk+1S−1
k+1 (3.1.15)

(3.1.13) es la innovación, (3.1.14) es la covarianza de la innovación y (3.1.15)
es la ganancia óptima de Kalman, que está elegida de modo que garantiza
que la estimación del estado minimiza el error cuadrático medio.

Un aspecto a destacar en la ecuación de innovación (3.1.13) es que
el filtro de Kalman efectúa una predicción de la observación definida
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mediante la expresión: Hk+1 · x̂k+1|k = ẑk+1. Esta predicción indica
cuál es el valor que el filtro predice que debería tener la observación
zk+1, basándose en la predicción del estado x̂k+1|k. Reescribiendo
la ecuación de innovación como z̃k+1 = zk+1 − ẑk+1 resulta más
evidente que la innovación es una medida del error que el filtro comete
al predecir la observación.

Cuando la innovación es próxima a cero entonces la predicción de la
observación es muy similar a la observación real, lo que implicaría que
la predicción del estado (desde la que se hizo la predicción de la obser-
vación) sería ya bastante precisa y no necesitaría una gran corrección.
Por el contrario, cuando la innovación es grande, la predicción de la
observación difiere bastante de la observación real, y esto quiere decir
que la predicción del estado necesitaría una fuerte corrección.
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E L F I LT R O E X T E N D I D O D E K A L M A N ( E K F )

Algunas de las aplicaciones de mayor relevancia a la hora de utilizar el
filtro de Kalman han sido en situaciones donde la dinámica del sistema
o el modelo de observación eran no lineales. Quizás dos de los ejemplos
más destacables de un filtro de Kalman no lineal sean el control de la
cápsula espacial del programa Apollo de la NASA [70], cuyo objetivo era
llevar una misión tripulada a la Luna y traerla de regreso a la Tierra sin
percance alguno, o su implementación para el cálculo de las trayectorias
de las sondas Voyager [22], que aún hoy siguen funcionando después
de más de 30 años desde su lanzamiento.

Cuando los sistemas con los que se trabaja son robots móviles, supo-
ner que el modelo de sistema y el modelo de observación son lineales
con perturbaciones por ruido blanco gaussiano son unos requisitos que
difícilmente se pueden cumplir. Basta pensar en un robot con velocidad
constante de avance y de rotación para darse cuenta que la trayectoria
que describe es circular y no se puede describir con un modelo de siste-
ma lineal. Esto hace que el filtro de Kalman lineal resulte inaplicable a
la mayoría de problemas de localización de robots, a excepción de los
más triviales [106].

A la hora de aplicar el filtro de Kalman a problemas no lineales
existen principalmente dos técnicas. La primera consiste en utilizar una
serie de Taylor de primer orden en torno a una trayectoria de referencia
estática, dando como resultado lo que se conoce como Filtro de Kalman Una ’trayectoria de

referencia’ se define
como una solución
específica de un
sistema estocástico.

Linealizado [116]. Es una técnica útil cuando existe una gran cantidad
de información a priori acerca del problema, como por ejemplo en
el seguimiento de satélites, ya que se conoce de antemano la órbita
aproximada del satélite. El principal problema de este enfoque es que
se utiliza la misma trayectoria de referencia mientras dura el proceso de
estimación, y los errores crecerían sin límite en el caso de que haya una
gran diferencia entre el estado del sistema y la trayectoria de referencia.
Para evitar este problema, la solución consiste en linealizar mediante
una serie de Taylor en torno a una trayectoria de referencia dinámica
que se está actualizando constantemente con estimaciones del estado
que son producto de las observaciones. Es decir, cada vez que se calcula
una nueva estimación del estado, se recalcula una nueva trayectoria de
referencia mejor y más precisa y se incorpora al proceso de estimación.
Cuando se utiliza una serie de Taylor de primer orden, el filtro resul-
tante se conoce como Filtro Extendido de Kalman (EKF) [69], mientras El término ’EKF’

corresponde a las
siglas en inglés:
’Extended Kalman
Filter’.

que si se utiliza una serie de Taylor de segundo orden se obtiene el
EKF de segundo orden [11]. En este trabajo se utilizará exclusivamente
el EKF estándar o de primer orden, basados en la suposición de un
modelo de sistema no lineal y un modelo de observación no lineal,
cuyas ecuaciones se describen a continuación.
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44 el filtro extendido de kalman (ekf)

3.2.1 modelo del sistema

En el EKF, el sistema tiene que estar representado por una ecuación no
lineal de la forma:

xk+1 = f(xk, uk) + vk
vk ∼ N(0, Qk)

(3.2.1)

donde f(·) es una función de transición de estados no lineal y vk representa
una perturbación por ruido blanco gaussiano, con media E[v(k)] = 0 y
covarianza Qk, cumpliéndose que E[vk(i)vTk(j)] = δijQk(i).

3.2.2 modelo de observación

Igual que en el modelo de sistema, el modelo que relaciona las obser-
vaciones con el estado también pasa a estar expresado mediante una
ecuación no lineal:

zk = h(xk) + wk
wk ∼ N(0, Rk)

(3.2.2)

donde h(·) es una función de observación no lineal y wk es una perturba-
ción por ruido blanco gaussiano, con media E[w(k)] = 0 y covarianza
Rk, cumpliéndose que E[wk(i)wTk(j)] = δijRk(i).

3.2.3 algoritmo

De manera similar al filtro de Kalman lineal, el algoritmo del EKF se
basa en un ciclo de predicción-corrección, con la diferencia de que
se linealizan las funciones no lineales mediante una serie de Taylor
de primer orden. A continuación se muestran las ecuaciones sin su
desarrollo matemático. El lector interesado puede encontrar diversas
demostraciones en [11, 69, 106] entre otras.

predicción : Dada la estimación del estado del sistema y su matriz
de covarianza (x̂k|k, Pk|k) en el instante de tiempo k, la predicción
(x̂k+1|k, Pk+1|k) en el instante de tiempo k+ 1 se calcula como:

x̂k+1|k = f(x̂k|k, uk) (3.2.3)

Pk+1|k = ∇xf · Pk|k · ∇xfT + Qk (3.2.4)

donde el Jacobiano de la función de transición de estados (∇xf) evalua-
da en el estado x = x̂k|k se define como:

∇xf =
∂f
∂x

∣∣∣∣
x=x̂k|k

=


∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xn


x=x̂k|k

(3.2.5)

corrección : En el instante de tiempo k+ 1 se realiza la observación
zk+1, y utilizando la predicción del estado calculada en la fase anterior,
se corrige la estimación del estado de acuerdo a las ecuaciones:

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k + Kk+1 · z̃k+1 (3.2.6)

Pk+1|k+1 =
[
I− Kk+1 · ∇xh

]
Pk+1|k (3.2.7)
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donde (3.2.6) es la corrección de la estimación del estado, y (3.2.7) es la
corrección de la covarianza del estado, y los términos:

z̃k+1 = zk+1 − h(x̂k+1|k) (3.2.8)

Sk+1 = ∇xh · Pk+1|k · ∇xhT + Rk+1 (3.2.9)

Kk+1 = Pk+1|k · ∇xhT · S−1
k+1 (3.2.10)

representan la innovación (3.2.8), la covarianza de la innovación (3.2.9), y
la ganancia subóptima (o quasi-óptima) de Kalman (3.2.10), y la función
de observación se linealiza mediante el Jacobiano (∇hx), evaluado
utilizando la última predicción del estado x = x̂k+1|k:

∇xh =
∂h
∂x

∣∣∣∣
x=x̂k+1|k

=


∂h1
∂x1

· · · ∂h1
∂xn

...
. . .

...
∂hn
∂x1

· · · ∂hn
∂xn


x=x̂k+1|k

(3.2.11)

Comparando las ecuaciones de predicción-corrección del filtro de Kal-
man lineal (3.1.9-3.1.15) con las del EKF (3.2.3-3.2.11) se puede apreciar
que ambas son muy similares, con las siguientes diferencias:

1. Se han sustituido funciones lineales (Fk, Bk, Hk) por funciones
no lineales (f(·), h(·)) en el modelo del sistema y el modelo de
observación.

2. Se han sustituido las matrices Fk y Hk por los Jacobianos ∇f y
∇h en el cálculo de la covarianza y la ganancia del filtro.

Normalmente los Jacobianos ∇f y ∇h no son constantes sino que
varían en función del estado y del instante de tiempo, de modo que
la matriz de covarianza y la matriz de ganancia se deben recalcular
continuamente, incrementándose así los requisitos computacionales
necesarios.

3.2.4 compensación heurística de los errores

Dado que el EKF se obtiene mediante una linealización basada en una
serie de Taylor de primer orden, se están introduciendo errores en los
cálculos, debido principalmente a que [11]:

• Los términos de segundo orden o mayores en la serie de Taylor
no se están teniendo en cuenta.

• Las evaluaciones de los Jacobianos se están haciendo utilizando
valores estimados del estado en lugar de utilizar los valores reales,
dado que éstos no están disponibles.

Para compensar estos errores, que pueden llevar a la divergencia del
filtro, se pueden utilizar los siguientes métodos heurísticos:

• Añadir ruido artificial o pseudo-ruido al modelo del sistema para
compensar los errores en la predicción del estado. Esto se puede
lograr utilizando una matriz de covarianza del sistema modificada
Qmk en la ecuación de predicción de la covarianza (3.2.4):

Qmk = Qpk + Qk > Qk (3.2.12)

donde Qpk es una matriz de covarianza con ruido artificial.
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• Multiplicar la covarianza del estado por un escalar φ > 1 en cada
tiempo de muestreo:

Pφ
k+1|k

= φ · Pk+1|k (3.2.13)

y utilizar esta matriz modificada en la ecuación de predicción de
la covarianza (3.2.4). La multiplicación de la matriz de covarianza
por un escalar mayor que la unidad es equivalente a un filtro que
pierde la memoria de lo sucedido, ya que es como si las últimas
actualizaciones de la covarianza se hubiesen perdido, ya que la
incertidumbre se hace mayor.

Mediante cualquiera de estas dos técnicas se consigue que la matriz
de covarianza "cubra" los errores cometidos al linealizar un sistema no
lineal. Al incrementar el error en la matriz de covarianza del estado
(Qk) se consigue que la ganancia del filtro sea mayor, dándole mayor
peso a las observaciones más recientes. Si por el contrario se incrementa
el error en la matriz de covarianza de las observaciones (Rk), se obten-
dría el efecto opuesto: bajar la ganancia del filtro y ponderar en menor
medida las nuevas observaciones.
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3.3
M O D E L O D E L S I S T E M A

Para resolver el problema de localización (ver capítulo 5.5) de nuestro
robot móvil, en este trabajo se utiliza el filtro extendido de Kalman
(EKF) como herramienta matemática para fusionar la información odo-
métrica y las observaciones realizadas por el sistema sensorial del robot.
Como se explicó en el capítulo 3.1, el EKF se basa en el uso de un
modelo de sistema y un modelo de observación que se han de definir
meticulosamente en función del problema espefícico que se pretenda
resolver.

En este capítulo se desarrolla el modelo del sistema, que sirve para
calcular la ubicación del robot en función de las medidas de desplaza-
miento relativas proporcionadas por sus encoders. A continuación, en
el capítulo 3.4 se define el modelo de observación, que permite relacionar
las observaciones realizadas por el robot con su estado.

3.3.1 modelo del sistema

Al aplicar el EKF al problema de localización de nuestro robot móvil, en
primer lugar se necesita especificar un modelo de sistema que responda
a la ecuación:

xk+1 = f(xk, uk) + vk (3.3.1)

A continuación se especifican las variables de estado (x), así como la
función de transición de estados (f) y el modelo del ruido (v) que afecta
al robot.

3.3.2 vector de estado

El estado se ha definido empleando variables que permitan localizar
al robot en el espacio de manera única. Considerando un sistema de
referencia global cartesiano bidimensional, el estado se ha determinado
utilizando:

1. Las coordenadas (x, y) de un punto del robot que lo identifique
en el espacio cartesiano.

2. La orientación del robot (θ), para indicar la dirección de avance
del robot en el sistema de referencia.

Añadir una tercera dimensión resulta innecesario, dado que en entornos
estructurados generalmente no existen variaciones significativas de
altitud, por lo que un espacio cartesiano bidimensional es suficiente.

47



48 modelo del sistema

Así, utilizando un sistema de tiempos discreto, el estado del robot (x)
en el instante de tiempo k está dado por:

xk =

xkyk
θk

 (3.3.2)

En el modelo del sistema, los cambios en el estado del robot, es de-
cir, cambios de posición u orientación, se miden mediante encoders
incrementales, que proporcionan medidas de desplazamiento relativas
con respecto al sistema de referencia local del robot. Los incrementos
de posición interpretados de manera aislada no resultan de ninguna
utilidad. Sin embargo, si se integran en el tiempo, permiten conocer
la trayectoria del robot en el sistema de referencia global, siempre y
cuando se conozca la posición de partida. Para llevar a cabo esta tarea,
y convertir los giros o traslaciones medidos en el sistema de referencia
local del robot {XR, YR} al sistema de referencia global {XG, YG}, se debe
definir claramente la relación entre ambos sistemas, como se muestra
en la figura 3.3.1.

XG

YG

θk+ −

trayectoria

YR

XR

xk

yk xk

θk

Figura 3.3.1: Relación entre el sistema de referencia local del robot y el sistema
de referencia global.

Como punto identificativo (xk, yk) del robot, coincidente con el ori-
gen del sistema de referencia local, se ha elegido el punto medio del eje
de las ruedas motrices, apuntando el eje YR en la dirección de avance
del robot. La orientación del robot (θk) se ha definido como el ángulo
formado por el eje YR con respecto a YG, tomando como positivo el
giro en el sentido contrario a las agujas del reloj. El origen del sistema
de referencia global se debe elegir arbitrariamente en algún punto del
espacio cartesiano.

3.3.3 función de transición de estados

En el EKF, la función de transición de estados f(xk, uk) es una función
no lineal que, conociendo la entrada de control (uk) que ha modificado
el estado del sistema, permite calcular el nuevo estado del sistema
(xk+1) a partir del estado actual (xk). En el caso de nuestro problema
de localización, esta función coincide con el modelo odométrico de
nuestro robot diferencial (ver apéndice B), y se utiliza para calcular la
nueva posición del robot a partir del desplazamiento relativo medido
por sus encoders.

El vector uk es el resultado de la acción de control medido mediante
los encoders del robot, y representa el desplazamiento del robot en su
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sistema de referencia local al pasar del instante de tiempo k al instante
k+ 1:

uk =

[
∆Sk,i

∆Sk,d

]
(3.3.3)

donde ∆Sk,i y ∆Sk,d son los desplazamientos realizados por las ruedas
izquierda y derecha, respectivamente, y se obtienen directamente a
partir de los valores proporcionados al muestrear cada uno de los
encoders:

∆Sk,i =
∆Ni
n
·C

∆Sk,d =
∆Nd
n
·C

(3.3.4)

Los valores ∆Ni y ∆Nd indican el número de ticks contados por el
encoder izquierdo o derecho durante el periodo de muestreo, n es la
resolución del encoder en ticks por vuelta y C es perímetro de las ruedas.

Al transformar los desplazamientos relativos del vector uk del sis-
tema de referencia local al global se obtiene la función de transición de
estados:

f(xk, uk) =


xk −

∆Sk,d +∆Sk,i

2
· sin

(
θk +

∆Sk,d −∆Sk,i

2b

)
yk +

∆Sk,d +∆Sk,i

2
· cos

(
θk +

∆Sk,d −∆Sk,i

2b

)
θk +

∆Sk,d −∆Sk,i

b

 (3.3.5)

donde b es la distancia entre las ruedas motrices del robot. La obten-
ción de estos resultados se encuentra completamente detallada en el
apéndice B, y se puede expresar de forma más sencilla en función de
los términos ∆Sk y ∆θk, obteniéndose:

f(xk, uk) =

xkyk
θk

+


−∆Sk · sin

(
θk +

∆θk
2

)
∆Sk · cos

(
θk +

∆θk
2

)
∆θk

 (3.3.6)

Los términos ∆Sk y ∆θk representan el desplazamiento y cambio de
orientación del robot en su sistema de referencia local. Ambos se pueden
calcular mediante las expresiones:

∆Sk =
∆Sk,d +∆Sk,i

2
(3.3.7)

∆θk =
∆Sk,d −∆Sk,i

b
(3.3.8)

3.3.4 ruido del sistema

Existen dos causas principales que introducen errores en los cálculos
del modelo odométrico representado en la función de transición de
estados:

• Cuando la velocidad angular del robot es demasiado alta en
comparación con el periodo de muestreo, el modelo odométrico
no es perfecto (ver B.3) y se producen pequeños errores en los
cálculos. Esto se debe a que el modelo utiliza la aproximación
para angulos pequeños sin(θ) ≈ θ.



50 modelo del sistema

• Los encoders, al igual que cualquier otro sensor, proporcionan
medidas que están sujetas a errores. Así, al calcular la distancia
que se ha desplazado cada rueda (3.3.3), el resultado obtenido es
una aproximación del valor real.

Estas dos fuentes de ruido se interpretan en conjunto como la incer-
tidumbre que afecta a la distancia que se ha desplazado cada rueda
durante el periodo de muestreo. Dicha incertidumbre se ha decidido
modelar como un valor proporcional al valor absoluto de la distancia
recorrida por cada rueda, de modo que la matriz de covarianza del
sistema se expresa como:

Qk =

[
σ2d 0

0 σ2i

]
(3.3.9)

donde

σd = kd · |∆Sk,d|

σi = ki · |∆Sk,i|
(3.3.10)

y los términos ∆Sk,d y ∆Sk,i son las distancias recorridas por las rue-
das derecha e izquierda, respectivamente, mientras que kd y ki son
constantes que recogen la incertidumbre producida por las dos fuentes
de error citadas. Los valores para las constantes de error kd y ki depen-
den del robot y del entorno y deben seleccionarse experimentalmente
estudiando diferentes movimientos del robot. Se ha supuesto que el
ruido que afecta al sistema es ruido blanco gaussiano, de modo que los
errores en cada una de las ruedas son independientes, y por ello los
elementos que no están en la diagonal de la matriz de covarianza son
cero.
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3.4
M O D E L O D E O B S E RVA C I Ó N

En el capítulo previo se ha descrito el modelo odométrico del sistema,
cuya función consiste en estimar la posición del robot a partir de las
medidas propioceptivas proporcionadas por los encoders instalados en
las ruedas motrices del robot. A pesar de que la odometría ofrece
buenas estimaciones a muy corto plazo, es bien sabido a más largo
plazo el error en la estimación de la posición crece ilimitadamente [16].
Por ello, en el EKF aplicado a la localización, normalmente se emplean
medidas propioceptivas en la fase de predicción, mientras que la fase
de corrección se basa en un modelo de observación que corrige los
errores acumulativos del modelo odométrico por medio de medidas
exteroceptivas.

3.4.1 sensor virtual

Cualquier robot que pretenda obtener algún tipo de información ex-
terna debe está equipado con un conjunto de sensores exteroceptivos
que le permitan recabar datos de su entorno. Algunos sensores como
las radio balizas o los tags RFID ofrecen directamente una medida de la
posición y de la orientación de las características que se desean observar.
El principal inconveniente de estos sistemas es que requieren modificar
cualquier entorno en el que se vaya a trabajar mediante la ubicación de
emisores o receptores en puntos estratégicos.

Otros sensores, como los de visión o de distancia no necesitan alterar
el entorno, pero a cambio los algoritmos para calcular la ubicación de
las características a observar, son más complejos. Dentro de esta opción,
existe la posibilidad de crear un sensor virtual, es decir, un sensor que
obtiene sus observaciones a partir de la fusión de los datos procedentes
de varios dispositivos.

En este trabajo las observaciones se efectúan mediante un sensor vir-
tual que corresponde a la fusión sensorial de las imágenes procedentes
de una cámara de visión junto con los datos de distancia obtenidos
por un láser de medición de distancias. De este modo se logra dotar
de profundidad a los datos visuales sin necesidad de recurrir a otros
métodos como la visión estéreo o escáneres de datos tridimensionales,
que requieren mucha mayor potencia de cálculo.

Nuestro sensor virtual está diseñado para detectar puertas en su
rango de visión (ver capítulos 5.2 y 5.3), de modo que cada vez que una
puerta es observada, el sensor devuelve la ubicación del centroide de la
puerta en el sistema de referencia local del robot:

zr =

[
Prx

Pry

]
(3.4.1)
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3.4.2 especificación del modelo de observación

De acuerdo a lo expuesto en el apartado 3.1.1, el modelo de observación
en un EKF debe responder a la ecuación:

zk = h(xk) + wk (3.4.2)

Sin embargo, aplicado al problema de localización, el modelo debe
modificarse ligeramente, pasando a expresarse como:

zrk = h(xk, zgk) + wk (3.4.3)

El significado de esta ecuación es que si el robot se encuentra en
la posición determinada por el estado xk, entonces el modelo predice
la ubicación de las características a observar desde el punto de vista
del robot (zrk) a partir de las características en el sistema de referencia
global (zgk). Además, cada característica se ve afectada por el modelo
de ruido wk.

En nuestro caso, las características son las puertas detectadas por
el sensor virtual de nuestro robot, y sus coordenadas se encuentran
almacenadas en un SIG accesible mediante consultas a una base de datos
espacial (ver capítulo 5.4). En el SIG, las coordenadas de las puertas
están almacenadas en coordenadas globales:

zg =

[
P
g
x

P
g
y

]
(3.4.4)

y mediante la función de observación h(·, ·) se convierten a coordenadas
robocéntricas. Esta transformación de coordenadas es fundamental en
el EKF, y sirve para comparar las observaciones con las predicciones
de las observaciones. En nuestro caso, se compara la ubicación de las
puertas observadas por el sensor virtual del robot, con la posición que
deberían ocupar las puertas de acuerdo al SIG. Las diferencias entre las
observaciones y las predicciones permiten al EKF refinar la posición del
robot estimada por el modelo del sistema.

3.4.3 función de observación

El objetivo de la función de observación es transformar las coordenadas
de posición de una puerta en el sistema de referencia global (zg)
a coordenadas en el sistema de referencia local del robot (zr). Las
ecuaciones de esta transformación se pueden averiguar trasladando y
rotando el sistema de referencia global hasta que se superponga con
el local, como se ilustra en la figura 3.4.1. En la parte izquierda de la
figura se muestra una puerta en coordenadas globales, mientras que
en la parte derecha se han añadido además las coordenadas desde un
punto de vista robocéntrico.

Si se traslada el sistema de referencia global, {XG, YG}, a la posición en
la que se encuentra el robot, se obtiene el sistema de referencia {X ′G, Y ′G}.
Utilizando coordenadas homogéneas, esta traslación se puede expresar
como una multiplicación de matrices. Así, zg en el sistema {X ′G, Y ′G} se
expresa mediante la ecuación (3.4.5). A continuación, rotando el sistema
{X ′G, Y ′G} un ángulo θk se obtiene zg en el sistema {XR, YR}, tal y como
se indica en la ecuación (3.4.6). Finalmente, seleccionando únicamente
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Figura 3.4.1: Transformación de coordenadas del sistema de referencia global
al sistema de referencia del robot.

las funciones coordenadas cartesianas y resolviendo la multiplicación,
se obtiene la función de observación descrita en la ecuación (3.4.7).1 0 −xk

0 1 −yk

0 0 1

 ·
P
g
x

P
g
y

1

 (3.4.5)

P
r
x

Pry

1

 =

 cos(θk) sin(θk) 0

− sin(θk) cos(θk) 0

0 0 1

 ·
1 0 −xk

0 1 −yk

0 0 1

 ·
P
g
x

P
g
y

1

 (3.4.6)

h(xk, zg) =

[
Prx

Pry

]
=

[
(Pgx − xk) · cos(θk) + (Pgy − yk) · sin(θk)
−(Pgx − xk) · sin(θk) + (Pgy − yk) · cos(θk)

]
(3.4.7)

3.4.4 ruido en las observaciones

Cada vez que el sensor virtual del robot detecta una puerta, zr, la
identifica mediante las coordenadas cartesianas correspondientes al
centroide de la puerta (Prx,Pry), especificadas en el sistema de referencia
local del robot, {XR, YR}, tal y como se ilustra en la figura 3.4.2. Además
de las coordenadas, es necesario cuantificar la incertidumbre en la
detección, es decir, se necesita definir un modelo gaussiano de error
que le permita al EKF saber la confianza que se tiene en que la posición
de la puerta detectada es correcta.

Dado que en nuestro EKF las coordenadas de las puertas están defini-
das en un sistema de referencia cartesiano, del mismo modo la matriz
de covarianza para definir la incertidumbre en la detección de la puerta
debe estar especificada en coordenadas cartesianas:

Cxy =

[
σ2x σxy

σxy σ2y

]
(3.4.8)

En la figura 3.4.2, la incertidumbre se representa mediante una elipse
de error (ver apéndice F), obtenida a partir de la matriz de covarianza
Cxy. La incertidumbre se ha modelado teniendo en cuenta dos factores:
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XR

YR

Pρ

Pϕ

Prx

Pry

zr
ϕ+ −

Figura 3.4.2: Modelo de ruido para la observación de una puerta.

1. que sea proporcional a la distancia a la puerta observada, de modo
que las puertas más cercanas tengan más peso en la corrección de
la posición.

2. que permita establecer un cierto error en la dirección en que la
puerta se ha detectado.

Esta decisión se ha tomado teniendo en cuenta que a pesar de que el
error en la medida del láser no depende de la distancia al objeto medido
(ver apartado 4.1.2.2), hemos comprobado que la tasa de aciertos del
algoritmo propuesto para detectar puertas disminuye a medida que las
puertas están más lejos del robot. La razón es que las imágenes tomadas
por la cámara están en perspectiva, y lógicamente los objetos son de
menor tamaño cuanto más lejos están, detectándose con mayor dificul-
tad. Por ello, es más conveniente definir la incertidumbre utilizando
coordenadas polares, y posteriormente transformarla a coordenadas
cartesianas mediante la ley de propagación de la incertidumbre (ver
apéndice E). Otra razón a favor de las coordenadas polares, es que
a no ser que el centroide de la puerta esté sobre XR o YR, la elipse
de error estará girada con respecto al sistema de referencia {XR, YR}.
Esto significa que los elementos no diagonales Cxy no son nulos, y
desafortunadamente no se pueden calcular con facilidad.

3.4.4.1 Incertidumbre en coordenadas polares

Tomando como referencia para medir el ángulo el eje YR y tomando
como positivo el giro en el sentido contrario a las agujas del reloj, las
coordenadas de la puerta zr en formato polar son (Pρ,Pϕ) (ver fig.
3.4.2), cumpliéndose que:

Prx = −Pρ · sin(Pϕ)

Pry = Pρ · cos(Pϕ)
(3.4.9)

El error en la distancia de detección de la puerta, σρ, es proporcional
a la distancia y se corresponde en la imagen 3.4.2 como el semieje
mayor de la elipse. Asimismo, el error en el ángulo de detección, σϕ se
corresponde con el semieje menor de la elipse. Esto nos da la siguiente
matriz de covarianza:

Cρϕ =

[
ρ · σ2ρ 0

0 σ2ϕ

]
(3.4.10)

donde los términos no diagonales son cero, porque se supone que los
errores en la distancia y el ángulo son independientes.
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3.4.4.2 Propagación del error

Para obtener la matriz de covarianza en coordenadas cartesianas (Cxy)

a partir del modelo de error en coordenadas polares (Cρϕ), hay que
propagar el error utilizando la ley de propagación de la incertidumbre:

Cxy = ∇f ·Cρϕ · ∇fT (3.4.11)

donde ∇f es el jacobiano de la función que define la transformación
de las coordenadas polares a cartesianas. Esta función se correspon-
de con la ecuación (3.4.9). Para simplificar las siguientes expresiones,
se cambiarán los nombres de variable Prx, Pry, Pρ, Pϕ por x, y, ρ, ϕ,
respectivamente. Una vez hecho esto, ∇f se calcula como:

∇f =


∂x

∂ρ

∂x

∂ϕ

∂y

∂ρ

∂y

∂ϕ

 =

[
− sin(ϕ) −ρ · cos(ϕ)

cos(ϕ) −ρ · sin(ϕ)

]
(3.4.12)

Finalmente, la incertidumbre para una puerta en coordenadas carte-
sianas se puede obtener en función de las coordenadas polares de la
puerta, y en función de los errores σρ y σϕ como:

Cxy =

[
ρσ2ρ sin2(ϕ) + ρ2σ2ϕ cos2(ϕ) (ρσ2ϕ − σ2ρ)ρ sin(ϕ) cos(ϕ)

(ρσ2ϕ − σ2ρ)ρ sin(ϕ) cos(ϕ) ρσ2ρ cos2(ϕ) + ρ2σ2ϕ sin2(ϕ)

]
(3.4.13)
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3.5
R E S U M E N

En esta parte se han estudiado los fundamentos del filtro de Kalman,
un algoritmo recursivo que permite estimar el estado de un sistema
estocástico basándose en observaciones periódicas del estado de dicho
sistema. En el capítulo 3.1 se describe el funcionamiento del filtro de
Kalman lineal, que se basa en la utilización de dos modelos estadísticos:
el modelo del sistema y el modelo de observación. El primero describe la
evolución en el tiempo del estado del sistema, mientras que el segundo
relaciona las observaciones con el estado. Un aspecto fundamental del
KF es que supone que el ruido que afecta al sistema estocástico se puede
definir mediante variables aleatorias multivariantes e independientes
entre sí que modelan ruido blanco gaussiano.

Los problemas de localización en robótica móvil contienen no lineali-
dades, de modo que necesitan linealizarse mediante el Filtro Extendido
de Kalman, descrito en el capítulo 3.2. Su funcionamiento es similar al
filtro de Kalman lineal, con la diferencia de que tanto el modelo del
sistema como el modelo de observación se linealizan por medio de una
serie de Taylor de primer orden. Uno de los inconvenientes de esta
linealización es que se introducen pequeños errores en los cálculos que
pueden llevar a la divergencia del filtro, pero que pueden solucionarse
mediante métodos heurísticos.

Para estimar la posición de un robot mediante un EKF es necesario
modelar cuidadosamente el modelo del sistema y el de observación.
Así, en el capítulo 3.3 se especifica el estado del robot (su posición y
orientación en el plano cartesiano), así como el modelo del sistema, que
se basa en la odometría proporcionada por sus encoders, y el modelo
de ruido que afecta a las mediciones de los encoders. A continuación,
en el capítulo 3.4 se especifica el modelo de observación, que se uti-
liza para relacionar las observaciones realizadas por el sensor virtual
(visión+láser) del robot con el estado del robot. Además, se define el
modelo de ruido que afecta a las observaciones y que ha resultado ser
uno de los aspectos más delicados del filtro.

Una vez definidos el modelo del sistema y el modelo de observación,
el ciclo predicción-corrección del EKF sirve como herramienta para
fusionar la información odométrica con las observaciones realizadas
por el sensor virtual del robot. La fase de predicción utiliza el modelo
del sistema para efectuar una estimación básica del estado, que se refina
en la fase de corrección, siempre que haya observaciones disponibles, y
utilizando para ello el modelo de observación.
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4.1
M O D E L A D O D E S E N S O R E S

En este capítulo se estudian y modelan los sensores utilizados en
nuestro robot móvil Morlaco (ver apéndice A): un LIDAR o escáner
láser de medición de distancias, una cámara monocular, y encoders
rotatorios.

4.1.1 introducción

En un mundo estático y determinista, controlar con precisión un robot
móvil sería relativamente sencillo puesto que bastaría con obtener un
modelo matemático perfecto tanto del entorno como de los actuadores
del robot. De este modo sería incluso posible, por ejemplo, llevar a un
robot de un lugar a otro sin necesitar sensores para obtener información
del entorno. Lamentablemente, el mundo real es dinámico y tanto los
modelos del entorno como los actuadores están sometidos a error. Esto
da lugar a la necesidad de:

1. Utilizar sensores para percibir información del entorno. Así se
elimina la limitación de tener que operar en un entorno cuida-
dosamente controlado, y se abre la posibilidad de trabajar en
entornos desconocidos o peligrosos.

2. Emplear modelos de estimación estocásticos, como por ejemplo el
filtro de Kalman, como se ha estudiado en la parte 3, para poder
manejar la incertidumbre presente en el mundo real.

Al igual que los humanos tenemos diferentes sentidos, los robots se
pueden equipar con gran variedad de sensores que hoy en día son capa-
ces de medir estímulos muy variados: color, distancia, fuerza, presión,
inclinación, etc. Everett [38] describe y analiza la gran mayoría de senso-
res existentes. Los sensores se pueden categorizar de diversas maneras.
Una de las clasificaciones más habituales consiste en separarlos en
propioceptivos y exteroceptivos. Los del primer tipo sirven para observar
el estado interno del robot, como la orientación de un brazo robótico,
o el nivel de carga de las baterías. Los sensores exteroceptivos miden
estímulos que se originan en el exterior del robot, como distancias a
objetos, o la temperatura ambiente, y su función es proporcionar al
robot una representación del entorno en el que se encuentra.

Los sensores constituyen la primera etapa del proceso perceptivo.
En general, se puede considerar que la percepción engloba el conjunto
de pasos necesarios para obtener información de los sensores con el
objetivo de conseguir un mayor nivel de abstracción en los datos. Cada
sensor está compuesto por uno o más transductores (electromagnéticos,
electroacústicos, etc.) que permiten convertir una forma de energía en
otra diferente. Por ejemplo, en el caso de una cámara digital, un sensor
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CCD o CMOS convierte la energía electromagnética de la luz en un voltaje.
El voltaje adquirido está dentro de un rango de valores que permiten
interpretarlo como una mayor o menor intensidad de la luz. Una vez
que se ha percibido la información, el siguiente paso es aumentar el
nivel de abstracción, para lo que se necesitan métodos de extracción de
características, como se verá en los capítulos 5.2 y 5.3.

4.1.2 lidar

LIDAR es un acrónimo de LIgth Detection And Ranging (detección y
medición de luz), y es una tecnología óptica para medir la distancia u
otras propiedades de un objeto iluminándolo normalmente mediante
pulsos de luz láser. Se utiliza entre otros, en campos como la agricultura,Esta tecnología

también se conoce
como ’LADAR’,

acrónimo de ’LAser
Detection And

Ranging’ (detección y
medición láser).

geología, topografía, transporte, en el ámbito militar, y por supuesto,
también en robótica. Debido al uso de tecnología láser, normalmente
se utiliza el término escáner láser, o simplemente láser, para referirse a
un dispositivo LIDAR. Algunas ventajas de este tipo de sensor frente a
otros son:

• Las medidas se pueden considerar instantáneas. Un sónar, por el
contrario, obtiene las medidas con bastante retardo en compara-
ción, y puede necesitar compensaciones por el movimiento del
robot.

• Es muy preciso: el error en la medida es del orden de unos pocos
milímetros, y la resolución angular está típicamente en el rango
0.25− 1º.

• Los datos representan directamente distancias reales a objetos,
y el pulso emitido apenas tiene apertura cónica en comparación
con un sónar.

• El tiempo de procesamiento para realizar tareas de extracción
de características es mucho menor que el necesario para analizar
una imagen. Una imagen está compuesta por millones de píxeles,
mientras que un láser obtiene unos pocos cientos de medidas.

Algunas desventajas son su elevado precio, y que algunos materiales
como el cristal son invisibles para el sensor. Además, los datos se limitan
a un plano, si bien esto se puede solventar colocando el sensor en un
dispositivo pan & tilt. Una alternativa para obtener datos de distancia
3D, y que ha ganado mucha popularidad en competiciones como el
DARPA Grand Challenge, son los dispositivos láser comercializados
por Velodyne [3]. Su modelo más avanzado escanea el entorno de 5 a
15 veces por segundo, con un barrido horizontal de 360º y un barrido
vertical de 26.8º, obteniendo 1.3 millones de puntos por segundo. No
obstante, su precio es prohibitivo, superando los 70 mil dólares.

4.1.2.1 Escáner Láser SICK LMS 200

El modelo que se ha seleccionado para nuestro robot móvil morlaco es
un sick lms 200 (fig. 4.1.1a) . Su funcionamiento se basa en la medidaLas siglas ’lms’

corresponden a ’Laser
Measurement System’
(sistema de medición

por láser).

del tiempo de vuelo (fig. 4.1.1b). Para calcular la distancia a un objeto, el
láser emite un pulso de luz infrarroja (T). Cuando el pulso incide sobre
el objeto más cercano, regresa hacia el sensor (R) y se mide el tiempo
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T

R

a b

Figura 4.1.1: a) Láser Sick Lms 200. b) Principio de funcionamiento interno.

transcurrido desde la emisión hasta la recepción del pulso (tiempo de
vuelo). La distancia se calcula cómo:

D =
c · T
2

(4.1.1)

donde c es la velocidad de la luz, y T el tiempo de vuelo. Para obtener
distancias en más de una única dirección, se utiliza un espejo rotatorio,
obteniendo así un conjunto de medidas que se denomina barrido láser.
Cada barrido está compuesto por un conjunto de puntos en formato En inglés se utiliza el

término ’scan’ o
’laserscan’ para
referirse a un barrido
láser.

polar:

R = {(ρi,ϕi)|i = 1, . . . ,n} (4.1.2)

donde el número de puntos n es variable y depende de la resolución
angular seleccionada. Los puntos son adquiridos secuencialmente por
el escáner en sentido antihorario, abarcando un semicírculo (fig. 4.1.2a)
y con una resolución angular configurable. El término ρi indica la
distancia al obstáculo detectado al emitir el pulso de luz con orientación
ϕi (fig 4.1.2b).

X

Y

ρi

φiLáser

Objeto

0º180º
LMS

ba

Figura 4.1.2: a) Barrido del sick lms 200. b) Coordenadas (ρ,ϕ) de un punto
láser.

Dependiendo de la resolución angular del barrido que se seleccione,
la amplitud de barrido, el número de puntos obtenido y el tiempo
de muestreo varían de acuerdo tabla 4.1.1. Además de la resolución
angular, también se pueden configurar la velocidad de transmisión de
datos y la máxima distancia de detección de objetos. En la tabla 4.1.2 se
resumen las características técnicas del Sick lms 200.

4.1.2.2 Modelado experimental del error

Cada punto 2D medido por el láser debe tener asociada una incerti-
dumbre, dado que cualquier medida en el mundo real está sujeta a
errores. Estudiando estadísticamente suficientes medidas del láser se
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resolución angular 0.25º 0.50º 1.00º

Amplitud de barrido 100º 180º 180º

Número de mediciones 401 361 181

Tiempo de muestreo 53.33 ms 26.66 ms 13.33 ms

Tasa de muestreo 18 Hz 37 Hz 75 Hz

Tabla 4.1.1: Parámetros variables del láser en función de la resolución angular.

Amplitud de barrido 180º

Resolución angular 0.25º, 0.50º, 1.00º

Tiempo de respuesta 13− 53 ms

Alcance del láser 8, 16, 32, 80 m

Error estadístico (1σ) 5 mm para d 6 8m

Interfaz de datos RS-422 o RS-232

Velocidad de transmisión 9.6, 19.2, 38.4 ó 500 KBaudios

Longitud de onda Infrarrojo (λ = 905 nm)

Suministro de voltaje 24 V DC, 1.8 A

Consumo de potencia 20 W

Peso 4.5 kg

Dimensiones 210× 155× 156mm

Tabla 4.1.2: Especificaciones del láser Sick Lms 200 a bordo del robot.

puede obtener una estimación del error que se comete en la medida.
Para cada punto se pueden considerar dos fuentes de error: el error en
la distancia (ρ), y el error en la dirección de emisión del pulso (ϕ).

A continuación se detalla el proceso para estimar la varianza del
error en la distancia medida (σ2ρ), así como la varianza del error en el
posicionamiento angular (σ2ϕ). Se asume que el plano de escaneado del
láser es paralelo al plano de movimiento del robot a una determinada
altura h. El análisis subsiguiente se basa en el procedimiento descrito
por Castellanos y Tardós [26].

Error en la distancia medida

Durante los experimentos de calibración se colocó un objeto en frente
del robot (fig. 4.1.3a) en un rango de distancias dj ∈ [0.2, 8]m. Cada
distancia dj se midió Nj veces, seleccionando Nj = 100 en todos los
casos al ser un número suficientemente significativo como para estimar
la varianza. Las medidas de distancia se etiquetaron como ρm,j, con
m ∈ 1, . . . ,Nj. La media y la varianza de dichas lecturas se calculó
mediante las expresiones (4.1.3) y (4.1.4).

ρj =
1

Nj

Nj∑
m=1

ρm,j (4.1.3)
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Figura 4.1.3: Calibración de los errores del láser: a) Error en la medida de la
distancia y b) Error en el posicionamiento angular.
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Figura 4.1.4: Medidas de distancia tomadas durante la calibración. Cada punto
representa el valor medio de Nj medidas.

σ2ρj =
1

Nj − 1

Nj∑
m=1

(ρm,j − ρj)
2 (4.1.4)

La desviación estándar de las medidas tomadas σρj se muestra en el
gráfico de la figura 4.1.4. El conjunto de valores no parece ajustarse a
una curva, sino que más bien varía aleatoriamente entre 1mm y 5mm.
Esto coincide con el error estadístico que indica el fabricante en la
descripción del sensor (ver tabla 4.1.2). Por ello se ha tomado la cota
superior σρ = 5mm como base para calcular la varianza, dando como
resultado σ2ρ = 25mm2.

Error en el posicionamiento angular

La segunda fuente de error en el láser es la precisión de la dirección
en el que se emite el pulso de luz. Dado que no se ha llegado a un
método que permita calibrar este error, se ha asumido que los errores
angulares se pueden representar mediante una variable aleatoria con
una distribución normal, cuyo margen de error del 95 % viene dado
por la resolución angular del sensor. Por lo tanto, considerando que el
láser escanea el entorno con una resolución angular ∆αs, a partir de la
(fig. 4.1.3b) se puede obtener:

2σφ =
∆αs

2
⇒ σφ =

∆αs

4
(4.1.5)

Teniendo en cuenta la ecuación anterior, y sabiendo que el láser a bordo
del robot se ha configurado con ∆αs = 0.5º, se obtiene que el error
angular puede ser modelado por σφ = 0.125º.
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4.1.3 cámara

Una cámara es un dispositivo que captura la intensidad de la luz proce-
dente de un área determinada del entorno. El término cámara procede
del latín camera obscura, que hasta el siglo xvi consistía simplemente enDurante el

renacimiento el
principal uso de la
cámara oscura era
realizar pinturas de
exteriores respetando
las bases de la
perspectiva cónica,
descubiertas por
Filippo Brunelleschi.

una habitación oscura en la que sólo se permitía entrar la luz por un
pequeño agujero a través de una puerta o una persiana. De este modo
la luz entraba en la habitación a través del agujero y se obtenía una
imagen invertida del mundo exterior proyectada en una pantalla o una
pared opuesta al agujero, como ilustra el grabado de la fig. 4.1.5.

Figura 4.1.5: Ilustración de una cámara oscura en un manuscrito italiano de
técnicas militares del siglo xvii.

Las imágenes así obtenidas eran muy poco luminosas y por ello, a
mediados del siglo xvi se comenzó a añadir una lente para obtener
una mayor luminosidad, al tiempo que se fueron construyendo cáma-
ras portátiles y de menor tamaño. A principios del siglo xviii, Joseph
Nicéphore Niépce añadió una placa fotosensible para poder almacenar
la imagen, dando lugar a la cámara fotográfica. Más recientemente,
en el último cuarto del siglo xx se desarrollaron las primeras cámaras
digitales, donde las imágenes se almacenan digitalmente por medio
de un sensor CCD (dispositivo de carga acoplada) o un sensor CMOS

(semiconductor de óxido metálico complementario).

4.1.3.1 Webcam 9000 pro de Logitech

A bordo de nuestro robot Morlaco se ha optado por instalar una cámara
monocular de Logitech, concretamente el modelo Webcam Pro 9000. Sus
principales características se especifican en la tabla 4.1.3. Durante las
pruebas experimentales no se ha utilizado la resolución máxima al
proporcionar una tasa de imágenes por segundo lo suficientemente
rápida.

Las webcam actuales constan de un sensor CCD/CMOS y un conjunto
óptico formado por un diafragma y una lente convergente. En la figura
4.1.6 se muestra el sensor CMOS y el conjunto óptico de la cámara
utilizada. El diafragma gradúa la cantidad de luz que entra a la cámara,
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Resolución máxima 1600× 1200 px (5 fps)

Resolución utilizada 640× 480 px (30 fps)

Tipo de sensor CMOS 1/3.2”

Dimensiones del sensor (4.536 mm × 3.416 mm)

Apertura horizontal ≈ 63º
Apertura vertical ≈ 50º
Longitud focal 3, 7 mm

Tabla 4.1.3: Especificaciones de la cámara Logitech Webcam 9000 Pro.

Figura 4.1.6: Sensor CMOS de la webcam 9000 pro de Logitech (izquierda) y
su conjunto óptico (derecha).

mientras que la lente hace converger los rayos de luz procedentes
del entorno en un punto de la superficie del sensor, que registra la
intensidad de la luz recibida.

La imagen almacenada en el sensor es una proyección en dos di-
mensiones de un mundo en tres dimensiones, y por ello se necesita
un modelo matemático que describa qué posición ocupa en la imagen
2D cada punto en 3D del mundo real. El modelo más próximo al de
una webcam sería el modelo de lente delgada, si bien es más común-
mente usado el modelo de cámara estenopéica debido a que se puede
considerar equivalente al primero, como se explicará a continuación.

4.1.3.2 Modelo de lente delgada

Los modelos de lentes pueden llegar a ser bastante complejos, espe-
cialmente en el caso de los sistemas formados por varias lentes. En las
webcam actuales es habitual encontrar una única lente. En este apartado
se estudia el sistema más simple basado en una lente, conocido como
modelo de lente delgada.

Una lente delgada es aquella en la que su grosor se considera des-
preciable en comparación con su longitud focal. Utilizar un modelo de
lente delgada sirve para ignorar los efectos ópticos debidos al grosor
de la lente y simplifica los cálculos en el trazado de rayos. Según este
modelo, los infinitos rayos que emergen de un punto de una escena
(O), atraviesan la lente y convergen en un único punto (O ′) al otro
lado de la lente, tal y como se ilustra en la fig. 4.1.7.

Una lente delgada tiene dos puntos focales: el foco objeto (F) y el foco
imagen (F ′), ubicándose ambos a la misma distancia focal (f) del centro
óptico de la lente (C). La apertura del diafragma permite controlar la
cantidad de luz que entra en la cámara. En este modelo se cumple que
todo rayo de luz que pasa por F se refracta paralelo al eje óptico una
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Eje óptico

Lente
convergente

Apertura

F

F ′

O

Círculo de
confusión

O ′

C

Plano de
la imagen

f f

Figura 4.1.7: Modelo de lente delgada, donde se ilustra el centro óptico (C), la
distancia focal (f), el foco objeto (F), el foco imagen (F ′), el objeto
(O) y su imagen (O ′).

vez que atraviesa la lente. El foco imagen tiene la propiedad contraria:
los rayos que llegan a la lente paralelos al eje óptico pasan por F ′ al
refractarse en la lente. Los rayos que pasan por el centro óptico de la
lente no sufren desviación en su trayectoria. Trazando estos tres rayos
para el punto O se obtiene su imagen O ′.

Para que el punto O ′ se visualice nítidamente, tiene que encontrarse
proyectado exactamente en el plano de la imagen . De lo contrario,En plano de la

imagen de una
cámara digital está
colocado el sensor

CCD/CMOS para
captar la intensidad

de la luz

el punto se encuentra desenfocado y en el plano de la imagen no se
registra un único punto sino un círculo de confusión, dando lugar a una
imagen borrosa. Esto se puede arreglar o bien moviendo el plano de
la imagen, o desplazando la lente, siendo esta última opción la más
habitual. En los primeros tiempos de la fotografía el diseño de las
cámaras incluía un fuelle que permitía modificar la distancia entre la
lente y el plano de la imagen. Hoy en día esto se logra mediante un
sistema denominado autofoco, que consiste en un pequeño motor que
mueve la lente automáticamente para que el sujeto enfocado quede
correctamente proyectado en el plano de la imagen.

4.1.3.3 Modelo de cámara estenopeica

El modelo de cámara estenopéica describe matemáticamente la pro-El término inglés
para ’cámara

estenopéica’ es
’pinhole camera’.

yección de un punto en 3D del mundo real en el plano de la imagen
de una cámara estenopéica ideal, donde la apertura del diafragma es
infinitesimal, y no se utilizan lentes para enfocar la luz. Esto equivale al
modelo de lente delgada siempre y cuando sólo se tuvieran en cuenta
los rayos que pasan a través del centro óptico de la lente, puesto que
estos rayos son los únicos que no modifican su trayectoria al atravesar
el cristal. Al ser prácticamente equivalentes, y debido a su simplicidad,
el modelo de cámara estenopeica se utiliza ampliamente en lugar del
modelo de cámara de lente delgada.

El funcionamiento de la cámara estenopéica ideal se ilustra en la
figura 4.1.8. Como el agujero es infinitesimal, por cada punto del objeto
sólo entra en la cámara un único rayo de luz. Los rayos se proyectan en
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Agujero
Infinitesimal

Imagen
Virtual

Plano
de la

Imagen

Figura 4.1.8: Funcionamiento de una cámara estenopéica ideal.

la parte posterior de la cámara formando una imagen invertida. Una
peculiaridad de esta cámara es que la imagen siempre está enfocada,
al no poderse producir círculos de confusión porque sólo hay un rayo
por punto. Además, como se verá a continuación, en la descripción del
modelo normalmente se sustituye el plano de la imagen por el plano
de la imagen virtual, porque así la imagen no está invertida.

El modelo matemático de una camara estenopéica para convertir
cada punto del mundo en 3D en un punto de la imagen 2D obedece
a una proyección de perspectiva, como se muestra en la figura 4.1.9.
El modelo simplemente necesita conocer la ubicación del centro óptico

X
Y

plan
o de la

im
ag

en

u
v q

Q(qx,qy,qz)

pC
Z

eje óptico

Figura 4.1.9: Modelo de cámara estenopéica: proyección en perspectiva de un
punto en 3D en el mundo real (Q) a un punto en 2D (q) en el
plano de la imagen.

(o centro de proyección) de la cámara, C, y la ubicación del plano de la
imagen, que es perpendicular al eje óptico de la cámara. La distancia
entre el plano de la imagen y el centro óptico es la distancia focal, f. La
intersección del plano de la imagen con el eje óptico se denomina punto
principal (p) y es el origen del sistema de referencia {u, v}.

Según este modelo, un punto Q en el espacio con coordenadas
(qx,qy,qz) se proyecta en el plano de la imagen en el punto exacto
en el que la línea que pasa por Q y por C intersecta el plano de la
imagen, dando lugar al punto q(qu,qv). Por semejanza de triangu-
los (ver fig. 4.1.10), se puede calcular fácilmente que las coordenadas
(qx,qy,qz) se convierten en (f · qx/qz, f · qy/qz, f) en el plano de la
imagen. Ignorando la última coordenada, se observa que:

(qx,qy,qz)T 7→ (f · qx
qz

, f · qy
qz

)T (4.1.6)
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es una función de R3 en R2 que describe la proyección de un punto
3D en el mundo real a un punto en 2D en el plano de la imagen. Esta
proyección resulta imprescindible para efectuar la fusión sensorial de
los datos del láser y la cámara de nuestro robot, como se explicará en
el capítulo 4.2.

Y

Z
C

v

f

f
qy
qz

q(qu,qv)

Q(qx,qy,qz)
qy

qz

Figura 4.1.10: Proyección de un punto en el plano de la imagen según el modelo
de cámara estenopéica.

4.1.4 encoders rotatorios

Un encoder rotatorio (o de eje) es un dispositivo electromecánico queEl término ’encoder’
se puede traducir al

español como
’codificador’. Sin

embargo, en robótica
es más común

utilizar el anglicismo
directamente.

convierte el movimiento angular de un eje en un código digital. Si el
código que se genera para cada posición del eje es único, el encoder es
absoluto, mientras que en otro caso se denomina relativo o incremental.
En robótica móvil se utilizan habitualmente encoders incrementales para
llevar a cabo tareas odométricas, de tal manera que se puede estimar la
velocidad, la distancia recorrida o la posición del robot.

En la fig. 4.1.11 se muestra el esquema general de un encoder óptico
rotatorio incremental. Está formado por un disco con agujeros o ranuras

LED

Fototransistor

Salida del
fototransistor

Encoder
rotatorio

Motor

Figura 4.1.11: Encoder óptico rotatorio unido a un motor.

cerca de su borde. Se coloca de modo que el eje del disco coincida con
el eje del motor y el de la rueda, que normalmente son coincidentes.
El número de agujeros en el disco determina la precisión del encoder.
A un lado del disco se coloca un led infrarrojo, mientras que al otro
lado, y enfrente del led emisor, se coloca un fototransistor receptor de
infrarrojos. Cuando el disco gira, los agujeros hacen que el fototransistor
reciba luz de manera intermitente, generándose así una onda cuadrada.
Los pulsos detectados por el fototransistor se transforman en distancia
con un cálculo basado en el diámetro de la rueda, como se describe en
el apéndice B.

Un inconveniente de los encoders de un solo canal, como el anterior,
es que no pueden detectar la dirección de rotación, y por tanto no
sirven para calcular la posición. Para solucionar este problema se usa
un segundo canal, desfasado 90º con respecto al primero. Esta técnica



4.1.4 encoders rotatorios 71

permite determinar qué canal va por delante y averiguar así la direc-
ción de giro, con el beneficio adicional de una mayor resolución. Para
nuestro robot hemos adquirido dos encoders ópticos incrementales, de
USDigital, con doble canal, y 2000 pulsos por vuelta. Como los motores
seleccionados tienen doble eje, se ha aprovechado el eje interno de cada
motor para colocar en ellos los encoders (ver fig. 4.1.11 derecha).
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4.2
C A L I B R A C I Ó N

El objetivo de este capítulo es obtener un modelo matemático que per-
mita proyectar los datos tomados por el láser en las imágenes obtenidas
por la cámara, consiguiendo así añadir información de profundidad
a la imagen y efectuar una fusión de datos a bajo nivel. Este proceso
se divide en dos fases: calibración intrínseca y calibración extrínseca.
Mediante la calibración intrínseca se estiman una serie de parámetros
internos de la cámara, mientras que con la calibración extrínseca se es-
timan los valores relativos de rotación y traslación entre los sistemas de
referencia láser-robot y robot-cámara. El procedimiento de calibración
que se ha utilizado es el de Guan et al. [47].

4.2.1 sistemas de referencia

El robot Morlaco está equipado con un escáner láser de medición de
distancias y una cámara de visión, orientados ambos en la dirección de
avance del robot. El sistema de coordenadas del láser es bidimensional
y mide distancias en un único plano. Por el contrario, la cámara emplea
un sistema de coordenadas tridimensional puesto que obtiene puntos
en un espacio 3D, pero que se proyectan en el plano de la imagen,
que es bidimensional. Tanto el vehículo como los dos sensores tienen
sistemas de referencia independientes, y en la figura 4.2.1 se muestra
—en vistas de perfil y planta— la relación existente entre la disposición
de los tres sistemas de referencia seleccionados.

Figura 4.2.1: Sistemas de referencia del robot, láser y cámara.

sistema de referencia de la cámara : Su origen es OC, el cen-
tro óptico de la cámara. ZC es su eje óptico, y es perpendicular al
plano de la imagen, determinado por los ejes {XC, YC}.

sistema de referencia del láser: Su origen es OL, que coinci-
de con el centro del sistema óptico del láser y está a una altura
H del suelo. Los ejes {XL, YL} forman un plano prácticamente

73
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paralelo al plano XRYR del sistema de coordenadas del robot. Sin
embargo, debido a imperfecciones en la construcción del robot, el
plano de medición del láser se encuentra ligeramente inclinado
hacia arriba un pequeño ángulo α.

sistema de referencia del robot: Su origen OR se ha estable-
cido como la proyección del origen del sistema de referencia del
láser (OL) en el suelo. El eje XR coincide con XL; YR coincide con
la proyección horizontal de YL, mientras que ZR es perpendicular
hacia arriba con respecto al plano XR − YR.

4.2.2 calibración del láser

El primer paso para poder proyectar los datos medidos por el láser en
las imágenes de la cámara es transformar las coordenadas del sistema
de referencia del láser al del robot. Para ello hay que estimar la rotación
y traslación relativa del láser con respecto al robot mediante un proceso
de calibración extrínseca.

En un sistema de coordenadas tridimensional la traslación viene dada
por los desplazamientos ∆X, ∆Y y ∆Z, mientras que la rotación está
determinada por los ángulos de Tait-Bryan: pitch (Rx), roll (Ry) y yawEn castellano, los

ángulos de
Tait-Bryan se

denominan alabeo
(roll), cabeceo (pitch)

y guiñada (yaw),
aunque en robótica es
más habitual utilizar

los anglicismos.

(Rz), ilustrados en la figura 4.2.2a. Las traslaciones en X e Y y la rotación
Rz son nulas por la definición de los sistemas de referencia (ver figura
4.2.1). Además, se ha supuesto que la rotación en Ry es despreciable,
de modo que los únicos parámetros a estimar son la rotación en Rx,
que denominaremos α, así como la altura H a la que está montado con
respecto al suelo (traslación en Z).

(a) (b)

Rx (pitch)

Ry (roll)

Rz (yaw)

LMS
XL−XL

YL

ρ

P(xl,yl)

θ

Figura 4.2.2: a) Ángulos de rotación en el láser. b) Detección de un punto en el
sistema de referencia del láser.

4.2.2.1 Modelo matemático de la transformación

Cada punto medido por el láser está en coordenadas polares, como se
ilustra en la figura 4.2.2b. La transformación a coordenadas cartesianas
se realiza mediante (4.2.1).xlyl

0

 =

ρ · cos(θ)ρ · sin(θ)
0

 (4.2.1)

De acuerdo a lo explicado anteriormente, para transformar un punto
del sistema de referencia del láser {XL, YL, 0} al sistema de referencia del
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robot {XR, YR,ZR} se puede hacer mediante la expresión (4.2.2), donde
RL es una matriz de rotación 3× 3 alrededor del eje Rx del láser, y TL
es un vector de traslación en ZR. Desarrollando RL y TL, la ecuación
anterior se convierte en (4.2.3) y sustituyendo a partir de (4.2.1) se
obtiene (4.2.4).xryr

zr

 = RL

xlyl
0

+ TL (4.2.2)

xryr
zr

 =

1 0 0

0 cos(α) sin(α)

0 −sin(α) cos(α)


xlyl
0

+

00
H

 (4.2.3)

xryr
zr

 =

 ρ · cos(θ)
ρ · sin(θ) · cos(α)

H− ρ · sin(θ) · sin(α)

 (4.2.4)

4.2.2.2 Calibración experimental del láser

Para estimar los parámetros α y H se ha empleado un tablero de
calibración con forma de triángulo rectángulo isósceles, representado
en la figura 4.2.3 como el triángulo ABC, donde ∠A = ∠C = 45° y
∠B = 90°. El plano de escaneado del láser es OLDE, y está ligeramente
inclinado hacia arriba un ángulo α con respecto al plano XRYR. Esta
inclinación hace que el láser mida el punto q (para θ = 90°), cuando
debería medir el punto p en el caso de que el plano de escaneado fuera
perfectamente paralelo al plano XRYR.

XR

YR

ZR

OR

A

B

C

45
°

OL

E

D

Plano de escaneado
q

p
α

H

Figura 4.2.3: Calibración de los parámetros del láser: α y H.

A partir de la imagen y según el teorema del coseno se obtiene (4.2.5).
Además, BC es conocido y DE = CE por ser un triángulo isósceles, de
modo que ZRE = BE = BC−DE.

DE =
√
ρ2D + ρ2E − 2ρDρEcos(θD − θE) (4.2.5)

Si se coloca el triángulo de calibración a dos distancias distintas,
a partir de (4.2.4) se obtiene el sistema de ecuaciones (4.2.6), donde
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se conocen todas las variables a excepción de α y H, que se pueden
obtener como (4.2.7) y (4.2.8) resolviendo el sistema.{

ZRE1 = H− ρE1 · sin(θE1) · sin(α)
ZRE2 = H− ρE2 · sin(θE2) · sin(α)

(4.2.6)

sin(α) =
ZRE1 −ZRE2

ρE2 · sin(θE2) − ρE1 · sin(θE1)
(4.2.7)

H =
ZRE1 · ρE2 · sin(θE2) −ZRE2 · ρE1 · sin(θE1)

ρE2 · sin(θE2) − ρE1 · sin(θE1)
(4.2.8)

Por tanto, los parámetros α y H del láser se pueden calcular a partir
de las distancias a los puntos en que el plano de medición del láser corta
al triángulo (ρE, ρD) así como los ángulos que corresponden a dichas
medidas (θE, θD), colocando el triángulo a dos distancias distintas. Para
lograr una mayor precisión en la calibración se ha colocado el triángulo
a 3 distancias distintas y se han efectuado las medidas pertinentes, tal
y como se indica en la tabla 4.2.1. A continuación, se han combinado
estas pruebas de dos en dos, utilizando las ecuaciones (4.2.7 y 4.2.8), y
se han promediado los resultados, obteniendo los valores mostrados en
la tabla 4.2.2.

prueba 1 prueba 2 prueba 3

ρE 0.669 m 1.341 m 2.185 m

ρD 0.650 m 1.332 m 2.183 m

θE 137.00º 145.25º 147.75º

θD 158.00º 155.50º 153.75º

Tabla 4.2.1: Parámetros resultantes de la medición del triángulo de calibración.

pruebas 1-2 pruebas 2-3 pruebas 1-3 promedio

α 0.40º 1.47º 1.01º 0.96º

H 0.258 m 0.244 m 0.254 m 0.252 m

Tabla 4.2.2: Parámetros resultantes de la calibración del láser.

4.2.3 calibración de la cámara

Para calibrar la cámara se ha utilizado el método de Roger Y. Tsai [107],
que se basa en el modelo de cámara estenopéica de proyección en
perspectiva de 3D a 2D teniendo en cuenta un modelo de distorsión
radial de primer orden. A pesar de que las lentes de las cámaras se ven
afectadas principalmente por distorsión radial y tangencial, Tsai excluye
de su modelo la tangencial al considerar que no es necesario tenerla
en cuenta en aplicaciones para visión industrial y además causaría
inestabilidad numérica en los cálculos.
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El algoritmo de calibración propuesto por Tsai se divide en dos etapas:
en la primera calcula la traslación en los ejes X e Y y la orientación
relativa de la cámara en 3D con respecto al sistema de referencia global;
en la segunda, calcula la distancia focal, los coeficientes de distorsión
de la lente y la traslación en el eje Z. En total el modelo calcula diez
parámetros, de los cuales cuatro son intrínsecos y seis extrínsecos.

parámetros intrínsecos: sirven para efectuar la transformación
de un punto en 3D en el sistema de referencia de la cámara a un
punto en 2D en el sistema de coordenadas de la imagen, y su
descripción se muestra en la tabla 4.2.3.

parámetros extrínsecos: definen la trasformación de un punto
en 3D en el sistema de referencia global a un punto en 3D en el
sistema de referencia de la cámara, y se encuentran descritos en
la tabla 4.2.4.

parámetro descripción

intrínseco del parámetro

f Distancia focal efectiva en el modelo de cámara es-
tenopéica, que equivale a la distancia del origen de
coordenadas de la cámara al plano de la imagen.

K1 Coeficiente de distorsión radial de primer orden.

(Cx, Cy) Coordenadas (en píxeles) del centro de distorsión
radial de la imagen.

Tabla 4.2.3: Parámetros intrínsecos de la cámara.

parámetro descripción

extrínseco del parámetro

Rx, Ry, Rz Ángulos de rotación para la transformación del sis-
tema de referencia global al de la cámara.

Tx, Ty, Tz Componentes de desplazamiento para la transforma-
ción del sistema de referencia global al de la cámara.

Tabla 4.2.4: Parámetros extrínsecos de la cámara.

4.2.3.1 Modelo matemático de la transformación

En la figura 4.2.4 se ilustra el problema de calibración de la cámara y
los distintos elementos a tener en cuenta. La cámara, —representada
mediante el sistema de referencia {XC, YC,ZC}— puede estar rotada y
desplazada en cualquiera de las tres direcciones del espacio con respecto
al sistema de referencia del robot —representado por {XR, YR,ZR}—. En
la imagen se observa además, como un mismo punto en el espacio tiene
diferentes coordenadas dependiendo de si se está observando desde
el sistema de referencia del robot (Pr) o desde el de la cámara (Pc).
Finalmente se puede apreciar también como el punto observado queda
registrado en el plano de la imagen {XI, YI}, que se encuentra a una
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distancia focal f del sistema de referencia de la cámara. El plano {U,V}
es similar al plano de la imagen, pero supone cambiar de unidades
de distancia a píxeles basándose en el tamaño del sensor CMOS de la
cámara, como se explicará más adelante.

XR

YR

ZR

OR

Pr(xr,yr,zr)
Pc(xc,yc,zc)

U

V

XI

YI

OC

XC

YC

ZC
f

Pi(xi,yi)
Puv(u,v)

Figura 4.2.4: Observación de un mismo punto P en el sistema de referencia del
robot (Pr), el sistema de referencia de la cámara (Pc) y proyección
del punto en el plano de la imagen (Pi).

La transformación de un punto en coordenadas del robot (xr,yr, zr)
a coordenadas de la cámara (xc,yc, zc) se puede hacer mediante las
ecuaciones (4.2.9) – (4.2.11), donde RC y TC son la matriz de rotación y
el vector de traslación obtenidos al efectuar el proceso de calibración.

xcyc
zc

 = RC

xryr
zr

+ TC (4.2.9)

RC =

R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

 TC =

TxTy
Tz

 (4.2.10)

R11 = cos(Ry) cos(Rz)

R12 = − cos(Rx) sin(Rz) + sin(Rx) sin(Ry) cos(Rz)

R13 = sin(Rx) sin(Rz) + cos(Rx) sin(Ry) cos(Rz)

R21 = cos(Ry) sin(Rz)

R22 = cos(Rx) cos(Rz) + sin(Rx) sin(Ry) sin(Rz)

R23 = − sin(Rx) cos(Rz) + cos(Rx) sin(Ry) sin(Rz)

R31 = − sin(Ry)

R32 = sin(Rx) cos(Ry)

R33 = cos(Rx) cos(Ry)

(4.2.11)

Una vez transformadas las coordenadas del punto al sistema de
referencia de la cámara, el siguiente paso es averiguar en qué lugar del
plano de la imagen se efectuará la proyección del punto observado. En
la figura 4.2.5 se muestra una simplificación de la figura 4.2.4, donde



4.2.3 calibración de la cámara 79

aparecen únicamente los ejes de la cámara y el plano de la imagen en
vista de perfil. Para obtener las coordenadas del punto en el plano de la
imagen (xi,yi), por semejanza de triángulos se tiene que f/zc = yi/yc,
y del mismo modo se puede establecer una relación de semejanza para
xi. El resultado se refleja en el sistema de ecuaciones (4.2.12).

YC

ZC
OC

YI

f

yi =
f·yc

zc

Pi(xi,yi)

Pc(xc,yc,zc)
yc

zc

Figura 4.2.5: Proyección de un punto (Pc) en el plano de la imagen (Pi).

xi = f · xc
zc

yi = f · yc
zc

 (4.2.12)

En una cámara digital, el plano de la imagen se sitúa sobre un sensor
(un array de células fotosensibles) que es el encargado de registrar la
intensidad de luz procedente de cada punto de la escena observada.
Por lo tanto, (4.2.12) expresa las coordenadas (xi,yi) en las mismas
unidades que (xc,yc, zc), es decir, en unidades de distancia que indican
la posición de la superficie del sensor donde se ha registrado el punto.
Sin embargo, lo que se desea es conocer las coordenadas del punto en
píxeles, y para ello se necesita un factor de conversión de distancia a
píxeles, que dependerá del tamaño concreto del sensor de la cámara.

En la figura 4.2.6 se muestra una representación de un sensor CMOS,
donde ws y hs representan las dimensiones del sensor, y nx y ny el
número de píxeles.

dx = ws
nx

dy = hs
ny

ws (distancia)

hs (distancia)

nx (píxeles)

ny (píxeles)

Figura 4.2.6: Dimensiones del sensor CMOS y distancia entre píxeles (dx,dy).
Cada píxel se forma interpolando dos muestras de color verde,
una roja y una azul mediante un filtro de Bayer.

Los factores de conversión dx = ws/nx y dy = hs/ny representan la
distancia que existe entre dos píxeles en las dos dimensiones del sensor,
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y utilizándolos en la ecuación (4.2.12), se obtienen las coordenadas
en píxeles (u, v), como se indica en (4.2.13), donde (Cx,Cy) son las
coordenadas del centro de la imagen en píxeles.

u =
f · xc
dx · zc

+Cx

v =
f · yc
dy · zc

+Cy

 (4.2.13)

Combinando los dos pasos anteriores, y utilizando coordenadas
homogéneas, la transformación de un punto en coordenadas el robot
(xr,yr, zr) a un punto en el plano de la imagen en píxeles (u, v) se
resume en las ecuaciones (4.2.14) y (4.2.15).uv

w

 =


f
dx

0 Cx

0 f
dy

Cy

0 0 1

 ·
Rc ·

xryr
zr

+ Tc

 (4.2.14)

uv
w

 =

u/wv/w
1

 (4.2.15)

4.2.3.2 Calibración experimental de la cámara

El algoritmo de calibración de Tsai se basa en calcular los parámetros
intrínsecos y extrínsecos de la cámara (tablas 4.2.3 y 4.2.4) a partir de
un conjunto de puntos con sus coordenadas especificadas tanto en
el sistema de referencia del robot (xr,yr, zr), como en el plano de la
imagen (u, v).

En la figura 4.2.7 se muestra una de las imágenes utilizadas para la
calibración, donde se han identificado manualmente las coordenadas
en píxeles de los puntos P1,P2 y P3. Antes de la calibración sería

P1(u1, v1)
P2(u2, v2)

P3(u3, v3) Láser con zr = H
Láser con zr = 0

Figura 4.2.7: Una de las imágenes utilizadas para la calibración de la cámara.
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complicado averiguar las coordenadas de la imagen correspondientes a
los puntos de la caja en los que el láser incidiera (zr = H). Por lo tanto,
se han seleccionado los vértices inferiores de la caja (zr = 0) porque es
más fácil averiguar sus coordenadas en píxeles en la imagen.

Para obtener las coordenadas correspondientes a los puntos P1−3 en
el sistema de referencia del robot, se han proyectado las medidas del
láser con zr = H en el suelo, simplemente haciendo zr = 0. Los datos
del láser correspondientes a la imagen 4.2.7 se muestran en la figura
4.2.8.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

5

6

Cam

P1(xr1,yr1,0)

P2(xr2,yr2,0)

P3(xr3,yr3,0)

Figura 4.2.8: Captura de datos láser correspondientes a la imagen de la figura
4.2.7.

Para un funcionamiento óptimo del método de calibración de Tsai,
las coordenadas del conjunto de datos de entrada en el sistema de
referencia del robot deben corresponder a puntos distribuidos en el
rango de distancias en el que se espera utilizar el modelo. Asimismo,
las coordenadas en píxeles correspondientes a los datos de entrada
deben abarcar el máximo campo de visión posible de la cámara.

Además, el método de calibración dispone de dos variantes: una para
datos ubicados en el mismo plano, y otra para datos en distinto plano,
necesitándose en ambos casos un mínimo de 11 puntos para obtener
un resultado óptimo. En nuestro caso se ha optado por la calibración
de datos coplanarios utilizando un total de 14 datos de entrada, que se
recogen en la tabla 4.2.5. Una vez aplicado el método de calibración se
han obtenido los parámetros de la tabla 4.2.6.

4.2.4 fusión de datos

En los apartados previos se han obtenido los parámetros del láser y
la cámara, y se han deducido los modelos matemáticos para efectuar
transformaciones del sistema de referencia del láser al del robot (4.2.4), y
del sistema de referencia del robot al de la cámara (4.2.14). Combinando
estas dos ecuaciones, se puede proyectar un punto del láser (ρ, θ) en
la imagen (u, v, 1). Así, se logra una fusión de datos a bajo nivel, y se
consigue añadir información de profundidad a las imágenes, algo que
resulta fundamental para el método de extracción de características que
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presentamos en la parte 5. En la figura 4.2.9 se puede ver un ejemplo de
la fusión de datos, con los puntos del láser proyectados en la imagen.

Figura 4.2.9: Resultado de la fusión de datos: superposición del láser en la
imagen de calibración.

xr(m) yr(m) zr(m) u(px) v(px)

-1,902 5,225 0 296 765

-1,554 5,083 0 377 773

-1,302 5,640 0 470 753

-1,060 2,125 0 122 1026

-0,688 1,942 0 298 1073

-0,413 2,469 0 543 974

-0,085 1,957 0 704 1074

0,328 1,962 0 975 1076

-0,052 5,923 0 758 747

0,363 5,941 0 850 747

1,520 4,292 0 1227 814

1,877 4,152 0 1364 822

0,540 2,080 0 1097 1050

0,921 1,889 0 1379 1093

Tabla 4.2.5: Coordenadas para la calibración de la cámara.

Parámetro Valor

In
tr

ín
se

co
s f 3,736 mm

K1 3,621 · 10−3 1
mm2

Cx 772 px

Cy 676 px

(a)

Parámetro Valor

Ex
tr

ín
se

co
s

Tx −34,538 mm

Ty −743,826 mm

Tz 29,232 mm

Rx 94,07º

Ry 0,31º

Rz 0,45º

(b)

Tabla 4.2.6: Parámetros resultantes de la calibración.
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4.3
R E S U M E N

En esta parte se ha ofrecido la información esencial para comprender
los fundamentos del método de extracción de características que se
describe en la parte 5. En el capítulo 4.1 se estudian los sensores a bordo
de nuestro robot Morlaco: un escáner láser Sick lms 200, una cámara
monocular de Logitech modelo Webcam Pro 9000 y un par de encoders
ópticos rotatorios de USDigital.

Para el láser se describen sus características y modo de funciona-
miento, y a continuación se modela estadísticamente tanto el error
que comete en la distancia medida como el error en el posicionamien-
to angular de cada rayo de luz emitido. En el caso de la cámara, lo
fundamental es comprender el modelo matemático correspondiente a
la proyección en perspectiva para transformar un punto del mundo
real en 3d a un punto 2d en la imagen. Para ello se estudia el modelo
de lente delgada, así como una simplificación de este modelo amplia-
mente empleada y de gran utilidad: el modelo de cámara estenopéica.
Finalmente, se estudia brevemente el funcionamiento de los encoders.

En el capítulo 4.2 se describe la aplicación de un procedimiento de
fusión sensorial a bajo nivel para combinar los datos del láser y la
cámara. El procedimiento se basa en definir sistemas de referencia para
el láser, la cámara y el robot. A continuación, se calibra el láser, lo que
permite estimar su orientación y altura con respecto al robot. La cámara
también se calibra, obteniéndose un conjunto de parámetros intrínsecos
que definen el modelo de cámara estenopéica, así como un conjunto de
parámetros extrínsecos que especifican el desplazamiento y la rotación
de la cámara con respecto al robot.

Estos procedimientos de calibración sirven para establecer los mode-
los matemáticos para transformar un punto del sistema de referencia
del láser al del robot, y del sistema de referencia del robot al de la
cámara. Finalmente, utilizando las dimensiones y el número de píxeles
del sensor CMOS de la cámara, se pueden convertir píxeles en distancia
real en metros, efectuando así la transformación final del sistema de
referencia de la cámara al plano de la imagen.

Gracias a estas transformaciones, un punto medido por el láser se
puede proyectar en su lugar correspondiente en las imágenes obtenidas
por la cámara, y también se puede averiguar para un píxel de la imagen
su posición en el mundo real. Ambos cálculos son fundamentales para
el método de extracción de características que proponemos.
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5.1
P E R S P E C T I VA G E N E R A L

La inigualable capacidad de comprensión y análisis espacial del ser
humano es una de nuestras características más distintivas y nos permite
realizar un sinfín de tareas a diario. Adquirir capacidades similares es
sin duda una de las características que algún día constituirán la base
operativa de cualquier robot. En un intento por avanzar en esta direc-
ción, el objetivo de este trabajo es resolver algunos de los problemas de
un robot móvil relacionados con el conocimiento espacial.

El esquema conceptual del sistema que proponemos se muestra en
la figura 5.1.1. Como se puede observar los diferentes elementos del

Distancias
Incrementales

SGBDOR

MAPA
SIG

Sensor Virtual

Predicción de
la observación

Puertas en 
coordenadas
globales

Puertas en 
coordenadas
del robot

Asociación
de datos

Encoders

Predicción 
del estado

Estado
estimado

Láser Visión
Fusión

Calibración

Detección de puertas

Datos Espaciales

Puertas en 
coordenadas
locales

Correción 
del estado

Innovación 
de las puertas
asociadas

Estado
estimado
corregido

1

2

3 4

5

Localización EKF

Figura 5.1.1: Sistema de localización basada en un EKF utilizado junto con
nuestro sistema de detección de puertas y un SIG para manejar la
información espacial del entorno.

esquema se encuentran agrupados en tres rectángulos de línea punteada
que pretenden abstraer los aspectos fundamentales que constituyen
nuestra propuesta:

• Un novedoso sistema de percepción de información simbólica en
el entorno que permite detectar puertas y conocer su posición en
el mundo con respecto al robot. Para ello utilizamos un sensor
virtual que permite fusionar datos láser y visión monocular.

• Un Sistema de Información Geográfica (SIG) para almacenar los datos
espaciales del entorno del robot. Gracias a esto el robot puede
realizar consultas espaciales al mapa almacenado en la base de
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datos espacial subyacente y acceder a la información simbólica
del entorno (puertas, ventanas, habitaciones, etc.).

• Un sistema de localización basado en el filtro extendido de Kal-
man (EKF), integrado junto con nuestro sistema de detección de
puertas y el SIG. De este modo el robot se mantiene localizado
utilizando la información simbólica que extrae del entorno, con-
trastándola con los datos espaciales del mapa almacenados en el
SGBDOR del SIG.

Este capítulo tiene como objetivo ofrecer una visión global de la
solución que planteamos, y en los sucesivos capítulos que componen
esta parte se realizará una explicación más detallada. En la sección 5.1.1
se presenta un breve análisis de los beneficios de fusionar datos de un
escáner láser y una cámara de visión monocular. Haciendo uso de la
fusión sensorial, el apartado 5.1.2 ofrece una visión general del papel
que desempeñan láser y visión en el proceso de detección de puertas,
y que será analizado con mucho mayor detalle en los capítulos 5.2 y
5.3. La sección 5.1.3 explica concisamente las ventajas de utilizar un SIG

en un sistema de localización, y se discute en detalle en el capítulo 5.4.
Finalmente, en el apartado 5.1.4 se describe el funcionamiento básico
de las dos etapas de un EKF, y se ampliará la discusión en el capítulo
5.5.

5.1.1 fusión sensorial

Para poder percibir su entorno los robots necesitan sensores exterocep-
tivos. Entre la enorme variedad de sensores existente [38], dos de los
más empleados son las cámaras de visión y el escáner láser, que son
precisamente los dos sensores principales de Morlaco (ver apéndice A).

Una ventaja de los datos visuales obtenidos por una cámara es que
son potencialmente más informativos que los datos de profundidad
medidos por sensores de distancia como el láser. Las imágenes permi-
ten detectar objetos en función de su color, forma y tamaño, mientras
que la detección de objetos mediante láser es bastante más limitada.
Una imagen además obtiene datos del entorno con una resolución
angular mucho mayor. Por ejemplo, una cámara con una resolución de
1920× 1020 px y un ángulo de visión horizontal de unos 70º tendría
una resolución angular de 0, 03º, mientras que un láser trabaja con
una resolución angular típica de 0.25− 1º. A pesar de sus potenciales
ventajas, el principal inconveniente de la visión es que es muy compleja
de analizar. La visión es estereoscópica añade la capacidad de percibir
profundidad, pero requiere correspondencia de texturas, es compu-
tacionalmente costosa y produce resultados imprecisos para muchos
píxeles. Además, los entornos interiores a menudo carecen de textura,
lo cual es un problema para la visión estéreo.

Por mucho que se analicen las ventajas e inconvenientes de los
diferentes sensores existentes, no es recomendable confiar en un único
dispositivo para obtener información del entorno, puesto que se pueden
producir situaciones en las que las limitaciones de los sensores queden
en evidencia. Por ejemplo:

• En un entorno con condiciones de escasa o nula iluminación
una cámara de visión quedaría práctica o totalmente inutilizada
para cualquier tipo de actividad. Por el contrario, una cámara de
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infrarrojos, un escáner láser, o un sónar no se verían afectados
por la falta de luz.

• Objetos de cristal, como la mayoría de ventanas y también al-
gunas puertas, resultan invisibles para un escáner láser y muy
difícilmente observables por una cámara, pero son fácilmente
detectables por un sónar.

Para evitar este tipo de problemas es conveniente utilizar un conjunto
de sensores que complementen sus virtudes, mediante lo que se conoce
como fusión sensorial: combinar datos procedentes de diferentes dispo-
sitivos obteniendo una información más robusta y precisa del entorno
que cuando los datos se utilizan individualmente.

5.1.1.1 Beneficios de fusionar láser y visión

La combinación de sensores de visión con sensores de distancia es
especialmente complementaria. De ahí que la fusión sensorial entre láser
y visión constituya una parte fundamental del método de detección de
puertas que presentamos. Las principales ventajas obtenidas son:

• Cualquier punto del láser o del mundo real puede ser proyectado
en una imagen, añadiendo así profundidad a la imagen.

• Se puede realizar extracción de características en el láser y pro-
yectarlas en la imagen. Así se obtiene un resultado final similar
a detectar la misma característica en la imagen, pero el coste
computacional es mucho menor.

• Un píxel de la imagen puede ser aproximado a un punto del
mundo real. Es decir, se consigue añadir profundidad a las imáge-
nes sin necesidad de utilizar visión estéreoscópica. Esto se puede
lograr mediante un procedimiento de búsqueda e interpolación,
dado que se conoce la equivalencia entre los puntos de un barrido
láser y los píxeles correspondientes.

• Es posible resolver el problema de la localización de un robot
a partir de la detección de objetos en la imagen (puertas en
nuestro caso). Para la localización es fundamental determinar la
posición de los objetos detectados en la imagen, que es sencillo
de conseguir gracias a la fusión sensorial, pero extremadamente
complicado a partir de una única imagen.

En la figura 5.1.2 se muestra la proyección de un barrido láser en la
imagen obtenida en el mismo instante de tiempo. Los puntos láser a
más de 8 metros de distancia han sido eliminados, puesto que indican
que el haz de luz no ha interferido con ningún objeto, y por ello no
se muestran puntos entre las dos paredes del pasillo. Este ejemplo se
utilizará como hilo conductor en el siguiente apartado para explicar
a un alto nivel de abstracción nuestro procedimiento de detección de
puertas.

5.1.2 detección de puertas

El algoritmo de detección de puertas que proponemos se basa en el
análisis visual, si bien aprovecha la extracción de características del láser
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Figura 5.1.2: Izquierda: barrido láser (azul) junto con el ángulo de visión de
la cámara (rojo). Derecha: proyección de los puntos láser en la
imagen tomada por la cámara en el mismo instante de tiempo.

para calcular regiones en la imagen donde es más probable encontrar
puertas. En estas regiones se buscan posibles laterales de las puertas y
por último se utilizan criterios métricos y posicionales para completar
el proceso de detección. A continuación se explica brevemente este
proceso, que será detallado exhaustivamente en los capítulos 5.2 y 5.3.

5.1.2.1 Regiones de interés

En entornos interiores, las puertas normalmente están ubicadas en las
paredes. Siempre cabe la posibilidad de encontrar alguna puerta en el
suelo o en el techo, para acceder a un desván o un sótano, por ejemplo.
No obstante, ésta no es la norma, sino una excepción muy poco habitual.
Por lo tanto, buscar puertas en partes de la imagen que correspondan
al techo o al suelo sería una completa pérdida de tiempo, y es bien
sabido que el análisis de una imagen es muy costoso. Por lo tanto,
como primer paso se ha decidido definir regiones de interés (RDI) en la
imagen, restringiendo la búsqueda de puertas a la parte de la imagen
donde están las paredes. De este modo no sólo se consigue eliminar
de la imagen las áreas en las que es muy poco probable encontrar
puertas, o posibles reflejos en el suelo, sino que además el tiempo
de procesamiento disminuye al reducirse efectivamente el número de
píxeles a analizar.

Detectar el suelo, el techo y las paredes en una imagen es un proceso
complejo y costoso. Sin embargo, en un barrido láser las paredes se
pueden detectar con un coste computacional mínimo, tal y como propo-
nemos en el capítulo 5.2. Además, gracias a la calibración entre el láser
y la cámara que utilizamos (ver capítulo 4.2), se pueden proyectar las
paredes detectadas por el láser en la imagen. De esto modo se consigue
delimitar en la imagen las regiones de interés donde encontrar puertas,
como se muestra en la figura 5.1.3.

5.1.2.2 Detección de líneas verticales

La mayoría de las puertas tienen un color o una textura que las hace
visualmente diferentes de la pared adyacente. Por esta razón, los píxeles
laterales de una puerta normalmente presentan grandes cambios de
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Figura 5.1.3: Izquierda: detección de las paredes (en rojo) en el barrido láser.
Derecha, proyección de la línea de la pared a la altura del suelo y
a la altura de la puerta, para definir regiones de interés (en azul)
en las que buscar puertas.

intensidad con respecto a la intensidad de los píxeles de la pared. Esto
da lugar a líneas verticales claramente visibles.

Otro aspecto a tener en cuenta para detectar puertas correctamente,
es que dependiendo de la distancia a la que se encuentren, su tamaño
en la imagen varía debido a la deformación por perspectiva. Gracias
a las RDI definidas anteriormente, se conoce el alto que debe tener
una puerta a cualquier distancia, obteniendo así una información muy
valiosa y difícil de obtener de otra manera.

Por lo tanto, después de definir las RDI, el siguiente paso que propo-
nemos es detectar líneas verticales en la imagen con el fin de detectar
los laterales de las puertas. Para lograrlo, planteamos sumar y restar
áreas de píxeles contiguas a lo largo de las RDI, mediante el uso de
una ventana deslizante, como se muestra en la figura 5.1.4a. Una de las

- +
desplazar

a b

Figura 5.1.4: a) Búsqueda de cambios de intensidad verticales en la imagen
utilizando ventanas deslizantes a lo largo de las regiones de interés.
b) Resultado de aplicar las ventanas deslizantes a la imagen.

mitades de la ventana suma los píxeles mientras que la otra los resta. Si
la ventana se aplica a un área uniforme, como una pared por ejemplo,
el resultado es un valor muy cercano a cero. Cuando la ventana pasa
justo sobre el lateral de una puerta, los píxeles de una mitad tendrán un
valor muy distinto a los de la otra mitad, y como resultado se obtendrá
un valor muy distinto de cero. La línea de la figura 5.1.4b muestra el
resultado de aplicar la ventana deslizante a la imagen, y se observa
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claramente como los picos se corresponden con las líneas verticales. En
el capítulo 5.3 se explica en detalle esta técnica y su optimización.

5.1.2.3 Detección de puertas y cálculo de su posición

Una vez detectadas las líneas verticales, cada una de ellas constituye
un candidato a ser el lateral de una puerta. Es decir, algunas líneas
serán realmente el lateral de una puerta, mientras que otras pueden
corresponder al lateral de una estantería u otro objeto, como se puede
apreciar en la figura 5.1.4b. Por lo tanto, el último paso consiste en
buscar qué pares de líneas constituyen una puerta, utilizando criterios
de distancia métrica como se explica en el capítulo 5.3.

Además, una vez detectada una puerta, se calcula su posición en el
mundo real para poderla utilizar en el proceso de localización del robot.
En la figura 5.1.5 se muestra mediante áreas en verde el resultado final
de la detección de puertas para el ejemplo utilizado a lo largo de este
apartado.

Figura 5.1.5: Resultado final de la detección de puertas.

5.1.3 manejo de datos espaciales mediante un sig

Uno de los aspectos fundamentales de un sistema de localización, e
íntimamente relacionado a la vez con el problema del conocimiento
espacial, es cómo representar la información del entorno de un modo
escalable, interoperable y compatible con el ser humano [108]. Los
sistemas de información geográfica (SIG) son probablemente la única
tecnología existente capaz de cumplir estos tres requisitos:

• Son capaces de representar la información a cualquier escala,
desde los muebles de una habitación en un edificio, hasta infor-
mación a nivel de naciones, como por ejemplo áreas de cultivo,
bosques, etc.

• Su interoperabilidad con otros estándares es cada vez mayor.
Gracias a recientes esfuerzos de compatibilidad por parte de
la industria, hoy en día se pueden utilizar junto con sistemas
de gestión de infraestructuras asistidos por computador (CAFM),
sistemas de gestión integrada del espacio de trabajo (IWMS), mo-
delado de información de construcción (BIM) o diseño asistido por
computador (CAD), entre otros.
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• Son completamente compatibles y fácilmente interpretables por
el ser humano, porque en sus orígenes fueron diseñados con la
intención de analizar y visualizar datos geoespaciales. Además
la información se puede modelar simbólicamente y separar en
capas independientes.

La información espacial es difícil de obtener, y la interoperabilidad
permite a los SIG reutilizar modelos espaciales de lugares previamente
modelados. Al integrar un sistema de localización con un SIG, se abre la
posibilidad por ejemplo, de mantener localizado al robot en cualquiera
de los sistemas con los que un SIG sea compatible, como por ejemplo en
sistemas de gestión de infraestructuras. De este modo se podría incluir
al robot como un recurso más y facilitar su gestión.

En nuestro caso aprovechamos la interoperabilidad de los SIG para
obtener la información de modelado de un edificio via CAD, y utilizarla Otra opción sería

utilizar un modelo
BIM, como Borkowski
et al. [18]

como mapa del entorno del robot. El modelo espacial del edificio queda
así introducido en la base de datos espacial asociada al SIG, y el robot
puede hacer consultas espaciales preguntando qué puertas son visibles
desde su posición. Esta consulta, junto con la detección de puertas son
dos procesos fundamentales para efectuar la asociación de datos, y que
permiten al EKF corregir su posición, tal y como se indica en el esquema
de la figura 5.1.1.

En el capítulo 5.4 se analiza en detalle cómo introducir un modelo
CAD en un SIG y cómo realizar consultas a una base de datos espacial.

5.1.4 localización

Al igual que sucede al aplicar cualquier filtro de Kalman, la aplicación
del EKF para resolver el problema de la localización de un robot móvil
consiste en un proceso cíclico de dos fases: predicción y corrección. En la
figura 5.1.6 se muestra este ciclo de forma muy concisa y aplicado a
nuestro problema de localización, aunque será explicado con detalle en
el capítulo 5.5.

Predicción

1. Predicción de la
posición (odometría)

2. Predicción del error

Corrección

1. Asociación de datos
(detección de puertas y
consulta al SIG)

2. Corrección de la
posición

3. Corrección del error

Figura 5.1.6: Funcionamiento cíclico del EKF aplicado a la localización de un
robot móvil.

5.1.4.1 Fase de predicción

En esta fase, se aplica el modelo odométrico del sistema (capítulo 3.3)
al desplazamiento medido por los encoders durante un incremento de
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tiempo. Esto permite obtener una estimación de la posición del robot
al transcurrir un instante de tiempo. Además de la posición, también
se actualiza el error en la posición, puesto que los filtros de Kalman
son probabilísticos y el estado se modela mediante variables aleatorias
gaussianas.

El problema de esta fase es que la información odométrica es una
medida propioceptiva, y esto implica que no depende de referencia
externa y el error en la posición aumenta ilimitadamente a medida que
transcurre el tiempo. Por lo tanto, resulta imprescindible corregir la
estimación de la posición mediante medidas más fiables que hagan
referencia a alguna característica externa, consiguiendo así acotar el
error. De ello se encarga la fase de corrección del EKF.

5.1.4.2 Fase de corrección

La etapa de corrección es bastante más compleja que la de predicción.
Esto se debe principalmente a que depende de uno del aspectos más
críticos en lo que respecta al problema de la localización: el proceso de
asociación de datos. Este proceso consiste básicamente en establecer
una correspondencia entre las características del entorno observadas
por el robot y las mismas características almacenadas en el mapa. La
principal dificultad reside en la posibilidad de efectuar asociaciones
erróneas, que en ocasiones pueden causar la divergencia del filtro y
que el robot se pierda por completo. Existen diferentes técnicas de
asociación de datos, y se ha optado por utilizar una búsqueda del
vecino más próximo (nearest neighbor) basada en puertas de validación
y distancias de Mahalanobis.

En nuestro caso la asociación de datos depende directamente de las
puertas detectadas por el sensor virtual del robot (capítulos 5.2 y 5.3),
así como del sistema de información geográfica en el que se almacena
el mapa del entorno (capítulo 5.4). Las puertas observadas están en
coordenadas robocéntricas, mientras que las puertas del mapa están en
coordenadas globales. A través del modelo de observación (capítulo
3.4) se predice la posición de las puertas almacenadas en el SIG, es
decir, se transforman a coordenadas robocéntricas. De este modo la
asociación de datos se puede llevar a cabo, y se calcula una corrección
de la posición. Además, al igual que en la fase de predicción, se corrige
también el error en la estimación de la posición.
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5.2
E X T R A C C I Ó N D E C A R A C T E R Í S T I C A S C O N L Á S E R

En este capítulo se describe el método que proponemos para detectar
las paredes de un pasillo utilizando un escáner láser. Para definir
matemáticamente las paredes se necesita estimar la orientación relativa
de la pared con respecto al robot, así como la distancia a la que se
encuentra. Gracias al uso de histogramas, calculamos ambos parámetros
de una forma rápida y eficiente. En el siguiente capítulo se describe
cómo utilizar las paredes detectadas para calcular regiones de interés
en las imágenes y acelerar el proceso de detección de puertas.

5.2.1 definición y ejemplo de barrido láser

En cada instante de tiempo t, el escáner del robot obtiene un barrido
láser, es decir, un conjunto de datos abarcando un semicírculo definido
como:

S = {s1, . . . , sn | si = (ρi,ϕi)} (5.2.1)

donde ρi y ϕi son las coordenadas polares del i-ésimo punto y el sensor
es el origen del sistema de referencia. El láser, utilizando una resolución
angular fija ∆ϕ = ϕi −ϕi−1, obtiene los puntos secuencialmente y
en sentido anti-horario, comenzando en ϕmin = ϕ1 y terminando
en ϕmax = ϕn. A lo largo de este trabajo se ha utilizado n = 361,
∆ϕ = 0.5◦, y una amplitud de barrido ϕmax −ϕmin = 180◦.

En la figura 5.2.1 se muestra un ejemplo concreto de barrido láser.
El robot está ubicado en el origen de coordenadas y su dirección de
avance coincide con la dirección del eje Y.
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Figura 5.2.1: Ejemplo de barrido láser en un pasillo de la facultad.
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5.2.2 cálculo de la orientación de un pasillo

Para encontrar el ángulo α que el pasillo forma con la dirección de
avance del robot, se ha optado por utilizar histogramas angulares. La idea
de histograma angular se ha extraído del trabajo de Weiß et al. [112],
pero hemos realizado una modificación para obtener unos mejores
resultados.

5.2.2.1 Histograma angular

La técnica original consiste en transformar un barrido láser S a coor-
denadas cartesianas. Así, los puntos se pueden interpretar como un
conjunto de vectores ~V cuyo inicio es el origen de coordenadas:

~V =
{
~v1, . . . , ~vn

∣∣ ~vi = (ρi · cos(ϕi), ρi · sin(ϕi)
)}

y donde las coordenadas polares del punto (ρi,ϕi) coinciden con el
módulo y dirección de ~vi. La diferencia entre dos vectores consecutivos
es también un vector y calculada sobre ~V produce otro conjunto:

~W =
{
~w1, . . . , ~wn−1

∣∣ ~wi = (~vi+1 −~vi)
}

(5.2.2)

El histograma angular es un histograma en el que se acumulan las
direcciones de los vectores del conjunto ~W. Cuando un barrido láser
registra superficies planas, los vectores de ~W son prácticamente colinea-
les, y el histograma presenta máximos locales en la dirección principal
de la mayoría de elementos ~wi. Por lo tanto, gracias a un histograma
angular se puede averiguar la dirección principal de alineamiento de
los puntos de un barrido láser.

Uno de los problemas de utilizar vectores consecutivos para calcular
~W es que muy cerca del sensor la densidad de puntos es muy alta y la
longitud de los vectores puede ser incluso ‖~wi‖ 6 1mm. Para vectores
tan pequeños, el ruido en la medida del láser (σl ≈ 1− 5mm) es del
orden de la longitud del vector, y esto introduce grandes errores en
la dirección calculada. Sin embargo este error desaparece cuando σl
es despreciable en comparación con ‖~wi‖. Como solución, Weiß et al.
sugieren calcular los elementos de ~W como la diferencia entre vectores
no consecutivos:

~W =
{
~w1, . . . , ~wn−j

∣∣ ~wi = (~vi+j −~vi)
}

(5.2.3)

donde j se debe decidir experimentalmente y es fijo para todos los
~wi. Al calcular la diferencia entre un vector y su j-ésimo sucesor, las
direcciones de los vectores resultantes están menos influenciadas por
ruido.

5.2.2.2 Propuesta de histograma angular mejorado

Después de realizar numerosas pruebas experimentales utilizando la
ecuacion (5.2.3), en algunos casos los máximos no son totalmente claros
y la dirección principal calculada no es la correcta. Esto se debe a que
la separación entre vecinos no consecutivos, j, es un valor fijo y no
garantiza que los vectores ~wi tengan una longitud mínima.

La solución que proponemos consiste en modificar la ecuación (5.2.3)
considerando una métrica basada en la distancia euclídea:

~W =
{
~w1, . . . , ~wt

∣∣ ~wi = (~vi+j −~vi), ‖ ~wi‖ > dh
}

(5.2.4)
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Al igual que en el caso anterior, cada vector ~wi se calcula como la
diferencia entre vectores no consecutivos. Sin embargo, en lugar de
utilizar un valor fijo para j, nosotros proponemos que j varíe para cada
~wi, de modo que el vector ~vi+j sea el que cumpla que ‖ ~wi‖ > dh.
Como j es variable, el número de elementos del conjunto, t, es variable
y no se puede conocer a priori, puesto que depende de la distancia
umbral escogida y del barrido láser en concreto. El valor de la distancia
umbral dh se debe decidir experimentalmente, y en nuestro caso lo
hemos fijado en dh = 0.30m. En la figura 5.2.2 se muestra un ejemplo
gráfico de lo explicado.
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~vi ~vi+j

~wi, ‖~wi‖ > dh

x(m)

y(m)

Figura 5.2.2: Ejemplo de cálculo de ~wi en un fragmento del barrido láser de la
figura 5.2.1

Al exigir que los elementos de ~W tengan una longitud mínima, se
garantiza que el ruido en la medida del láser sea despreciable con
respecto a la longitud de los vectores ~wi y no afecte al cálculo de los
ángulos.

5.2.2.3 Algoritmo para calcular la dirección de un pasillo

El algoritmo 5.2.1 resume lo explicado y muestra el procedimiento para
calcular la dirección principal de un barrido láser. En primer lugar se
calcula el conjunto de vectores ~V a partir del barrido láser original,
y se construye un histograma h con un rango de −90º a 90º y barras
de anchura bw. A continuación, se calculan los vectores ~wi usando la
expresión (5.2.4) y se acumula su ángulo en la barra correspondiente
del histograma. Finalmente, la dirección principal del pasillo se obtiene
como la moda del histograma, cuyo cálculo se explica en el siguiente
apartado.

Algoritmo 5.2.1 Cálculo de la dirección principal de un barrido

1: procedure CalcularDirección(S)
2: ~V← polar_a_cartesianas(S)
3: h← histogram(−90, 90,bw)
4: for i← 1, · · · ,n− 1 do
5: for j← i+ 1, · · · ,n do
6: ~wi ← ~vi+j −~vi
7: if ‖~wi‖ > dh then
8: Acumular

(
angulo(~wi),h

)
9: end if

10: end for
11: end for
12: α← moda(h)

13: devolver α
14: end procedure
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Un aspecto muy relevante a la hora de acumular los ángulos en el
histograma es precisamente cómo calcular los ángulos. Este cálculo se
puede realizar de diferentes maneras, y en nuestro caso se ha optado
por hacerlo mediante la función arctan, con dominio [−90, 90]◦. Una
particularidad de esta función es que no distingue entre direcciones
diametralmente opuestas, y gracias a ello paredes enfrentadas aparecen
en el histograma con el mismo ángulo (cosa que no ocurriría si se
utilizara la función atan2). Así, en el caso de un pasillo, en el histograma
existirá únicamente un máximo.

5.2.2.4 Moda del histograma angular

Una vez construido el histograma, se necesita calcular la moda, es decir,
el valor que se repite con mayor frecuencia. La moda del histograma
indica la orientación del pasillo con respecto al robot. Los datos del his-
tograma angular son datos agrupados y por ello la moda del histograma
no se debe calcular simplemente buscando el pico más alto. Cada una
de las barras del histograma se denomina intervalo de clase, y el máximo
absoluto del histograma se denomina clase modal. Cuando todos los
intervalos de clase tienen el mismo tamaño, como sucede en el caso del
histograma angular, la moda se calcula mediante la siguiente fórmula:

M = L+

(
f1 − f0

2f1 − f0 − f2

)
bw (5.2.5)

donde L es el límite inferior de la clase modal; f1 es la frecuencia
absoluta de la clase modal; f0 y f2 son las frecuencias absolutas de los
intervalos anterior y siguiente a la clase modal respectivamente, y bw
es la anchura del intervalo de clase.

En la figura 5.2.3 se muestra el histograma angular para el barrido
láser de la figura 5.2.1, calculando los elementos de ~W como se indica
en la expresión (5.2.4). Tras diferentes pruebas experimentales se ha
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Figura 5.2.3: Histograma angular con barras de 0.5º de anchura correspondiente
a la figura 5.2.1.

utilizado una anchura de intervalo de clase bw = 0.5, lo que hace que el
número de barras sea 360. La clase modal en este ejemplo es el intervalo
[74.75− 75.25] grados. Si se tomase el centro de dicho intervalo como
moda, el ángulo resultante sería α = 75º. Sin embargo, calculando
la moda mediante la ecuación (5.2.5) resulta α = 75.09º. Gracias a
esto, el ángulo estimado está en un intervalo continuo, y se elimina la
discretización introducida al crear el histograma angular.
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5.2.3 alineación del barrido láser

El siguiente paso para poder detectar y calcular la distancia a las
paredes de un pasillo consiste en alinear el barrido láser con el eje Y. De
este modo, el proceso de detección de las paredes se puede realizar de
forma rápida y sencilla, tal y como se explicará en el siguiente apartado.

Sabiendo que la dirección principal calculada en el histograma angu-
lar es α, el conjunto de puntos S se rota de modo que quede alineado
con el eje Y. Además, se transforma a coordenadas cartesianas para po-
der detectar posteriormente las paredes. Esta transformación da lugar
a un nuevo conjunto de puntos R que se calcula como:

R =
{
r1, . . . , rn

∣∣ ri = (xi,yi)}[
xi

yi

]
=

[
cos(α) − sin(α)

sin(α) cos(α)

]
·
[
ρi cos(ϕi)

ρi sin(ϕi)

]
(5.2.6)

Aquellos puntos que se encuentran a una distancia mayor de 8 metros
se suprimen del conjunto R, dado que estos puntos indican que el haz
de luz emitido no ha regresado al sensor. En la figura 5.2.4, se muestra
el resultado de rotar el barrido láser de la figura 5.2.1.
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Figura 5.2.4: Barrido láser rotado y alineado con el eje Y,y eliminando los
puntos a más de 8 metros.

5.2.4 detección de paredes

Para detectar las paredes en un barrido láser no alineado con el eje
Y habría que emplear técnicas costosas computacionalmente y que
tuvieran tolerancia a outliers, tales como la transformada de Hough Un ’outlier’ es una

observación
numéricamente
distante del resto de
los datos de un
conjunto.

[36] o el método ransac [41], por ejemplo. Sin embargo, gracias a que
el barrido láser R se ha alineado de forma paralela al eje Y, las dos
paredes de un pasillo se pueden identificar fácilmente averiguando el
valor de la coordenada x que se repite con mayor frecuencia en R.

5.2.4.1 Histograma-X

Un método muy eficiente para calcular la coordenada x que se repite
con mayor frecuencia es utilizar un histograma-X [112] en el que se acu-
mulan las coordenadas x de los puntos de R. Es una técnica robusta ante
outliers, al igual que la transformada de Hough, o el método Ransac.
Mientras que estas dos técnicas son muy costosas computacionalmente,
el histograma-X requiere muy pocos recursos computacionales.

Cuando las dos paredes de un pasillo están visibles en un barrido
láser, el histograma-X tiene dos máximos indicando la distancia a
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la pared izquierda y la pared derecha. Los máximos son claramente
identificables porque la pared izquierda siempre tiene valores de x
negativos, mientras que la pared derecha tiene valores de x positivos.

En un histograma-X, cada punto del barrido láser acumulado en el
histograma incrementa la barra correspondiente en una unidad. Esto
presenta el inconveniente de que los tramos de superficies más cercanos
al láser tienen un mayor peso en el histograma, puesto que la densidad
de puntos es mayor en las cercanías del láser. En la figura 5.2.4 se
puede ver como para dos segmentos de la misma longitud (1m), el
número de puntos (np) que contiene cada uno varía enormemente en
función de la distancia al origen. En las cercanías del sensor hay 80
puntos en un metro, mientras que a 6m de distancia solamente hay 4.
En consecuencia, los puntos más cercanos al sensor determinarían el
resultado del histograma-X y podrían producirse errores en la detección
de la pared cuando la superficie más próxima correspondiese a otro
objeto distinto a la pared.

5.2.4.2 Propuesta de histograma-X mejorado

La solución que proponemos al problema del histograma-X consiste
en obtener un histograma en el que se acumule la longitud de las
superficies en lugar del número de puntos de dicha superficie. Mediante
esta modificación, la clase modal del histograma indica cuál es la
superficie de mayor longitud, y no importa si dicha superficie está cerca
o lejos del sensor, porque se acumula la longitud y no simplemente el
número de puntos.

La base de esta técnica es acumular en el histograma las distancias
entre cada par de puntos consecutivos. Para no introducir errores en
el histograma se necesita una etapa de preprocesamiento de los datos
del láser en la que se detecten los puntos de ruptura (breakpoints). Un
punto de ruptura se puede definir como una medida del láser asociada
a una discontinuidad ocurrida durante el proceso de escaneado [17].
Existen diferentes procedimientos para calcularlos, y en este caso hemos
utilizado un algoritmo de detección de puntos de ruptura diseñado en
nuestro Grupo de Robótica y denominado Distance-based Convolution
Clustering (DCC) (Clustering por Convolución de Distancias) [39].

Para explicar de manera más clara el procedimiento, se utilizará
el barrido láser rotado de ejemplo. En la figura 5.2.5 se muestran
etiquetados manualmente como a− g los diferentes segmentos en que
se podría dividir la pared izquierda. Los tramos a, d y f corresponden a
la pared principal. Además, se muestra una línea que indica el orden en
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Figura 5.2.5: Etiquetado de superficies (a − g) para la pared izquierda. Los
puntos de ruptura se indican mediante verde (inicio) y rojo (fin).
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que el láser ha adquirido los puntos, empezando por la pared derecha
(parte inferior izquierda de la figura) y en sentido antihorario. Los
puntos verdes y rojos indican el comienzo y el fin, respectivamente, de
un punto de ruptura en el proceso de escaneado. Por ejemplo, entre el
final del segmento g y el comienzo del f existe un punto de ruptura
que indica que la distancia entre ambos no debe ser acumulada en el
histograma. Aquellos puntos que estén más distantes en la dirección
del eje Y que en la dirección del eje X, tampoco se acumulan.

Después de acumular las distancias tal y como se ha descrito, el
histograma-X para la pared izquierda se muestra en la figura 5.2.6,
donde la anchura de cada barra se ha fijado en bw = 1 cm. Se pueden
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Figura 5.2.6: Histograma-X con barras de 1 cm de anchura para la pared iz-
quierda de la figura 5.2.5. La moda se encuentra en −123.1 cm.

diferenciar claramente 4 grupos de barras, y para cada uno de ellos se
han etiquetado las superficies correspondientes de la figura 5.2.5. El
grupo principal corresponde a las superficies a, c, f, capturadas en un
rango de 3cm (3 barras).

La moda del histograma-X se calcula del mismo modo que para el
histograma angular, tal y como se explicó en el apartado 5.2.2.4, y en
este caso está situada en −123.1 cm. El histograma-X para la pared
derecha se construye de manera similar, obteniendo una moda de 57.3
cm, como se muestra en la figura 5.2.7.
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Figura 5.2.7: Histograma-X con barras de 1 cm de anchura para la pared dere-
cha de la figura 5.2.5. La moda se encuentra en 57.3 cm.

5.2.4.3 Algoritmo para la detección de una pared

En un barrido láser rotado y alineado con el eje Y, la pared izquierda
tiene coordenadas x negativas, mientras que la pared derecha tiene
coordenadas x positivas. Por esta razón los algoritmos para detectar
ambas paredes son ligeramente diferentes.

El algoritmo 5.2.2 resume cómo detectar y calcular la distancia a la
pared izquierda. Si cada punto ri de R tiene coordenadas (rxi , ryi ), en
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primer lugar se crea un subconjunto de puntos N eligiendo aquellos
puntos de R con coordenadas rxi negativas. A continuación, se cons-
truye un histograma h cuyo rango es [xmin, xmax] y con una anchura
de barra bw. Una vez hecho esto, se calcula el conjunto de puntos
de ruptura, B mediante el algoritmo dcc comentado en el apartado
anterior. Si el punto ni es un punto de ruptura con respecto al punto
ni−1, entonces el elemento bi de B toma el valor verdadero. En caso
contrario valdrá falso.

Después de estos cálculos preliminares, se procede a acumular las
distancias entre puntos consecutivos. Si la diferencia de coordenadas
y entre dos puntos es mayor que la diferencia de coordenadas x, y no
existe un punto de ruptura, entonces se acumula la distancia euclídea
en el histograma. Por último, se calcula la moda con la expresión (5.2.5),
que establece la distancia a la pared izquierda (δi).

Algoritmo 5.2.2 Detectar y calcular la distancia a la pared izquierda

1: procedure Pared_Izquierda(R)
2: N← puntos de R con rxi < 0 . N← {n1, · · · ,nm}

3: xmin ← mı́n(Nx)
4: xmax ← máx(Nx)
5: m← num_puntos(N)

6: h← histograma(xmin, xmax,bw)
7: B← dcc_breakpoints(N) . B← {b1, · · · ,bm}

8: for i← 1, · · · ,m− 1 do
9: if (nyi+1 −n

y
i ) > (nxi+1 −n

x
i ) then

10: if bi+1 es falso then
11: incrementar(h,dist_euclidea(ni,ni+1))
12: end if
13: end if
14: end for
15: return moda(h) . Distancia a la pared izquierda
16: end procedure

La detección y el cálculo de la distancia a la pared derecha (δd)
se realiza de manera similar, pero cambiando el conjunto N por un
conjunto P que contenga únicamente los valores de R con x positivas.
En la figura 5.2.8 se muestra el resultado de la detección de las paredes
aplicado al barrido láser de ejemplo utilizado en este capítulo.
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Figura 5.2.8: Paredes detectadas y superpuestas (en rojo) encima del barrido
láser original.
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D E T E C C I Ó N D E P U E RTA S

En este capítulo se describe el método que proponemos para detectar
puertas en las imágenes tomadas por la cámara a bordo del robot, así
como para calcular la posición del centro de las puertas con respecto al
robot. En primer lugar se describe la construcción de regiones de interés
de la imagen a partir de las paredes detectadas por láser en el capítulo
anterior. A continuación, se presenta la utilización de características
pseudo-Haar para detectar líneas verticales correspondientes a los
laterales de las puertas. Finalmente, se describe como detectar puertas
de simple y doble marco a partir de las líneas verticales. Los métodos
se han formalizado matemáticamente y están especificados mediante
algoritmos.

5.3.1 cálculo de las regiones de interés

En el capítulo anterior se han descrito los algoritmos necesarios para es-
timar la orientación del pasillo con respecto al robot (α), así como para
detectar y calcular la distancia a las paredes derecha (δd) e izquierda
(δi). Gracias al procedimiento de calibración descrito en el capítulo
4.2 y aplicado a nuestro robot, cualquier medida del láser o incluso
cualquier punto del mundo real se puede proyectar en las imágenes
obtenidas por la cámara. Por lo tanto es posible proyectar las paredes
detectadas por el láser en la imagen.

En el sistema de referencia bidimensional del láser {XL, YL}, las pare-
des izquierda y derecha son dos rectas que en forma normal se definen
como:

ri : xlcos(α) + ylsin(α) = δi (5.3.1)

rd : xlcos(α) + ylsin(α) = δd (5.3.2)

Cada una de estas rectas corresponde a la vista en planta de una
pared en el mundo real. Para poder proyectar cada una de estas rectas
en la imagen, primero se debe definir cada pared como un plano en el
sistema de referencia tridimensional del robot {XR, YR,ZR}:

Πi : xrcos(α) + yrsin(α) = δi (5.3.3)

Πd : xrcos(α) + yrsin(α) = δd (5.3.4)

Los planos Πi y Πd son verticales e infinitos, de modo que la coorde-
nada zr puede tomar cualquier valor, y para calcular las regiones de
interés basta cortarlos con los planos:

Πf : zr = 0 (5.3.5)

Πt : zr = 2.0 (5.3.6)
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donde Πf es el plano del suelo y Πt es un plano paralelo al suelo pero
a la altura de la parte superior de la puerta (2 metros). El resultado
de estas intersecciones son cuatro líneas en un espacio tridimensional
que definen la parte inferior y superior de las RDI donde encontrar las
puertas.

Estas líneas están definidas en el sistema de referencia del robot
{XR, YR,ZR}, y el último paso para proyectarlas en la imagen consiste
en tomar dos puntos específicos de una recta y utilizar las ecuaciones
(4.2.14) y (4.2.15). Así se obtienen cuatro líneas en la imagen, como se
muestra en la figura 5.3.1:

• λf y λt: definen la parte inferior y la parte superior de la pared
izquierda.

• ξf y ξt: definen la parte inferior y superior de la pared derecha.

λf

λt ξt

ξf

RDI RDI

Figura 5.3.1: Regiones de interés en la imagen, junto con las cuatro líneas
utilizadas para definirlas.

5.3.2 características pseudo-haar

Las características pseudo-Haar son características visuales utilizadas
para el reconocimiento de objetos, y tienen su origen en las wavelets
bidimensionales. Su principal ventaja es que tienen un coste compu-El término wavelet

procede del inglés
’wave’ (onda) y ’-let’

(sufijo diminutivo).
Traducido al

castellano resulta en
’ondícula’, aunque el

término inglés es
utilizado con mayor

frecuencia que su
versión en castellano.

tacional extremadamente bajo si se calculan utilizando la técnica de la
imagen integral (ver apéndice D). A continuación se ofrece una concisa
explicación de la relación entre las características pseudo-Haar y las
wavelets.

5.3.2.1 Wavelets 1D

Las wavelets son funciones matemáticas que deben cumplir ciertas
restricciones y que se utilizan como base para la representación de
otras funciones o conjuntos de datos (como imágenes, por ejemplo). Se
basan, por tanto, en una idea similar a la transformada de Fourier, que
permite expresar cualquier función como una suma de senos y cosenos.
La principal diferencia entre estos dos métodos es que las wavelets están
localizadas en el tiempo y la frecuencia, mientras que la transformada
de Fourier sólo está localizada en la frecuencia.

Tal y como su nombre indica, el aspecto de las wavelets se asemeja al
de una onda debido a que una de las propiedades que deben satisfacer
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es que su integral sea igual a cero, lo que implica que los valores de la
función mayores que cero se deben compensar con valores por debajo
de cero. Además, el sufijo -let indica que la función crece y decrece en
un periodo finito de tiempo relativamente pequeño, en contraste con
una onda de mayores dimensiones, como los senos y cosenos utilizados
en la transformada de Fourier, que no están acotados en el tiempo sino
que oscilan de forma infinita.

De entre los diferentes tipos de wavelets existentes, la primera y más
simple fue propuesta por Alfréd Haar en 1909 y se denomina wavelet de
Haar en su honor. Consiste en un pequeño pulso rectangular positivo
seguido de uno negativo, y que en su conjunto se puede escalar y
trasladar en el tiempo con el fin de poder procesar los datos a diferentes
escalas o resoluciones (ver fig. 5.3.2).
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ψ(t)
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Figura 5.3.2: Ejemplos de escalado y traslación en una wavelet de Haar.

5.3.2.2 Wavelets 2D

La extensión natural de las wavelets de Haar de 1D a 2D se obtiene
efectuando el producto tensorial de dos wavelets en 1D [86]. El resultado
son las tres wavelets mostradas en la fig. 5.3.3. El primer tipo de wavelet
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Figura 5.3.3: Los tres tipos de wavelets de Haar en 2D: vertical, horizontal y
diagonal. Fila superior: vista 3D. Fila inferior: vista en planta,
obteniendo las denominadas características pseudo-Haar.

es el producto tensorial de una wavelet por una función de escalado
ψ(x,y) = ψ(x)⊗φ(y), y codifica una diferencia de intensidad media a
lo largo de un borde vertical. De manera similar el producto tensorial
de una función de escalado por una wavelet, ψ(x,y) = φ(x)⊗ψ(y) da
lugar a una wavelet horizontal. Finalmente, el producto tensorial de
dos wavelets ψ(x,y) = ψ(x)⊗ψ(y) da lugar a una wavelet diagonal.
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Al igual que las wavelets unidimensionales, las wavelets 2D se pueden
escalar y trasladar.

5.3.2.3 Características pseudo-Haar

Basándose en la idea de wavelets bidimensionales y en el trabajo de
Papageorgiou y Poggio [86], Viola y Jones [109] desarrollaron las ’caracte-
rísticas pseudo-Haar’ (Haar-like features). Reciben este nombre porque
son visualmente similares a las wavelets 2D cuando se observan utili-
zando una vista en planta, como se muestra en la fila inferior de la
figura 5.3.3.

Además de los 3 tipos mostrados en la figura 5.3.3, se pueden defi-
nir muchas otras características, como por ejemplo las propuestas por
Lienhart [63]. No obstante, en nuestro detector de puertas únicamente
necesitamos características pseudo-Haar verticales, que consisten en
una ventana dividida verticalmente en dos regiones rectangulares adya-
centes y del mismo tamaño. Esta ventana se debe colocar en una parte
específica de la imagen, y a continuación se suman las intensidades
de los píxeles de cada región y se calcula su diferencia. Este tipo de
característica sirve para indicar dónde existe un borde entre una región
clara y otra oscura, de modo que lo aprovecharemos para detectar los
laterales de las puertas, como se explica en el siguiente apartado.

La principal ventaja de las características pseudo-Haar frente a otras
alternativas es su velocidad de cálculo, que se debe al uso de la imagen
integral. La imagen integral (ver apéndice D) se puede definir como
una tabla de búsqueda en forma matricial con el mismo tamaño que la
imagen original, donde cada elemento de la tabla (i, j) contiene la suma
de todos los píxeles ubicados por encima y a la izquierda del pixel (i, j).
Esto permite calcular la suma de los píxeles de cualquier área en tiempo
constante, independientemente del tamaño, utilizando únicamente 4
referencias a la tabla de búsqueda que contiene los valores de la imagen
integral. Utilizando esta propiedad, el valor correspondiente a una
característica pseudo-Haar vertical se puede calcular mediante seis
referencias al array de la imagen integral, tal y como se ilustra en la
figura 5.3.4.

-1 +1

A B E

D C F

I← Imagen Integral

V ← 2 · I(B) + I(D) + I(F) − [I(A) + I(E) + 2 · I(C)]

Figura 5.3.4: Cálculo del valor (V) de una característica pseudo-Haar vertical a
partir de la imagen integral (I).

5.3.3 detección de los laterales de las puertas

Una vez definidas las RDI, el siguiente paso de nuestro detector de
puertas consiste en extraer líneas verticales en la imagen. Esta idea se
basa en que en la mayoría de los casos, los laterales y la parte superior
de las puertas son visualmente distinguibles de la pared en la que se
encuentran. En una imagen, la parte superior de una puerta puede
tener cualquier orientación, mientras que los laterales de las puertas
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dan lugar a líneas verticales en la imagen. Es importante advertir
que esto sólo ocurre cuando el eje óptico de la cámara está colocado
horizontalmente; de lo contrario las líneas de los laterales de la puerta
no serían verticales.

5.3.3.1 Detección de líneas convencional

Las líneas verticales han sido empleadas en multitud de trabajos de-
dicados a resolver el problema de localización de un robot móvil (ver
apartado 1.2.4), si bien los autores han confiado en detectores de líneas
genéricos. Algunas de las etapas más habitualmente empleadas en la Con detector de líneas

’genérico’ nos
referimos a un
método que permita
detectar líneas en
cualquier orientación.

detección de líneas son las siguientes:

1. Suavizado de la imagen: típicamente se utilizan filtros de convo-
lución gaussianos.

2. Detección de bordes: normalmente se utilizan filtros de convolu-
ción basados en el gradiente, como el operador de Sobel, Prewitt
(ver apéndice C), u otros más sofisticados como el detector de
bordes de Canny. Cada píxel que tiene las características de borde
se denomina edgel (edge element).

3. Etiquetado de componentes conectados (connected components la-
beling): determina la conexión entre los edgels obtenidos en la
etapa anterior. Cada conjunto de edgels conectado y aislado de los
demás se etiqueta con un identificador único.

4. Extracción de líneas: para cada conjunto de componentes conec-
tados se comprueba si se puede ajustar a una línea, utilizando
la transformada de Hough, el método de mínimos cuadrados u
otras opciones.

No todos los detectores de líneas utilizan todos estos pasos, pero sí
son bastante representativos. La conexión de edgels es un paso bastante
costoso, puesto que requiere comprobar los edgels contiguos a uno dado.
Incluso la aplicación de filtros de convolución para suavizar la imagen
o detectar bordes se convierte en un proceso costoso a no ser que se
trabaje con imágenes de muy baja resolución.

5.3.3.2 Detección de líneas mediante características pseudo-Haar

Para detectar los laterales de las puertas, no es imprescindible utilizar
un detector de líneas genérico. De hecho, sabiendo que las líneas a
extraer son perfectamente verticales, se ha desarrollado un sistema
detección de líneas con un tiempo de computación extremadamente
rápido y mucho más simple que cualquier otro existente. Todo ello sin
utilizar filtros de convolución o conexión de componentes. Básicamente,
la idea que proponemos consiste en utilizar características pseudo-Haar
verticales a modo de ventanas deslizantes a lo largo de las RDI definidas
en la imagen, como se muestra en la figura 5.3.5a.

Cada ventana de Haar está representada en la imagen como un área De aquí en adelante
utilizaremos el
término ’ventana de
Haar’ para referirnos
a una ’característica
pseudo-Haar vertical’,
para simplificar la
terminología.

rectangular dividida verticalmente en dos mitades: una mitad negra
que indica que los píxeles se deben restar y una parte blanca que indica
que se deben sumar. El resultado de sumar y restar los píxeles de
cada mitad es un valor distinto de cero cuando el centro de la ventana
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Figura 5.3.5: Detección de líneas utilizando características pseudo-Haar vertica-
les en las regiones de interés previamente definidas.

coincide sobre una línea vertical, o prácticamente cero si está sobre un
área más o menos uniforme, como por ejemplo una pared.

El algoritmo 5.3.1 detalla el pseudocódigo para calcular el valor de
una ventana de Haar de anchura 2κ, centrada en el pixel x, siendo Ω el
array que contiene la imagen integral. El algoritmo realiza el cálculo
suponiendo que la ventana está ubicada en la RDI correspondiente a
la pared izquierda, definida por las líneas λf y λt (ver fig. 5.3.5b). La
altura de cada ventana se adapta de modo que su parte derecha se
corte con λf y λt. Es necesario utilizar la parte derecha de la ventana,
ya que en otro caso se capturarían píxeles fuera de la RDI. Por tanto,
para una ventana centrada en el pixel x, la línea vertical x+ κ se corta
con las líneas λf y λt, obteniendo las líneas horizontales ls y li. En la
pared derecha la técnica es similar, pero utilizando la parte izquierda
de la ventana (x− κ).

Para hacer el algoritmo más robusto, cada ventana de Haar se subdi-
vide en nf filas (fig. 5.3.5c) en lugar de calcular la ventana total directa-
mente. Para cada fila, se calcula una subventana de Haar normalizada: la
diferencia entre las áreas BEFC y ABCD se normaliza dividiendo por
la mitad del área en píxeles de la subventana. Si el valor normalizado
es mayor que un valor umbral Tn, entonces significa que se ha detec-
tado una línea vertical en esa subventana, y se incrementa el contador
de sublíneas verticales ns. Finalmente, si el porcentaje de sublíneas
(ns/nf) es mayor que un valor umbral Tp, se devuelve la suma de todas
las subventanas de Haar normalizadas. En caso contrario se devuel-
ve cero. Al utilizar subventanas, el algoritmo es más robusto porque
eligiendo nf y Tp adecuadamente, se pueden detectar puertas ocultas
parcialmente por algún otro objeto. Los valores concretos seleccionados
experimentalmente para las constantes mencionadas se recogen en la
tabla 5.3.1.

Par. Valor Definición

κ 3 Mitad de la anchura (en px) de una ventana de Haar.

nf 6 Número de subventanas verticales para cada ventana de Haar.

Tn 10 Valor mínimo (en px) que debe tener una subventana para conside-
rar que ha detectado una línea.

Tp 5/6 Porcentaje de subventanas que deben de detectar una línea vertical.

Tabla 5.3.1: Valores de las constantes utilizadas para calcular el valor de una
ventana de Haar.
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Algoritmo 5.3.1 Detección de líneas verticales

1: procedure Ventana_de_haar_adaptativa(x, λf, λt,Ω)
2: (ls, li)← calcular_lineas(x, λf, λt)
3: sum← 0

4: ns ← 0 . Contador de sublíneas verticales
5: ∆r = (ls − li)/nf
6: for i← 0 to nf − 1 do
7: A← (x, ls + i ∗∆r) . A = (Ax,Ay)
8: D← (x,Ay +∆r)

9: temp← Subventana_Normalizada(A,D,Ω)

10: sum← sum+ temp

11: if temp > Tn then
12: ns ← ns + 1

13: end if
14: end for
15: sum← sum/nf . Normalización
16: if (ns/nf) < Tp then
17: sum← 0

18: end if
19: return sum
20: end procedure
21: procedure Subventana_Normalizada(A,D,Ω)
22: B← (Ax + κ,Ay)
23: C← (Dx + κ,Dy)
24: E← (Bx + κ,By)
25: F← (Cx + κ,Cy)
26: sum← 2 ·Ω(B) +Ω(D) +Ω(F) − [Ω(A) +Ω(E) + 2 ·Ω(C)]

27: return sum/area(ABCD)

28: end procedure

Si se calcula una ventana deslizante de izquierda a derecha en la
imagen de ejemplo utilizando el algoritmo 5.3.1, entonces para cada
píxel a lo ancho de la imagen se obtiene un valor que puede ser cero
o distinto de cero, como se representa en la gráfica de la figura 5.3.6.
Un valor distinto de cero indica que en ese píxel se ha detectado una
línea vertical, y el valor es mayor cuanto mayor sea el contraste de la
línea detectada. La normalización del valor calculado para cada ventana
de Haar es un paso fundamental porque el alto de cada ventana es
adaptativo. Sin normalizar el cálculo, el resultado del filtrado por valor
umbral (Ti, línea 11) no resultaría efectivo.

Si se superpone esta gráfica sobre la imagen a partir de la que se
calculó (ver figura 5.3.7), se puede ver que los picos coinciden perfec-
tamente con las líneas verticales en la imagen. Los picos negativos se
corresponden a cambios de intensidad de claro a oscuro, mientras que
los picos positivos indican un cambio de intensidad de oscuro a claro.
Esta circunstancia se puede aprovechar para buscar dónde empieza y
dónde acaba una puerta, o el marco de una puerta. Por ejemplo, en el
tipo de puertas que aparecen en la imagen, cada marco está definido
por un par de picos negativo-positivo.

Suponiendo que se han obtenido t valores distintos de cero, se cons-
truye un conjunto de líneas verticales:

L1 = {l1, . . . , lt | li ≡ (xIi , I|F)} (5.3.7)
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Figura 5.3.6: Valores resultantes de aplicar el algoritmo de ventanas deslizantes
para detectar las líneas verticales dentro de las regiones de interés.

yI
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Figura 5.3.7: Superposición de los valores de la figura 5.3.6 sobre la imagen de
ejemplo. Los picos coinciden con las líneas verticales en la imagen.

donde xIi es una constante en el sistema de coordenadas de la imagen
{XI, YI}, y que sirve para definir la línea vertical x = xIi . Además se
almacena el valor I o F para indicar si se trata de una línea de inicio o
de fin. Consideramos una línea de inicio la que representa un cambio
de claro a oscuro (pico negativo) y una línea de fin la que representa
un cambio de oscuro a claro (pico positivo). Esta decisión se ha tomado
teniendo en cuenta que las paredes en general son de un color más
claro que las puertas.

5.3.4 detección de puertas

Cada una de las líneas verticales del conjunto L1 (5.3.7) se pueden
considerar como posibles laterales de una puerta. Es decir, algunas de
las líneas detectadas realmente corresponden a una puerta, mientras
que otras líneas pueden ser falsos positivos y corresponder a una
estantería, un armario u otro objeto que se observe como una línea
vertical en la imagen y tenga la altura definida en la RDI.

5.3.4.1 Cálculo de la posición de las líneas verticales

El objetivo que nos planteamos es averiguar las coordenadas (xLi ,yLi )
en el sistema de referencia del láser para cada línea vertical li de L1
(5.3.7). La solución que proponemos es buscar en la imagen los puntos
láser proyectados a la izquierda y a la derecha de la línea, e interpolar
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su posición entre los puntos láser reales. En la figura 5.3.8 se muestra
el conjunto de líneas verticales detectadas junto con los puntos del
barrido láser correspondiente proyectados en la imagen. Las líneas

línea de inicio (I)

línea de fin (F)

Figura 5.3.8: Líneas verticales a partir de los valores de la figura 5.3.6. Las líneas
verdes corresponden a los picos negativos, mientras que las rojas
corresponden a los picos positivos.

verdes corresponden a valores negativos al calcular la ventana de Haar
(cambio de claro a oscuro, marcadas como I), mientras que las líneas
rojas indican valores positivos (cambios de oscuro a claro, marcadas
como F).

En primer lugar, hay que utilizar el proceso de calibración descrito
en el capítulo 4.2 para proyectar el láser en la imagen. Así, un barrido
láser formado por un conjunto de puntos:

S = {s1, . . . , sn | sj = (xLj ,yLj )} (5.3.8)

donde (xLj ,yLj ) son las coordenadas cartesianas en el sistema de refe-
rencia del láser, da lugar a un conjunto de puntos proyectados en la
imagen:

P = {p1, . . . ,pn | pj = (xIj ,y
I
j)} (5.3.9)

donde (xIj ,y
I
j) son las coordenadas en píxeles de cada punto proyectado

en la imagen. De este modo, se establece una equivalencia entre cada
punto sj del láser y su proyección en la imagen pj:

f : R2 → R2 (5.3.10)

sj → pj (5.3.11)

donde la función de transformación f(sj) = pj se calcula mediante
ecuaciones (4.2.14) y (4.2.15).

Una vez establecida esta proyección, para cada línea vertical li se
deben buscar dos puntos láser del conjunto de puntos proyectados (P):

1. El punto pa tal que xIa 6 xIi (el más cercano a li por la izquierda).

2. El punto pb tal que xIb > xIi (el más cercano a li por la derecha).

Tras encontrar estos dos puntos, se obtienen sus correspondientes del
barrido láser original: sa y sb. Esto significa que la línea li en la imagen
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está ubicada entre los puntos sa y sb del barrido láser. Finalmente,
calculando la posición relativa de li entre pa y pb se puede interpolar
su posición entre sa y sb, obteniendo su posición final (xLi ,yLi ) en el
sistema de referencia del láser. De este modo, se puede redefinir el
conjunto de líneas L1 como:

L2 = {l1, . . . , lt | li ≡ (xIi , I|F, x
L
i , yLi )} (5.3.12)

donde (xLi ,yLi ) son las coordenadas de la línea li en el sistema de
referencia del láser.

5.3.4.2 Detección de puertas con doble marco

El tipo de puertas que aparecen en la figura 5.3.8 tiene dos marcos
laterales formado cada uno de ellos por una línea de inicio (I) seguida
de una línea de fin (F). Cada marco lateral se puede identificar mediante
el autómata finito determinista de la figura 5.3.9, utilizando el conjunto
de líneas L2 como entrada y la propiedad de cada línea que indica si
es una línea (I) o (F). Un marco comienza cuando se detecta la primera
línea de inicio, y se acepta cuando se detecta una línea de fin, con la
posibilidad de que entre medias se encuentren más líneas de inicio.
Esto da lugar a un conjunto de m marcos:

qastart qb qc
I

F

I

F

IF

Figura 5.3.9: Automata finito determinista para la detección de marcos laterales
de una puerta (I = línea de inicio, F = línea de fin).

M = {m1, . . . ,mm | mi ≡ (ls, le)} (5.3.13)

donde cada marco mi está formado por una línea de inicio ls y una
línea de fin le ambas pertenecientes al conjunto de líneas L2.

Como el conjunto de líneas L2 contiene la ubicación de cada línea en
el sistema de referencia del láser, el último paso consiste en comprobar
si la distancia euclídea entre el centro de dos marcos mi y mj está
dentro de unos límites. En dicho caso, se considera que se ha detectado
una puerta correctamente y se almacenan como centro de la puerta
las coordenadas del punto medio entre los marcos mi y mj. En la
implementación de nuestro sistema aceptamos marcos entre Tmin =

0.8 y Tmax = 1.10 metros. El resultado de aplicar esta técnica es un
conjunto de d puertas:

D = {d1, . . . ,dd | di ≡ (xLi ,yLi )} (5.3.14)

donde (xLi ,yLi ) son las coordenadas del centro de la puerta en el sistema
de referencia del láser. El algoritmo 5.3.2 especifica los detalles concretos
del método.

En la figura 5.3.10 se muestra el resultado de la detección de puertas.
En la pared derecha se han efectuado dos detecciones acertadas. En
la pared izquierda, sin embargo, la primera puerta no se ha podido
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Algoritmo 5.3.2 Detección de puertas con marco doble

1: procedure Puertas_marco_doble(M, m)
2: D← {∅}

3: for i← 1 to m− 1 do
4: pL1 ← punto_medio(mi.ls, mi.le)
5: for j← i+ 1 to m do
6: pL2 ← punto_medio(mj.ls, mj.le)
7: h← dist_euclı́dea(pL1 , pL2)
8: if Tmin 6 h 6 Tmax then
9: añadir[D, punto_medio(pL1 , pL2)]

10: i← j+ 1

11: exit for loop
12: end if
13: if h > Tmax then
14: exit for loop
15: end if
16: end for
17: end for
18: return D

19: end procedure

detectar al no observarse completamente el marco lateral izquierdo,
y la segunda puerta está parcialmente oculta por el radiador. En la
tercera puerta se han detectado correctamente los dos marcos laterales,
pero la medida de la anchura por láser no está dentro de los márgenes
establecidos. Esto se debe a que la resolución del láser no es ofrece
suficiente precisión a distancias lejanas y cuando la puerta es observada
con un ángulo de visión muy cerrado.

Figura 5.3.10: Resultado de la detección de puertas: en la pared derecha se han
efectuado dos detecciones, mientras que en la pared izquierda
no se ha podido detectar ninguna puerta.

5.3.4.3 Detección de puertas con marco simple

Además de las puertas con marco doble, en las que se distingue clara-
mente un marco a cada lado de la puerta, se puede considerar otro tipo
de puertas, como la que se muestra en la parte izquierda de la figura
5.3.11. En este caso, el color de la puerta y el marco de la puerta coinci-
den, y es bastante probable que al aplicar el algoritmo 5.3.1 a este tipo
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Figura 5.3.11: Izquierda: puerta con marco simple. Derecha: resultado de la
detección.

de puertas se detecte una única línea a cada lado de la puerta. A estas
puertas las denominamos puertas con marco simple y proponemos un
procedimiento de detección ligeramente diferente al descrito para las
puertas con marco doble.

El método se describe en el algoritmo 5.3.3, y toma como entrada
el conjunto de líneas L2 (5.3.12) así como el número de líneas en el
conjunto, t. Básicamente, el algoritmo busca una línea de inicio (tipo I)
que corresponde al comienzo de la puerta, y a continuación una línea
de fin (tipo F), que corresponde al final de la puerta. Si la distancia
euclídea entre ambas líneas está dentro de los límites establecidos,
se calcula el punto medio en el sistema de referencia del láser, y el
resultado se añade al conjunto final de puertas D, al igual que en el
caso de los marcos dobles. El resultado de la detección se muestra en la
parte derecha de la figura 5.3.11.

Algoritmo 5.3.3 Detección de puertas con marco simple

1: procedure Puertas_marco_simple(L2, t)
2: D← {∅}

3: for i← 1 to t− 1 do
4: if li es de tipo I then
5: for j← i+ 1 to t do
6: if lj es de tipo F then
7: h← dist_euclı́dea(li, lj)
8: if Tmin 6 h 6 Tmax then
9: añadir[D, punto_medio(li, lj)]

10: i← j+ 1

11: exit for loop
12: end if
13: if h > Tmax then
14: exit for loop
15: end if
16: end if
17: end for
18: end if
19: end for
20: return D

21: end procedure
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5.4
C O N S U LTA S E S PA C I A L E S

Gracias al EKF, el robot siempre conoce una estimación de su posición.
En cada posición, se necesita resolver el problema de la asociación de
datos (ver apartado 5.5.4), que permite corregir la posición del robot
al establecer una correlación entre las puertas que el robot observa
desde su posición y las puertas que en realidad son observables desde
la posición estimada. Para obtener las puertas que el robot debería
observar desde una posición concreta, se consulta a la base de datos
espacial el centroide de los objetos de tipo puerta que estén dentro de
un cierto radio de distancia a partir de la posición estimada del robot.

Para poder efectuar las consultas espaciales, se han introducido los
planos del entorno en una base de datos espacial PostGIS, como se
explica en el primer apartado. A continuación se describe el formato de
los datos que devuelven las consultas espaciales, así como el esquema
conceptual de la base de datos, que es necesario comprender para
construir las consultas. Finalmente se describen las consultas utilizadas
para predecir las puertas observables desde la posición estimada del
robot.

5.4.1 conversión de un plano a datos espaciales

Un plano es un diagrama, normalmente a escala, que muestra una vista
en planta de las relaciones entre los distintos espacios que conforman
un edificio a un mismo nivel. Dependiendo del tipo de formato de
mapa empleado (raster o vectorial), el contenido puede ser más o
menos estructurado, haciendo la información más o menos accesible.

El estándar de facto para crear y almacenar planos de interiores es
el formato AutoCAD Drawing (DWG) de Autodesk, Inc. Es un formato
propietario y cerrado utilizado por varios programas CAD. Está diseñado
para capturar y representar información geométrica para tareas técnicas
como la arquitectura, producción industrial y prototipado. Mientras
que Autodesk nunca ha hecho públicas las especificaciones del formato
DWG, sí que lo ha hecho para el formato AutoCAD Drawing Interchange
File (DXF), con el fin de favorecer la interoperabilidad entre AutoCAD y
otras aplicaciones CAD que manejen formatos diferentes. Así, entre estos
dos formatos, DXF es el preferido por la mayoría de programas debido
a que no se necesita una licencia y las especificaciones del formato son
publicadas y actualizadas regularmente por Autodesk.

5.4.1.1 Servicio Transfronterizo de Información Geográfica

Todas las plantas de los distintos edificios de la Universidad de Sala-
manca tienen asociado un plano digital en formato DXF, mantenido por
el Servicio Transfronterizo de Información Geográfica (STIG) de la Univer-
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sidad de Salamanca, que regularmente revisa y actualiza los planos
cada vez que se lleva a cabo alguna modificación de los espacios de la
universidad.

En la figura 5.4.1 se muestra un ejemplo de plano digital almacenado
por el STIG correspondiente a una de las plantas de la Facultad de
Farmacia. El espacio está modelado digitalmente usando una represen-

Figura 5.4.1: Ejemplo de plano digital de una de las plantas de la Facultad de
Farmacia de la Universidad de Salamanca. Los diferentes espacios
están categorizados por capas.

tación vectorial que contiene información semántica por capas, tal y
como se indica en la leyenda. Como se puede observar, no solamente
se almacena la información geométrica del entorno, sino que se conoce
el uso que se espera de cada espacio: pasillos, laboratorios de inves-
tigación, aulas de informática, despachos de profesores, etc. Además
también dispone del nombre de cada espacio, su área, y otros elementos
como puertas, ventanas, tabiques, extintores de incendios, mobiliario, y
otros; todo distribuido por capas.

5.4.1.2 Importación de datos a PostGIS

Para introducir los datos de un archivo DXF en una base de datos
espacial PostGIS, en primer lugar se necesita convertir el fichero DXF

a formato shapefile. Para efectuar esta conversión, se ha utilizado el
programa Autocad Map 3D. El proceso de conversión se describe
brevemente a continuación dado que no es demasiado intuitivo.

Cada plano en formato DXF proporcionado por el STIG tiene una serie
de capas como se muestra en la figura 5.4.2. Para generar un archivo
shapefile, hay que abrir la utilidad export, y configurar las opciones de
la figura 5.4.3. Es decir, los objetos se exportan como polígonos, se
exportan todos los objetos del plano, y únicamente se exportan la capa
PUERTAS y la capa POLILINEAS_SUPERFICIES, que contiene todas las
habitaciones definidas como polígonos cerrados. Además en la pestaña
"Data" se ha seleccionado el atributo LAYER que permitirá seleccionar
objetos en las consultas SQL en función del tipo de capa, como se
explicará más adelante.

A partir de este fichero shapefile, existen diferentes alternativas para
introducirlo en nuestra base de datos PostGIS. La opción más senci-
lla consiste en utilizar el plugin SPIT Shapefile to PostGIS Import Tool
del sistema de información geográfica Quantum GIS. Es un proceso
sumamente intuitivo.
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Figura 5.4.2: Capas existentes en un archivo DXF.

Figura 5.4.3: Opciones de exportación a formato shapefile.

5.4.2 formato de datos espaciales

Para almacenar los datos espaciales en las bases de datos, la especifica-
ción OpenGIS [1] del OGC define dos formatos estándar que incluyen
información acerca del tipo de objeto y de las coordenadas que lo
definen:

• Formato Well-known Text (WKT): es un lenguaje de marcado para
representar objetos geométricos en un sistema de referencia es-
pacial. Está diseñado para ser fácilmente comprensible por el ser
humano.

• Formato Well-known Binary (WKB): es un formato utilizado para
transferir y almacenar un objeto geométrico como una secuencia
continua de bytes, garantizando que la información sea exacta-
mente la misma independientemente de la base de datos utilizada.

El formato WKT está definido utilizando la notación BNF (Backus-Naur
Form), donde se especifica la representación de los objetos geométricos
que aparecen en la jerarquía de clases definida por el OGC de la figura
2.1.4: Geometry, Point, MultiPoint, Line, LineString, MultiLineString,
LinearRing, Polygon, MultiPolygon, Triangle, Curve, MultiCurve, Sur-
face, MultiSurface, PolyhedralSurface, Tin y GeometryCollection. En la
tabla 5.4.1 se muestran algunos ejemplos concretos de la representación
de diferentes geometrías.

5.4.3 esquema de la base de datos

El estándar OpenGIS "Simple Features Specification for SQL" define un
modelo de objetos geométricos (ver 2.1.4), las funciones necesarias para
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Representación WKT Tipo de Objeto

POINT (10 10) Un punto

LINESTRING (10 10, 20 20, 30 40) Una línea con 3 puntos

POLYGON ((10 10, 10 20, 20 20, 20 15, 10 10)) Un polígono de 4 vértices

MULTIPOINT ((10,10), (20,20)) Un multipunto formado por
2 puntos

Tabla 5.4.1: Ejemplos de objetos geométricos en formato WKT.

manipularlos (ver 2.1.6), así como un conjunto de tablas de metadatos
para manejar la información espacial. Siguiendo las especificaciones
de este estándar, el esquema conceptual de una base de datos espacial
PostGIS se ilustra en la figura 5.4.4. y está formado por 3 tablas:

SPATIAL_REF_SYS

SRID
AUTH_NAME
AUTH_SRID
SRTEXT
PROJ4TEXT

GEOMETRY_COLUMNS

F_TABLE_CATALOG
F_TABLE_SCHEMA
F_TABLE_NAME
F_GEOMETRY_COLUMN
COORD_DIMENSION
SRID
TYPE

FEATURE_TABLE

<ATRIBUTOS>
GID (Geometry Column)
<ATRIBUTOS>

Figura 5.4.4: Esquema conceptual de la base de datos espacial PostGIS. Los
campos en verde indican claves primarias.

• La tabla SPATIAL_REF_SYS describe el sistema de coordenadas y
las transformaciones asociadas a cada objeto Geometry.

• La tabla GEOMETRY_COLUMNS se utiliza para saber qué tablas de
la base de datos (FEATURE_TABLE en la figura 5.4.4) contienen
información espacial con el tipo de datos Geometry.

• Cada tabla FEATURE_TABLE almacena una colección de característi-
cas, donde se entiende por característica una abstracción de un
objeto del mundo real.

5.4.3.1 La tabla SPATIAL_REF_SYS

Es una tabla de metadatos donde cada fila almacena la definición de un
sistema de referencia espacial diferente, así como los detalles necesarios
para efectuar transformaciones de un sistema a otro. En total PostGIS
contiene cerca de 4000 sistemas de referencia espaciales, aunque se
pueden definir otros no incluidos. Gracias a esta tabla se mantiene un
sistema de coordenadas para todos los objetos geométricos almacenados
en una tabla FEATURE_TABLE, de modo que las coordenadas de los
vértices de cada objeto geométrico están asociadas a un lugar concreto
del mundo. En la figura 5.4.5 se muestran algunas filas de ejemplo de
la tabla SPATIAL_REF_SYS de nuestra base de datos PostGIS. La tabla
está formada por cinco atributos:

• SRID: identificador del sistema de referencia espacial. Es la clave
primaria de la tabla e identifica de manera unívoca a un sistema
de referencia espacial en la base de datos.
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Figura 5.4.5: Tabla SPATIAL_REF_SYS de PostGIS

• AUTH_NAME: nombre de la autoridad del sistema de referencia
espacial, que en la mayoría de los casos es el European Petroleum
Survey Group (EPSG).

• AUTH_SRID: identificador del sistema de referencia espacial espe-
cificado por la autoridad AUTH_NAME. En PostGIS coincide con el
atributo SRID.

• SRTEXT: descripción textual en formato WKT del sistema de refe-
rencia espacial.

• PROJ4TEXT: es un atributo propio de PostGIS que se utiliza para
proporcionar transformaciones de coordenadas entre diferentes
sistemas de referencia espacial utilizando la biblioteca Proj4.

5.4.3.2 La tabla GEOMETRY_COLUMNS

Es una tabla de metadatos que sirve como referencia para saber en
qué tablas y atributos de la base de datos está almacenada la infor-
mación espacial. Resulta de gran utilidad para los SIG puesto que les
permite ofrecer al usuario final la posibilidad de elegir las tablas que
contienen información espacial que puede ser visualizada en un mapa.
La tabla está compuesta por ocho atributos, donde OID es un identifi-
cador de objeto usado internamente por PostGIS, y F_TABLE_CATALOG,
F_TABLE_SCHEMA, F_TABLE_NAME y F_GEOMETRY_COLUMN forman una clave
primaria compuesta. En PostgreSQL no existe el concepto de "catalog",
así que este atributo se deja en blanco. Como esquema se utiliza por
defecto "public". El resto de atributos tienen el siguiente significado:

• F_TABLE_NAME: se utiliza para indicar el nombre de la tabla que
contiene una columna especial que almacena objetos de tipo
geométrico.

• F_GEOMETRY_COLUMN: sirve para indicar qué columna de la tabla
indicada en el campo F_TABLE_NAME es la que contiene la informa-
ción geométrica de cada objeto.

• COORD_DIMENSION: es el número de dimensiones en el que están es-
pecificados los objetos geométricos. PostGIS soporta hasta cuatro
dimensiones, donde la cuarta dimensión puede utilizarse como
una dimensión temporal, por ejemplo.

• SRID: contiene el identificador del sistema de referencia espacial
y hace referencia a la clave primaria de la tabla SPATIAL_REF_SYS.
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• TYPE: contiene el tipo de objeto geométricos especificados según
el Modelo de Objetos Geométrico del OGC (sección 2.1.4), por
ejemplo POINT, LINESTRING, POLYGON, etc.

En la figura 5.4.6 se muestran algunas filas de ejemplo de la tabla
GEOMETRY_COLUMNS de nuestra base de datos PostGIS. De acuerdo a esta
figura, la tabla segundaplanta contiene la información geométrica de
cada objeto en la columna the_geom, y los objetos almacenados son de
tipo MultiPolygon.

Figura 5.4.6: Datos de ejemplo en la tabla GEOMETRY_COLUMNS de nuestra base
de datos PostGIS.

5.4.3.3 Tablas FEATURE_TABLE

Las tablas de este tipo almacenan la información de tipo espacial, y exis-
te una de estas tablas por cada fila que tenga la tabla GEOMETRY_COLUMNS.
El único atributo obligatorio para esta tabla es la columna GID que es
la clave primaria y contiene un identificador único para un objeto geo-
métrico. El resto de atributos son opcionales, y se pueden definir a
voluntad.

Por ejemplo, en la figura 5.4.7 se muestra la tabla segundaplanta,
que aparece referenciada en la última fila de la figura 5.4.6. Como
se puede observar, además del atributo GID obligatorio, la columna
THE_GEOM almacena la información geométrica de cada objeto, que está
codificada en un formato binario propio de PostGIS, y que es necesario
transformar a formato WKT para poder interpretar en formato textual
la información espacial. Además, se ha incluido la columna LAYER que
indica el tipo de objeto que se representa, en este caso puertas. Se
podrían incluir más atributos en esta tabla, pero en este caso no se ha
estimado oportuno, dado que la información geométrica era más que
suficiente.

Figura 5.4.7: Tabla segundaplanta con los objetos geométricos correspondientes
a la segunda planta del edificio de la Facultad de Ciencias.
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5.4.4 consultas postgis para la asociación de datos

El objetivo de esta sección es analizar cómo crear una consulta que
permita obtener las coordenadas de los centroides de todas las puertas
en un círculo de radio de R metros cuyo centro sea la posición estimada
del robot (x,y). En los siguientes ejemplos se utilizará la tabla PostGIS
correspondiente a la segunda planta del edificio de la Facultad de
Ciencias de la Universidad de Salamanca (figura 5.4.7).

5.4.4.1 Centroide de una puerta

En primer lugar se necesita una consulta SQL que permita obtener
las coordenadas del centroide de una puerta con un identificador de
objeto geométrico (gid) concreto. En el código de la figura 5.4.8 se
muestra esta consulta espacial. Como se ha explicado anteriormente, el

1 SELECT ST_AsText(ST_Centroid(the_geom))

2 FROM SEGUNDAPLANTA

3 WHERE gid = 5;

Figura 5.4.8: Consulta del centroide de la puerta con identificador 5.

atributo "the_geom" almacena la información del objeto geométrico. Las
puertas están definidas como polígonos, y para obtener las coordenadas
de su centroide se necesitan dos funciones: la función ST_Centroid ,
que devuelve las coordenadas del centro geométrico de un objeto,
y la función ST_AsText, que transforma la definición de un objeto
geométrico al formato WKT. Así, el resultado concreto de esta consulta
es un punto en formato WKT:
POINT(48.1300010497545 -34.8961277236791)

5.4.4.2 Puertas en un radio de distancia

Una vez que se conoce cómo consultar el centroide de una puerta, el
paso siguiente es consultar sólo aquellas puertas a una cierta distancia
del robot. Para ello se utiliza la función ST_DWithin, que permite obte-
ner aquellos objetos geométricos que estén a una determinada distancia
de un objeto geométrico dado. Suponiendo que (x,y) sean los valores
concretos de la posición estimada del robot, y R sea la distancia máxima
de consulta de puertas R, la consulta espacial resultante se muestra en
la figura 5.4.9.

1 SELECT ST_AsText(ST_Centroid(the_geom))

2 FROM segundaplanta

3 WHERE

4 ST_DWithin(the_geom,

5 ST_GeomFromText( ’POINT (x y) ’),
6 R)

7 AND "LAYER" = ’PUERTAS ’;

Figura 5.4.9: Consulta para averiguar todas las puertas en un radio de ρ metros.

Como se puede observar, para poder especificar la posición del ro-
bot se necesita utilizar la función ST_GeomFromText, que construye un
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objeto geométrico (en este caso un punto) a partir de su especificación
en formato WKT. Además, se añade la restricción "LAYER" = ’PUERTAS’

eliminando la necesidad de consultar tuplas correspondientes a otras
capas de objetos existentes en la misma tabla. El resultado de la con-
sulta es un conjunto de puntos en formato WKT, donde cada punto
corresponde al centroide de una puerta.
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5.5
L O C A L I Z A C I Ó N M E D I A N T E E K F

La aplicación de un filtro extendido de Kalman (EKF) en el caso de la
localización de un robot móvil es ligeramente diferente a su aplicación
en otros problemas de estimación, como el seguimiento de una cara en
una imagen, por ejemplo, o incluso otros problemas más clásicos como
el seguimiento de proyectiles. La diferencia fundamental reside en la
ecuación de innovación, descrita en el apartado 3.2.3:

z̃k+1 = zk+1 − h(x̂k+1|k) (5.5.1)

Esta ecuación es muy simple en apariencia, pero se revela trascen-
dental al aplicarla a la localización basada en características. Por una
parte, las observaciones (zk+1) son el resultado de todo el proceso de
detección de puertas (capítulos 5.2 y 5.3). Por otra parte, las predic-
ciones de las observaciones (h(x̂k+1|k) ≡ ẑk+1) son el resultado de la
consulta al sistema de información geográfica (capítulo 5.4). Además,
la dimensión de zk+1 es independiente de la de ẑk+1. Esto significa
que el número de puertas detectadas por el robot puede ser distinto al
número de puertas consultadas al mapa. Esto da lugar al complicado
problema de la asociación de datos, que no existe en el caso del segui-
miento de un misil o una cara en una imagen, por ejemplo, puesto que
las asociaciones entre predicciones y observaciones se conocen a priori.

El esquema de la figura 5.5.1 describe el funcionamiento general
de nuestro sistema de localización. Mientras que en el capítulo 5.1 se

Distancias
Incrementales

SGBDOR

MAPA
SIG

Sensor Virtual

Predicción de
la observación

Puertas en 
coordenadas
globales

Puertas en 
coordenadas
del robot

Asociación
de datos
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Predicción 
del estado

Estado
estimado
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Figura 5.5.1: Esquema general de nuestro sistema de localización mediante EKF.

explicó la relación entre los componentes de línea punteada de este
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mismo esquema, en las siguientes secciones se describen los cinco pasos
principales del EKF en mayor detalle. La presentación está basada en el
trabajo de Durrant-Whyte et al. [62] y Siegwart et al. [99].

5.5.1 predicción de la posición del robot

En el instante de tiempo k la posición estimada del robot es x̂k|k y
la incertidumbre en la estimación se expresa mediante la matriz de
covarianza Pk|k (ver apartado F.2). Exceptuando los casos en que el
robot se encuentre detenido, su posición en el instante de tiempo k+ 1
será diferente de la anterior, de modo que su nueva posición (x̂k+1|k) e
incertidumbre (Pk+1|k) deben ser recalculadas. El desplazamiento del
robot durante el intervalo [k,k+ 1] se debe a la acción de control (uk),
cuya medida se obtiene mediante los encoders instalados en el eje de
cada rueda. Por lo tanto, se puede predecir la estimación de la posición
del robot en el instante de tiempo k+ 1 en función de su ubicación en
el instante k y su movimiento debido a la entrada de control:

x̂k+1|k = f(x̂k|k, uk) (5.5.2)

En el caso de un robot diferencial, la función f(·) se corresponde con el
modelo odométrico del sistema, desarrollado en el apartado 3.3.3:

f(xk, uk) =

x̂k|kŷk|k

θ̂k|k

+


−∆Sk · sin

(
θ̂k|k +∆θk/2

)
∆Sk · cos

(
θ̂k|k +∆θk/2

)
∆θk

 (5.5.3)

Además de la nueva posición, es preciso predecir la incertidumbre
asociada a la posición en el instante de tiempo k+ 1, que se calcula
como:

Pk+1|k = ∇xf · Pk|k · ∇xfT +∇uf ·Qk · ∇ufT (5.5.4)

y es el resultado de aplicar la ley de propagación de los errores (ver
apendice E) a las dos variables de las que depende:

1. La matriz de covarianza Pk|k: representa la incertidumbre asocia-
da a la posición en el instante de tiempo anterior.

2. La matriz de covarianza Qk (ver apartado 3.3.4): define la incer-
tidumbre relacionada con la entrada de control, es decir, con el
desplazamiento medido por los encoders.

En la ecuación (5.5.4) aparecen dos Jacobianos que preceden y suce-
den a cada una de estas dos variables, y su función es linealizarlas. Por
una parte, el Jacobiano de la función de transición de estados (∇fx) se
debe evaluar en el estado x = x̂k|k, y se calcula como:

∇xf =
[
∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂θ

]
=

 1 0 −∆Sk · cos(θ̂k|k +∆θk/2)

0 1 −∆Sk · sin(θ̂k|k +∆θk/2)

0 0 1


(5.5.5)
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Por otra parte, el Jacobiano de la entrada de control (∇uf) se evalúa
igualmente en el estado x = x̂k|k, y se calcula como:

∇uf =
[

∂f
∂∆Sd

∂f
∂∆Si

]
=

 t1 − t2 t1 + t2

t3 − t4 t3 + t4

1/b −1/b

 (5.5.6)

donde b es la distancia entre las ruedas motrices, y las variables t1, t2, t3
y t4 toman los siguientes valores:

t1 = −
1

2
· sin(θ̂k +

∆θk
2

) (5.5.7)

t2 =
∆Sk
2b
· cos(θ̂k +

∆θk
2

) (5.5.8)

t3 =
1

2
· cos(θ̂k +

∆θk
2

) (5.5.9)

t4 =
∆Sk
2b
· sin(θ̂k +

∆θk
2

) (5.5.10)

5.5.2 observaciones

El segundo paso consiste en que el robot observe y calcule la posición
de un conjunto de características zk+1 en el instante de tiempo k+ 1.
En este trabajo, las características utilizadas son puertas y se detectan
por medio de un sensor virtual consistente en la fusión de datos láser
y visión (capítulos 5.2 y 5.3). Por lo tanto, suponiendo que no es el
número de características observadas, zk+1 es un conjunto de no ele-
mentos, donde cada elemento zi es una observación independiente. Tal
y como se especifica en el apartado 3.4.1, cada una de las observaciones
contiene las coordenadas del centro de la puerta especificadas en el
sistema de referencia local del robot:

zi =

[
xi

yi

]R
(5.5.11)

Después de adquirir las no observaciones en el instante de tiempo k+ 1,
para cada una de ellas se necesita cuantificar el error en la observación
por medio de una matriz de covarianza:

Ci =

[
σ2x σxy

σxy σ2y

]R
(5.5.12)

donde los elementos de la matriz especifican el error en los ejes del
sistema de referencia cartesiano del robot y se calculan como se detalla
en el apartado 3.4.4.

5.5.3 predicción de las observaciones

El objetivo de esta fase es predecir ẑk+1, el conjunto de puertas visibles
desde la posición del robot. Para ello se efectúa una consulta a la base
de datos espacial del SIG (ver capítulo 5.4), utilizando como posición del
robot la estimación odométrica calculada en el apartado 5.5.1: x̂k+1|k.
Suponiendo que la consulta a la base de datos predice np observaciones,
entonces ẑk+1 consiste en un conjunto de np elementos, donde cada
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elemento ẑj es una predicción de una puerta, con las coordenadas de
su centro geométrico especificadas en el sistema de referencia del robot:

ẑj =

[
xj

yj

]R
(5.5.13)

No obstante, la base de datos espacial almacena las coordenadas de
cada puerta en el sistema de referencia global. Por lo tanto, para poder
asociar las características del mapa con las características detectadas por
el robot, es necesario definir ambas en el mismo sistema de referencia.
Para lograrlo, se convierten las coordenadas de cada puerta en el
sistema de referencia global al sistema de referencia local del robot:

zGj =

[
xj

yj

]G
7→ zRj =

[
xj

yj

]R
(5.5.14)

Así pues, para cada puerta zGj obtenida de la base de datos, se
recalculan sus coordenadas suponiendo que la puerta es observada
desde el punto de vista del robot, definido por su estado estimado
x̂k+1|k:

ẑj =

[
xj

yj

]R
= h(x̂k+1|k, zGj )

=

[
(xGj − x̂k+1|k) cos(θ̂k+1|k) + (yGj − ŷk+1|k) sin(θ̂k+1|k)

−(xGj − x̂k+1|k) sin(θ̂k+1|k) + (yGj − ŷk+1|k) cos(θ̂k+1|k)

]
(5.5.15)

donde h es la función de observación especificada en el apartado 3.4.3.
Para cada predicción ẑj se necesita calcular su Jacobiano asociado,
∇xhj, evaluado en la última predicción del estado del robot x = x̂k+1|k:

∇xhj =
∂hj
∂x

∣∣∣∣
x=x̂k+1|k

=

 ∂xj
∂x̂k+1|k

∂xj
∂ŷk+1|k

∂xj

∂θ̂k+1|k
∂yj

∂x̂k+1|k

∂yj
∂ŷk+1|k

∂yj

∂θ̂k+1|k


=

[
− cos(θ̂k+1|k) − sin(θ̂k+1|k) t1

sin(θ̂k+1|k) − cos(θ̂k+1|k) t2

] (5.5.16)

donde los términos t1 y t2 se calculan como:

t1 = (−xGj + x̂k+1|k) · sin(θ̂k+1|k) + (yGj − ŷk+1|k) · cos(θ̂k+1|k)
(5.5.17)

t2 = (−xGj + x̂k+1|k) · cos(θ̂k+1|k) − (yGj − ŷk+1|k) · sin(θ̂k+1|k)
(5.5.18)

5.5.4 asociación de datos

Esta etapa es probablemente el aspecto más crítico de la localización
basada en EKF. Hasta el momento, y gracias a las dos etapas anteriores,
se dispone de:



5.5.4 asociación de datos 127

• zk+1: un conjunto de no puertas obtenidas mediante el sensor
virtual del robot y con sus coordenadas definidas en el sistema
de referencia local del robot.

• ẑk+1: un conjunto de np predicciones de puertas que el robot
debería poder observar desde su posición estimada, obtenidas
mediante una consulta a la base de datos espacial del SIG. Las
coordenadas de cada puerta también están definidas en el sistema
de referencia local del robot.

A partir de estos dos conjuntos de características en el mismo sis-
tema de referencia, el problema de la asociación de datos consiste en
averiguar la correspondencia entre cada puerta observada (zi) y cada
puerta consultada al mapa (ẑj). La dificultad del problema reside en
que la correspondencia es desconocida a priori, y además el número de
puertas observadas no y el número de puertas consultadas al mapa np
normalmente no coincide.

5.5.4.1 Algoritmo del vecino más próximo (nearest neighbor)

Para resolver el problema de la asociación de datos existen diferentes
algoritmos, que de acuerdo a Neira y Tardós [82] en general constan de
dos elementos:

1. Una prueba para determinar la compatibilidad individual entre
una observación (zi) y una característica obtenida del mapa (ẑj).

2. Un criterio de selección que permita decidir cuáles son las mejores
asociaciones de entre el conjunto de asociaciones compatibles.

Entre las diferentes opciones disponibles, se ha optado por utilizar el
algoritmo del vecino más próximo (nearest neighbor) utilizando puertas
de validación (validation gates) como prueba de compatibilidad indivi-
dual. Las principales ventajas de este método con respecto a otros son
su simplicidad conceptual y su reducida complejidad computacional.

Puertas de validación

Una puerta de validación define la máxima discrepancia tolerable entre
una observación (zi) y una predicción de una observación (ẑj). En
otras palabras, es un mecanismo para rechazar asociaciones incorrectas
y considerar solamente aquellas asociaciones en las que las puertas
consultadas al mapa se encuentren a una distancia razonable de la
puerta observada.

En el EKF, cada característica tiene asociada una matriz de covarianza
para definir su modelo de error gaussiano. Las métricas euclídeas no
se suelen emplear para calcular la distancia entre dos características
porque no utilizan la información de la incertidumbre. Lo más habitual
es utilizar como puerta de validación la distancia de Mahalanobis, que sí La distancia de

Mahalanobis también
se conoce en la
bibliografía como
’innovación
normalizada al
cuadrado’.

utiliza la incertidumbre de cada característica para calcular la distancia
entre ambas. Para una observación zi y una predicción ẑj la distancia
de Mahalanobis se calcula como:

Mij = z̃Tk+1(i, j) · S−1
k+1(i, j) · z̃k+1(i, j) (5.5.19)

Los términos que aparecen en la ecuación tienen el siguiente significado:
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• z̃k+1(i, j): es la innovación en la medida, es decir, la diferencia entre
la observación i y la predicción j:

z̃k+1(i, j) = zi − ẑj = zi − h(x̂k+1|k, zGj ) (5.5.20)

• Sk+1(i, j) es la covarianza de la innovación y se calcula aplicando
la ley de propagación de los errores (ver apéndice E) como:

Sk+1(i, j) = ∇xhj · Pk+1|k · ∇xhTj + Ci (5.5.21)

donde ∇xhj se calcula según la ecuación (5.5.16) y Ci se calcula
como (5.5.12).

Cuando las innovaciones en la medida tienen una distribución gaus-
siana, la distancia de Mahalanobis sigue una distribución χ2 [9]. La
forma de la distribución χ2 depende de la dimensión del vector de
innovación, que en este caso es bidimensional. Por lo tanto la puerta de
validación se aplica por medio de la siguiente desigualdad:

Mij < γn (5.5.22)

donde n representa los grados de libertad de la distribución χ2 y se
corresponde con la dimensión de la innovación. En nuestro caso utiliza-
mos γ2. La integral de la distribución χ2 desde 0 hasta γ2 especifica
la probabilidad de que la asociación entre i y j sea aceptada si zi es
realmente la observación que se corresponde con la predicción ẑj. El
valor de γ2 se puede consultar en una tabla de probabilidad χ2, y en
nuestro caso hemos utilizado un valor del 95% para las pruebas de
compatibilidad entre características, lo que resulta en la siguiente puerta
de validación:

z̃Tk+1(i, j) · S−1
k+1(i, j) · z̃k+1(i, j) < 5.991 (5.5.23)

que aceptará el 95% de asociaciones correctas, puesto que el 95% de la
probabilidad recae entre 0 y γ2 = 5.991.

Vecino más próximo

La puerta de validación se aplica entre cada una de las no observaciones
y cada una de las np predicciones. Cuando la distancia entre una
observación zi y una predicción ẑj es menor que γ2 la asociación es
aceptada por la puerta de validación. Aunque este es el caso más deseable,
no es el más habitual, pudiendo suceder que:

• Una puerta detectada sea aceptada por la puerta de validación de
varias puertas consultadas al mapa.

• Varias puertas detectadas sean aceptadas por la puerta de validación
de una misma puerta del mapa.

En ambos casos existe incertidumbre con respecto a qué asociaciones
serán las correctas. La solución es utilizar el criterio del vecino más pró-
ximo (nearest neighbor) para seleccionar las asociaciones que tengan el
menor valor calculado en su puerta de validación. En otras palabras, se
seleccionan como asociaciones correctas los valores Mij más pequeños.
Una opción poco recomendable para reducir el número de asociaciones
incorrectas es utilizar una puerta de validación con un valor γ2 menor.
Esto incrementa la tasa de rechazo de asociaciones incorrectas, pero
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al mismo tiempo presenta el inconveniente de que también se estarán
rechazando asociaciones correctas [9].

Las observaciones que no cumplen una puerta de validación se
ignoran en el proceso de localización. Tales observaciones son proba-
blemente el resultado de objetos que no están realmente en el mapa y
que han dado lugar a un falso positivo.

5.5.5 corrección de la posición

El último paso del EKF consiste en aprovechar las asociaciones de
características realizadas en el paso anterior para corregir la estimación
de la posición del robot. Hasta el momento la mejor estimación de la
posición disponible era x̂k+1|k, correspondiente a la estimación en el
instante de tiempo k+ 1 utilizando las observaciones disponibles hasta
el instante de tiempo anterior, k. En esta etapa de corrección se utilizan
las observaciones realizadas en el instante de tiempo k+ 1 para obtener
la estimación del estado x̂k+1|k+1 en el instante de tiempo k+ 1.

El primer paso para corregir la posición consiste en formar un vector
con todas las observaciones zi que han pasado alguna puerta de vali-
dación. Es decir, suponiendo que n puertas detectadas por el robot se
han asociado satisfactoriamente con alguna puerta del mapa, se crea
un vector zk+1 =

[
zi1 · · · zin

]T . De la misma manera se procede con
las puertas del mapa (ẑj) que se han utilizado en alguna asociación
satisfactoria, dando lugar a un vector ẑk+1 =

[
ẑj1 · · · ẑjn

]T . A partir
de ambos vectores se calcula el vector de innovación z̃k+1:

z̃k+1 =


zi1 − ẑj1

...

zin − ẑjn

 (5.5.24)

A continuación se apilan los Jacobianos ∇xhj para cada una de las
puertas del mapa que han sido utilizadas en alguna asociación, dando
lugar al Jacobiano ∇xh:

∇xh =


∇xhj1

...

∇xhjn

 (5.5.25)

Lo mismo se hace con las matrices de covarianza Ci para cada puerta
detectada que se ha utilizado en alguna asociación, creando una matriz
diagonal, donde el resto de los elementos de la matriz son 0:

C =


Ci1 0 0

0
. . . 0

0 0 Cin

 (5.5.26)

A partir de estos valores se puede calcular la covarianza de la innova-
ción compuesta como (5.5.27) y la ganancia de Kalman como (5.5.28).

Sk+1 = ∇xh · Pk+1|k · ∇xhT + C (5.5.27)

Kk+1 = Pk+1|k · ∇xhT · S−1
k+1 (5.5.28)
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Finalmente, la corrección del estado y de su incertidumbre se calculan
como:

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k + Kk+1 · z̃k+1 (5.5.29)

Pk+1|k+1 = Pk+1|k − Kk+1 · Sk+1 ·KTk+1 (5.5.30)
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5.6
R E S U M E N

En esta parte se han presentado una serie de capítulos correspondientes
a nuestra propuesta de un sistema de localización basado en extracción
de características de alto nivel y sistemas de información geográfica.
En el capítulo 5.1 se presenta una perspectiva general de la relación
entre los pasos principales que fundamentan el enfoque planteado,
haciendo especial énfasis en los beneficios de la fusión sensorial a nivel
de características entre el láser y la cámara.

En el capítulo 5.2 se detallan los algoritmos desarrollados para extraer
las paredes de un pasillo en tiempo real utilizando únicamente el láser
del robot. Básicamente la idea consiste en detectar la orientación del
pasillo mediante un histograma angular, alinear el barrido láser con los
ejes del sistema de referencia, y calcular la distancia a cada pared con
un histograma-X. La detección de paredes en el espacio sensorial del
láser es muy eficaz y mucho menos costosa computacionalmente que
un análisis visual.

En el capítulo 5.3 se desarrollan los algoritmos para la detección de
puertas en tiempo real. En primer lugar, y gracias a la fusión sensorial,
se proyectan las paredes detectadas por láser en la imagen, constru-
yendo regiones de interés donde buscar puertas. A continuación se
utilizan características pseudo-Haar verticales para buscar las líneas
correspondientes a los laterales de las puertas. Esta técnica se utiliza
junto con la imagen integral para garantizar el procesamiento en tiempo
real. Por último, se mide la distancia real (no en píxeles) entre pares
de líneas verticales y se efectúa la clasificación final, obteniendo las
coordenadas de las puertas desde el punto de vista del robot.

Para poder corregir la posición del robot, las puertas observadas se
deben comparar con las puertas almacenadas en el mapa del entorno.
Así, en el capítulo 5.4 se presenta un método para almacenar un ma-
pa con información simbólica separada por capas en un sistema de
información geográfica. Además se describe cómo realizar consultas
espaciales a la base de datos espacial del SIG y obtener el conjunto de
puertas visibles desde la posición estimada del robot.

Para concluir esta parte, el capítulo 5.5 combina las ideas desarrolla-
das en los 3 capítulos previos y describe su integración en un sistema
de localización basado en un filtro de Kalman extendido. Se detalla la
aplicación del modelo del sistema y el modelo de observación (desa-
rrollados en la parte 3) en el ciclo predicción-corrección del EKF. Uno
de los aspectos más importantes que se abordan en este capítulo es el
problema de la asociación de datos, donde se explica la solución utilizada
para hacer corresponder las n puertas observadas con las m puertas
obtenidas del SIG, sin conocer las asociaciones correctas a priori.
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6.1
R E S U LTA D O S D E D E T E C C I Ó N D E P U E RTA S

Para evaluar el rendimiento de nuestro clasificador de puertas, hemos
generado varios conjuntos de datos de prueba en diferentes ubicaciones
de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Salamanca. Para ello
hemos utilizado nuestro robot Morlaco (ver apéndice. A), equipado
con un láser SICK LMS 200 y una cámara Logitech Webcam Pro 9000.
Ambos sensores están conectados a un ordenador portátil a bordo del
robot con un procesador Intel Core i3 U380 con dos núcleos a 2.54 GHz,
2GB de RAM, y ejecutando Fedora 16 como sistema operativo. Todos
los algoritmos han sido programados en lenguaje C.

6.1.1 pruebas de detección de puertas

El conjunto de datos de prueba se ha obtenido mientras el robot na-
vegaba por los pasillos del edificio de la Facultad de Ciencias de la
Universidad de Salamanca. En total se han obtenido 500 imágenes con
sus respectivos barridos láser. En la figura 6.1.1 se muestran cuatro
entornos diferentes dentro del mismo edificio.

Por ejemplo, en la 6.1.1a se muestra una instantánea con puertas
con marcos dobles en los dos lados del pasillo y algunos objetos como
estanterías, radiadores y papeleras. En la figura 6.1.1b las puertas
tienen marcos simples, debido a que el color de la puerta y el marco
son exactamente iguales. Además hay objetos diferentes, como plantas

(a) Depto. de Informática y Automática

Figura 6.1.1: Diferentes entornos del conjunto de puertas de prueba.
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(b) Secretaría de la facultad

(c) Pasillo principal de la facultad

(d) Departamento de Geología

Figura 6.1.1: Diferentes entornos del conjunto de puertas de prueba.
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y bancos que impiden visualizar completamente las puertas. En la parte
de la derecha hay varias ventanas que seguramente darían lugar a falsos
positivos en el caso de utilizar detectores basados en el dintel de las
puertas. La figura 6.1.1c muestra un pasillo más ancho con pequeños
azulejos en las paredes que dan lugar a reflejos, y otro tipo diferente
de puerta con elementos de relieve. Finalmente, en la figura 6.1.1d, se
muestra otro entorno con puertas abiertas en la derecha y columnas y
ventanas en la izquierda, además de mesas y estanterías.

En resumen, las imágenes tomadas incluyen diferentes tipos de puer-
tas, distintos puntos de vista, y puertas totalmente visibles así como
otras ocultadas parcialmente por objetos como radiadores, plantas,
papeleras. Por ello, consideramos que los escenarios son lo suficiente-
mente heterogéneos como para probar la eficacia de nuestro algoritmo
de detección de puertas.

Además, son escenarios realistas sin ningún tipo de acondiciona-
miento previo, donde pueden aparecer ciertos problemas. Así, como la
cámara está colocada a una altura aproximada de unos 75cm del suelo,
un radiador o una papelera pueden dificultar bastante la visibilidad
de una puerta. Otro problema es que en las puertas muy cercanas a
la cámara el dintel no es visible. Por último, una dificultad fundamen-
tal es que cuanto más lejos del robot están las puertas, más difícil es
detectarlas debido a que su anchura en la imagen se ve reducida a
unos pocos píxeles, como se muestra en la figura 6.1.2. Por ejemplo,

12px

8px

174px

48px

Figura 6.1.2: Diferencia de anchura en píxeles.

la primera puerta en la pared izquierda está a 1 metro de distancia y
tiene una anchura de 174px, mientras que las siguientes puertas están
a 6 y 7 metros de distancia y tienen una anchura de tan sólo 12px y
8px, respectivamente. A pesar de que la anchura real de las puertas es
exactamente la misma, la reducción de anchura en píxeles es enorme
debido a la proyección en perspectiva. Por esta razón, y para poder
observar la influencia de la distancia en la eficacia del algoritmo, se han
separado las pruebas en tres grupos en función de la distancia entre la
puerta y el robot: i) hasta 3 metros, ii) de 3 a 5 metros, y iii) de 5 a 7
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metros. Como medida de eficacia se ha utilizado la tasa de verdaderos
positivos, que indica la cantidad de puertas detectadas correctamente:

V .Pos. =
Num.Aciertos
Num.Puertas

(6.1.1)

así como la tasa de falsos positivos, que define la proporción de puertas
inexistentes marcadas erróneamente como puertas reales:

F.Pos. =
Num.Puert.Detectadas−Num.Aciertos

Num.Puertas
(6.1.2)

El resultado de nuestro método de clasificación de puertas se muestra
en la tabla 6.1.1. De los resultados se observa que, como era de esperar,

Distancia Num. Puertas V. Pos. ( %) F. Pos. ( %)

d < 3 278 91.01 2.16

3 < d < 5 348 83.91 5.17

5 < d < 7 296 57.09 6.08

Total 922 77.33 4.55

Tabla 6.1.1: Resultados de la clasificación de puertas

la tasa de verdaderos positivos disminuye a medida que la distancia
a las puertas aumenta. Esto se debe principalmente a que la anchura
de las puertas en la imagen disminuye con la distancia, pero también
influye el hecho de que a mayor distancia el láser obtiene menos medi-
das. El análisis de los falsos positivos es también importante, y siempre
es conveniente que la tasa sea lo mas baja posible, porque de lo con-
trario la localización del robot seguramente se vería afectada. Como
se puede observar, la tasa de falsos positivos aumenta con la distancia,
alcanzando un máximo de un 6% de errores en el caso de las puertas
más alejadas.

6.1.2 ejemplos de clasificación de puertas

En esta sección se muestra gráficamente el rendimiento del algorit-
mo de detección de puertas propuesto. A continuación se muestran
diferentes ejemplos de puertas correctamente clasificadas, así como
fallos en la detección. En cada imagen aparece superpuesta la siguiente
información:

• Líneas azules: delimitan las regiones de interés (ROI) de la imagen
donde se esperan encontrar las puertas, y están calculadas a partir
de la estimación de las paredes utilizando los datos del barrido
láser. La intersección de estas líneas da como resultado el punto
de fuga de la imagen.

• Puntos: representan la proyección en la imagen del barrido láser
correspondiente. Se han utilizado tres colores diferentes para iden-
tificar los tres tramos de distancia especificados anteriormente:
rojo (< 3 metros), verde (3 a 5 metros) y blanco (5 a 7 metros).

• Áreas verdes: indican la región exacta de la imagen en la que se
ha detectado una puerta.
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6.1.2.1 Verdaderos positivos

En la figura 6.1.3 se pueden observar algunos ejemplos de puertas
detectadas correctamente.

La figura 6.1.3a muestra dos puertas totalmente alineadas con la
pared. Al estar en el mismo plano que la pared, estas puertas serían
totalmente invisibles para métodos basados únicamente en sónar o
láser (ver sección 1.2.3).Además se pueden observar varias ventanas que
podrían ser clasificadas erróneamente como puertas. En la figura 6.1.3b
sucede lo mismo, los tablones de anuncios podrían dar lugar fácilmente
a falsos positivos. El hueco en la pared bajo el tablón central también
podría ser detectado como una puerta por un detector basado en sónar o
láser. Nuestro método, sin embargo, gracias a la fusión sensorial calcula
la altura esperada de cada puerta y las zonas de la imagen en las
que deben encontrarse, eliminando incluso la posibilidad de detectar
puertas reflejadas en el suelo. En la figura 6.1.3c se observa cómo
el algoritmo funciona también con puertas completamente abiertas,
mientras que en la figura 6.1.3d se puede apreciar la detección de dos
puertas muy cerca del sensor, una de ellas ocupando más de la mitad
de la imagen. En la figura 6.1.3e se muestran 3 puertas detectadas a
diferentes distancias, incluyendo una a 7 metros y bastante difícil de
observar dada su reducida anchura. En la pared derecha, una puerta
similar no se ha podido detectar al estar parcialmente oculta por un
radiador. Otro ejemplo de detección de puertas perfectamente alineadas
con la pared se puede observar en la figura 6.1.3f, incluyendo una
puerta en el rango de los 7 metros. En la figura 6.1.3g se muestra una
puerta que ha sido correctamente detectada, y cómo la siguiente puerta
no se ha identificado al estar parcialmente oculta por unas plantas.
Finalmente, en la imagen 6.1.3h no se detecta ninguna falsa puerta en
un escenario propenso a ello debido a ventanas y columnas, y donde las
puertas más cercanas están en torno a 10 metros, y son prácticamente
inapreciables.

6.1.2.2 Falsos positivos

Algunos ejemplos de falsos positivos se muestran en la figura 6.1.4.
Por ejemplo, uno de los falsos positivos que se ha observado más
frecuentemente es el de la figura 6.1.4a, en la pared derecha. En varias
ubicaciones existen pares de puertas bastante cercanas donde los dos
marcos contiguos se confunden con una puerta, dando lugar a un falso
positivo. Esto se debe a que la anchura de la puerta más lejana se
calcula defectuosamente por las limitaciones en la resolución angular
del láser, mientras que la falsa puerta (más cercana) coincide con el
ancho teórico definido para una puerta.

Otro de los falsos positivos más habituales es el que se produce en
situaciones como la de la figura 6.1.4b. Normalmente se da entre el late-
ral real de una puerta y otro objeto que tenga la altura correspondiente
a una puerta y se confunda con una línea vertical. En este caso se trata
de una planta, pero también puede producirse con otros objetos, como
estanterías o combinaciones de tablones y radiadores que coincidan
formando una línea vertical debido a la perspectiva .
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figura 6.1.3: Detección de diferentes puertas. Los puntos corresponden a la
proyección del láser en la imagen y su color indica la distanca:
rojo - d < 3m, verde - 3m < d < 5m, blanco - 5m < d < 7m.
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(a) Los marcos contiguos de dos puertas bastante pró-
ximas conducen a una clasificación errónea.

(b) Confusión de una planta con una línea vertical,
provocando una detección incorrecta.

Figura 6.1.4: Falsos positivos

6.1.2.3 Interpolación de puntos láser

El papel del láser en la detección de puertas es fundamental, puesto
que clasifica las puertas en función de la anchura medida entre pares
de líneas verticales detectadas en la imagen. Sin embargo, a partir de
una cierta distancia la resolución angular del láser es insuficiente y la
medición del ancho de las puertas resulta menos precisa. La imagen
6.1.5a muestra el resultado de la detección de puertas sin interpolar las
medidas del láser, fallando la identificación de dos puertas.

(a) Sin interpolación. (b) Con interpolación.

Figura 6.1.5: Detección de puertas interpolando los puntos medidos por el láser.

Para mitigar este problema, se ha optado por interpolar las medidas
del láser mediante un procedimiento de interpolación lineal. Cuando
la anchura de las puertas se calcula a partir de la interpolación de los
puntos del láser más cercanos a los extremos de la puerta, las medidas
ganan en precisión y se consiguen detectar las dos puertas restantes,
como se muestra en la imagen 6.1.5b.

6.1.3 análisis de tiempos

Cualquier algoritmo basado en el análisis de imágenes tiene como reto
conseguir que el tiempo de ejecución sea lo más reducido posible. Así,
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para conseguir que un algoritmo se pueda ejecutar en tiempo real,
es frecuente tener que recurrir a la utilización de imágenes de muy
pequeño tamaño, como por ejemplo 320× 240 px. El inconveniente de
esta idea es que al reducir el tamaño de la imagen, se pierde información
y es más difícil analizar los objetos distantes. Por el contrario, las
imágenes de mayor resolución contienen también mayor información
acerca del entorno. Además, hoy en día, cada vez son más habituales
las cámaras capaces de proporcionar imágenes de alta definición en
tiempo real (30fps), de modo que se necesitan algoritmos rápidos que
puedan explotar las crecientes capacidades del hardware.

6.1.3.1 Detección de puertas en tiempo real

Para comprobar los tiempos de ejecución de nuestro algoritmo de detec-
ción de puertas, se han utilizado cuatro computadores diferentes como
entornos de prueba, cuyas características hardware más importantes
se muestran en la tabla 6.1.2. A bordo de nuestro robot Morlaco se
encuentra un portátil Thinkpad Edge de Lenovo, de modo que sus
tiempos de ejecución son considerados como la referencia principal,y
aparecen marcados en negrita en todas las tablas.

Modelo CPU (Intel) Núcleos RAM Caché

◦ Asus EeePC 901 Atom N270 1 (1.60 Ghz) 1GB 512 KB L2

◦ Dell Inspiron 5150 Pentium D 920 2 (2.80 GHz) 3 GB 4 MB L2

• Dell Core 2 Duo E8400 2 (3.00 GHz) 3.25 GB 6 MB L2

• Thinkpad Edge Core i3 U380 2 (2.54 GHz) 2GB 3MB L3

◦ Ubuntu 10.04 • Fedora 16

Tabla 6.1.2: Características hardware de los entornos de prueba.

La cámara utilizada es capaz de obtener imágenes con una resolu-
ción de 640× 480 px a 30 fps. Sin embargo, con su resolución máxima
de 1600x1200 px, sólo puede capturar imágenes a 5 fps. Por ello, en
las pruebas de localización del robot, la resolución elegida ha sido de
640× 480 px, aunque en las pruebas de detección de puertas se han
incluido imágenes de 1600× 1200 px, y 3200× 2400 px. Esto permite
analizar hasta qué tamaño de imagen se podría ejecutar nuestro al-
goritmo en tiempo real. Los tiempos de ejecución del algoritmo de
detección de puertas en los diferentes entornos de prueba, clasificados
por computador y por tamaño de imagen, se muestran en la tabla 6.1.3.
Cada valor de la tabla corresponde a un promedio de 100 ejecuciones.

La columna Total muestra el tiempo total de ejecución incluyendo el
cálculo de la imagen integral. La columna Parcial representa el tiempo
total menos el tiempo necesario para calcular la imagen integral. Se
puede observar claramente como excluyendo el cálculo de la imagen
integral, el tiempo de ejecución necesita un máximo de 4.50 ms en
una imagen de 7 Mpx en un modesto EeePC 901. Esto da una idea
del mínimo número de cálculos que se realizan, gracias a la fusión
sensorial, el uso de la imagen integral, y la definición de regiones de
interés en la imagen para reducir el área de búsqueda de puertas. En el
resto de entornos de prueba, está claro que se podrían detectar puertas
en tiempo real a cerca de 40 fps incluso para imágenes de 3200× 2400
px. Concretamente, en el ordenador a bordo del robot, el tiempo total
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Total (ms) Parcial(ms) Tam. Img (px)

Ee
eP

C 7.6 1.51 640× 480
40.11 2.08 1600× 1200
158.63 4.50 3200× 2400

Pe
nt

.D
1.39 0.45 640× 480
6.46 0.76 1600× 1200
23.62 1.41 3200× 2400

C
2

E8
40

0

0.72 0.21 640× 480
6.40 0.77 1600× 1200
21.58 1.09 3200× 2400

T
hi

nk
Pa

d 1.35 0.40 640× 480

7.45 1.25 1600× 1200
26.59 1.70 3200× 2400

Tabla 6.1.3: Tiempos de ejecución del algoritmo de detección de puertas en
diferentes entornos de prueba. La columna Parcial indica el tiempo
de ejecución sin incluir el tiempo de cálculo de la imagen integral.

para analizar completamente una imagen en busca de puertas es tan
sólo de 1.35 ms (≈ 740 fps) para imágenes de 640× 480 px.

6.1.3.2 Tiempo de ejecución de la imagen integral

Dentro de las distintas partes de nuestro algoritmo de detección de
puertas, el cálculo de la imagen integral es lo que necesita un mayor
tiempo de ejecución. Dependiendo de la fórmula utilizada para calcular
la imagen integral, el tiempo de procesamiento puede variar bastante,
tal y como se muestra en la tabla 6.1.4.

La primera columna corresponde a la implementación de la ecuación
(D.2), con un coste computacional aproximado de 3×w×h operaciones,
siendo w y h las dimensiones de la imagen. La segunda columna indica
el tiempo de ejecución para el cálculo de la imagen integral según la
ecuación (D.3), que tiene un coste aproximado de 2×w×h operaciones.
Obviamente, el tiempo de procesamiento debería ser teóricamente un
33% menor en la segunda columna que en la primera. No obstante,
esto sólo sucede para el portátil EeePC con un sólo núcleo. En el resto
de entornos de prueba, la reducción de tiempo es aún mayor (hasta un
80%) debido quizás a sus dos núcleos de procesamiento y un mayor
tamaño de memoria caché. De estos resultados se puede deducir que la
implementación más rápida de la imagen integral es un factor crucial y
permite conseguir un ahorro de tiempo sustancial para poder ejecutar
el algoritmo en tiempo real incluso en imágenes de gran tamaño.

6.1.3.3 Comparación con la detección de líneas por convolución

Una de las alternativas más populares para detectar bordes verticales
en una imagen consiste en la utilización de un kernel de convolución
adecuado. Algunos ejemplos son los operadores verticales de Prewitt o
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3×w× h(ms) 2×w× h(ms) Mejora Tam. Img (px)

Ee
eP

C 8.38 6.09 27.3% 640× 480
52.38 38.03 27.4% 1600× 1200
211.54 154.13 27.1% 3200× 2400

Pe
nt

.D

4.94 0.94 81.0% 640× 480
32.04 5.70 82.2% 1600× 1200
124.62 22.21 82.2% 3200× 2400

C
2

E8
40

0
1.96 0.51 74.0% 640× 480
14.69 5.63 61.7.3% 1600× 1200
57.50 20.49 64.4% 3200× 2400

T
hi

nk
Pa

d 4.09 0.95 76.8 % 640× 480

27.85 6.20 77.7% 1600× 1200
106.19 24.89 76.6% 3200× 2400

Tabla 6.1.4: Tiempos de procesamiento en el cálculo de la imagen integral,
dependiendo del entorno de prueba y el tamaño de la imagen
procesada.

el de Sobel, analizados en el apartado C.3. No obstante, la convolución es
una operación costosa computacionalmente, y por ello se suelen utilizar
kernels de dimensiones reducidas, ya que de lo contrario el tiempo de
procesamiento sería demasiado elevado. Además, en la detección de
líneas normalmente no se aplica una sola operación de convolución
sino por lo menos 3: habitualmente un suavizado gaussiano más dos
operadores de gradiente (uno vertical y otro horizontal).

En la tabla 6.1.5 se estudian los tiempos de procesamiento (en ms.)
de diferentes implementaciones de convolución para las imágenes y los
entornos de prueba anteriormente citados. Específicamente se analiza el
resultado de aplicar los siguientes filtros de convolución de dimensiones
3× 3:

1. Un kernel de convolución separable (ver apartado C.4), corres-
pondiente a un operador de Prewitt vertical. Se representa en
la tabla con la columna C.S. El coste computacional teórico es
Npx × P×Q, siendo P y Q las dimensiones del kernel y Npx el
número de píxeles de la imagen.

2. Un kernel de convolución no separable o estándar, con números
aleatorios, identificado en la tabla como C.E. El coste computacio-
nal teórico es algo menor que en el caso anterior: Npx × (P+Q).

3. El mismo kernel separable que en el punto 1, pero implementado
utilizando la librería de visión artificial OpenCV.

4. El kernel no separable del punto 2, implementado con OpenCV.

De los resultados se observa que efectivamente el cálculo de la con-
volución separable es mucho más rápido que el de la convolución
estándar. En una imagen de 640× 480 px, se podrían incluso aplicar
varias operaciones de convolución separables y aún así se podrían pro-
cesar 30 fps. Sin embargo en un entorno tan modesto como es el EeePC,
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C.S. C.E. C.S. (OpCv) C.E. (OpCv) Tam. Img (Px)

Ee
eP

C 10.08 24.33 14.73 19.71 640× 480
62.33 151.84 89.95 123.01 1600× 1200
250.35 609.99 354.95 486.00 3200× 2400

Pe
nt

.D

3.83 9.80 6.80 7.65 640× 480
22.80 50.70 35.94 40.03 1600× 1200
92.45 203.29 132.69 162.95 3200× 2400

C
2

E8
40

0

3.46 3.73 3.94 4.31 640× 480
23.22 23.62 23.08 26.26 1600× 1200
94.01 95.71 89.36 104.96 3200× 2400

T
hi

nk
Pa

d 2.98 8.52 10.52 11.77 640× 480

18.32 53.30 59.56 73.35 1600× 1200
71.52 213.25 229.77 293.17 3200× 2400

C.S. = Convolución Separable C.E. = Convolución Estándar

Tabla 6.1.5: Tiempos de ejecución (en ms) para un filtro de convolución 3× 3,
clasificados por tamaño de imagen y en entornos de prueba. Las
pruebas incluyen convolución separable y convolución estándar, así
como sus respectivas versiones en OpenCV.

probablemente no se podrían detectar líneas en tiempo real utilizando
una convolución; posteriormente habría que ejecutar otras costosas
tareas, como por ejemplo un algoritmo de componentes conectados
(ver sección 5.3.3.1). La convolución estándar es más lenta, pero aún así
se utiliza en ocasiones en casos donde no se puede separar la convo-
lución. Un ejemplo es el filtro Sigma de Lee [61], que permite suavizar
la imagen preservando los bordes. Otro aspecto a destacar es que en
imágenes de gran tamaño, en todos los entornos probados, resultaría
imposible ejecutar métodos de detección de puertas en tiempo real que
utilizaran filtros de convolución.

Finalmente es importante comparar los resultados de la tabla 6.1.5
con los de la tabla 6.1.3. De esta comparación se observa que en una
imagen de 640× 480 px nuestro algoritmo de detección de puertas tarda
1.35 ms de media. Este tiempo da una idea de la rapidez de nuestro
algoritmo, dado que es incluso menos de la mitad del tiempo que se
tardaría en aplicar una única vez un filtro de Prewitt implementado
mediante una convolución separable.
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6.2
R E S U LTA D O S D E L O C A L I Z A C I Ó N

En este capítulo se exponen los resultados experimentales del siste-
ma de localización propuesto en esta tesis. Está basado en la fusión
de información odométrica con los datos procedentes del sistema de
detección puertas (capítulos 5.2 y 5.3) y contrastados con el mapa al-
macenado en el SIG (capítulo 5.4). A la hora de probar el sistema de
localización, es importante ejecutar los experimentos de manera autó-
noma, sin intervención humana, para evitar así influir en los resultados.
Para facilitar esta labor se ha utilizado una integración de dos entornos
de desarrollo de robots desarrollada en nuestro grupo de investigación.
Tras explicar el sistema de construcción y ejecución de misiones para
robots autónomos, se analizan los resultados experimentales.

6.2.1 entornos de desarrollo robóticos

Desde hace algo más de una decada, diferentes instituciones educativas
han desarrollado entornos de desarrollo de robots, o RDEs, que sirven
como ayuda a la hora de trabajar con robots autónomos y desarro-
llar nuevos algoritmos. Es un hecho que los RDE existentes difieren en
muchos aspectos. En un exhaustivo estudio, Kramer y Scheutz [59]
comparan las características, usabilidad, e impacto de uso (por número
publicaciones científicas) de nueve RDEs de código abierto. Cada RDE tie-
ne sus ventajas e inconvenientes, y dentro de las alternativas existentes,
en GroUsal hemos optado por utilizar Carmen y MissionLab. Con el
objetivo de poder aprovechar las mejores características de ambos, uno
de los proyectos de nuestro grupo de robótica ha conseguido integrar
satisfactoriamente Carmen junto con MissionLab, como se explicará
a continuación. No obstante, antes de analizar los beneficios de dicha
integración, se ofrece una concisa descripción de las características de
estos dos RDE.

6.2.1.1 MissionLab

MissionLab [66] es un conjunto de herramientas software desarrollados
por el Instituto Tecnológico de Georgia para facilitar el desarrollo y
prueba de comportamientos tanto en robots individuales como en
grupos de robots móviles. Está ideado para la construcción de misiones
robóticas de estilo militar especificadas a un alto nivel de abstracción, e
incluye software para controlar varios robots comerciales.

Uno de los puntos fuertes de este RDE es su usabilidad, evitando que
los usuarios del sistema tengan que implementar cada misión a bajo
nivel. Esto se consigue gracias al Editor de Configuraciones CfgEdit
(Configuration Editor), una herramienta que permite construir misiones
gráficamente a partir de comportamientos predefinidos, interconectán-

147



148 resultados de localización

dolos mediante máquinas de estados finitos. Al compilar la misión
gráfica, CfgEdit genera automáticamente el código fuente necesario y
crea un robot ejecutable que se encarga de enviar las órdenes de la misión
a un robot real. El proceso de compilación consta de tres fases, y se
utilizan dos lenguajes intermedios denominados CDL y CNL:

CfgEdit→ CDL→ CNL→ C++

El robot ejecutable generado mediante CfgEdit ejecuta la misión en un
robot real gracias a que dispone de una biblioteca de funciones para
comunicarse con el servidor hardware HServer. Este servidor define
una interfaz de control abstracta para interactuar con los sensores y
actuadores de los robots, y elimina la necesidad de generar código
específico para un modelo de robot determinado. Otra importante
característica de HServer es que permite estimar la posición de un
robot fusionando diferentes fuentes de información sensorial [37]. La
comunicación entre el robot ejecutable y Hserver se realiza por medio de
la biblioteca de paso de mensajes distribuidos IPT [45], desarrollada por
la Universidad de Carnegie Mellon.

6.2.1.2 Carmen

Carmen [75, 76] es un RDE de código abierto desarrollado por la Uni-Carmen es un
acrónimo de Carnegie

Mellon Robot
Navigation Toolkit.

versidad de Carnegie Mellon. Está preparado para trabajar con un
sólo robot, y la modularidad es uno de sus principales principios de
diseño. Proporciona módulos de comunicación con diferentes robots y
sensores comerciales, almacenamiento y reproducción de logs, evitación
de colisiones, localización, planificación de rutas, y construcción de
mapas.

Los módulos de Carmen están diseñados siguiendo una arquitectura
de tres capas. La capa inferior proporciona interfaces abstractas para
comunicarse con el hardware, efectúa los cálculos odométricos y plani-
fica rotaciones simples y movimientos rectilíneos. La capa intermedia
implementa tareas de navegación de más alto nivel, mientras que la
capa de más alto nivel está reservada para tareas de usuario. El diálogo
entre módulos confía en IPC [101], una biblioteca de comunicación in-
terproceso desarrollada por la universidad de Carnegie Mellon. Esta
biblioteca comparte bastantes similitudes con IPT (utilizada por Mis-
sionLab), dado que ambas derivan de un antecesor común: el proyecto
TCA (Task Control Architecture) [100].

6.2.1.3 Integración de Carmen y MissionLab

Uno de los problemas principales de MissionLab es que no es com-
patible con versiones actuales de Linux, debido a problemas con las
bibliotecas Cthreads [94] e IPT, puesto que ambas carecen de manteni-
miento. Para solucionar este problema se ha sustituido Cthreads por
pthreads, y se ha desarrollado IPC_Adapter, un nuevo componente para
MissionLab que transforma la interfaz de IPT en una interfaz compati-
ble con IPC, utilizada por Carmen y mantenida activamente.

Esta modificación de MissionLab ha permitido además crear un
nuevo modelo de comunicaciones entre ambos RDE basado en IPC,
consiguiendo así que todos los servicios de MissionLab sean utilizables
por Carmen y viceversa. Por ejemplo, todos los servicios de navegación
de Carmen están disponibles para MissionLab, y se pueden utilizar
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en el editor de misiones CfgEdit junto con otros comportamientos de
MissionLab. Un beneficio añadido es que el sistema resultante sigue
siendo multirobot.

A la hora de integrar los servicios de navegación de Carmen en
MissionLab, se ha diseñado un comportamiento denominado Car-
men_Navigate, definido en el lenguaje CNL de MissionLab. Este com-
portamiento recibe un par de coordenadas (x,y) como parámetros que
le indican la posición que el usuario desea que alcance el robot. Para
llegar a la posición objetivo, utiliza tanto el planificador de caminos
como la evitación de colisiones de Carmen, y comprueba la posición
utilizando nuestro sistema de localización, implementado en el módulo
doorLocalize, tal y como se describe en la sección siguiente.

6.2.2 diseño de pruebas de localización autónomas

El objetivo fundamental de este capítulo es verificar el funcionamiento
de nuestro sistema de localización basado en la detección de puertas.
Para realizar las pruebas experimentales de localización de manera
totalmente autónoma con Morlaco (apénd. A), se ha utilizado la integra-
ción de Carmen y MissionLab descrita en el apartado anterior. Así, se
logra que el robot tome todas las decisiones por sí mismo sin ningún
tipo de intervención humana.

Para cada prueba de localización se ha creado una misión mediante
el editor gráfico de misiones CfgEdit de MissionLab, utilizando el
comportamiento Carmen_Navigate. A su vez este comportamiento
basa su funcionamiento en una serie de módulos desarrollados para
integrar Morlaco en Carmen:

• morlaco: un módulo que permite leer datos de los encoders de
nuestro robot Morlaco, así como enviarle comandos de actuación
a sus motores. Ambas tareas se llevan a cabo comunicándose con
la controladora AX2850 de Roboteq, a bordo de Morlaco.

• camera9000_pro: aunque Carmen dispone de un módulo para leer
imágenes de una webcam, no funcionaba con nuestro modelo de
cámara. Nuestro nuevo módulo utiliza video4linux2 para obtener
imágenes en formato YUYV de una Logitech Webcam 9000 Pro,
leyendo únicamente el canal de luminancia, en blanco y negro
y sin comprimir, que resulta la mejor opción para interpretar la
imagen en busca de puertas.

• doorDetection: módulo de detección de puertas que depende di-
rectamente de los datos del láser y la cámara. Para acceder al
laser Sick Lms 200 de Morlaco se utiliza el módulo laser de car-
men, mientras que las imágenes se leen de nuestro módulo came-
ra9000_pro.

• doorDetectionGui: interfaz gráfica para visualizar las puertas de-
tectadas por doorDetection.

• doorLocalize: módulo de localización EKF que estima la posición del
robot fusionando la información odométrica proporcionada por
el módulo morlaco con el resultado de la asociación de datos entre
las puertas detectadas por el módulo doorDetection y la consulta
al mapa almacenado en el SIG.
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• doorLocalizeGui: interfaz grafica para visualizar la asociación de
datos, la incertidumbre y la posición del robot en tiempo real en
un mapa almacenado en el SIG.

En la figura 6.2.1 se ilustran las relaciones entre los módulos creados,
junto con el módulo laser ya existente en Carmen y el nuevo comporta-
miento Carmen_Navigate para MissionLab. Todas las comunicaciones
se realizan mediante la biblioteca de paso de mensajes IPC.

camera9000_pro laser morlaco

doorDetection doorLocalize Carmen_Navigate

doorDetectionGui doorLocalizeGui

MissionLab

Carmen

MissionLab+Carmen

Figura 6.2.1: Intercomunicación (a través de IPC) de los módulos desarrollados
para Carmen y MissionLab.

6.2.3 resultados experimentales

En entornos interiores, uno de los problemas habituales que afrontan
los robots es mantenerse localizados en un pasillo. Esta dificultad se
debe a que en ocasiones son entornos demasiado simples donde dos
lugares diferentes pueden exactamente iguales, debido a la falta de
objetos distintivos. En la figura 6.2.2 se muestra un escenario dondeEl término habitual

para referirse a estas
situaciones es

’perceptual aliasing’,
que se podría traducir

como ’similaridad
perceptiva’.

podrían aparecer problemas de localización.

13 m

Figura 6.2.2: Falta de elementos distintivos en un pasillo de la facultad.

Si este pasillo es observado por un láser y se toman sucesivas capturas
de datos a medida que el robot avanza en la dirección del pasillo,
entonces la incertidumbre en la posición se puede mantener acotada en
la dirección perpendicular al pasillo, gracias a las paredes. Sin embargo,
el error de posición en la dirección del pasillo, es mucho más difícil
de acotar porque para el láser todos los puntos de la paredes resultan
similares. Una solución es detectar objetos salientes con respecto a la
pared, como por ejemplo el radiador que se aprecia en la foto. Otra
solución es que el final del pasillo esté dentro del alcance del láser (8m),
aunque en este caso está a 13 metros y no es detectable. Este problema
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aparece tanto utilizando datos láser en bruto, como sucede en el caso
del localizador de Carmen, como a un mayor nivel de abstracción,
extrayendo las líneas correspondientes a las paredes.

La función natural de un pasillo es intercomunicar las distintas de-
pendencias de un edificio, y de ahí que las puertas sean uno de los
elementos más habituales en este tipo de entornos. Al detectar correcta-
mente una puerta se restringe la incertidumbre tanto en la dirección del
pasillo como en su perpendicular. Por consiguiente, nuestro sistema de
localización debería funcionar correctamente en pasillos sin importar
su longitud, como se demostrará en la siguiente prueba experimental.

6.2.3.1 Prueba 1

Para la primera prueba de localización se ha construido la misión que
se puede observar en la parte superior de la figura 6.2.3 mediante el
editor CgfEdit de MissionLab, y transcurre en uno de los pasillos prin-
cipales de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Salamanca. Las

Start

Immediate

CARMEN_Navigate
Goal_Location(92,44)

CARMEN_Navigate
Goal_Location(25,44)

CARMEN_Navigate
Goal_Location(35,44)

AtGoal
Goal_Location (25,44)

AtGoal
Goal_Location (35,44)

AtGoal
Goal_Location (92,44)

A

B C

Figura 6.2.3: Misión en un pasillo de gran longitud (≈ 70m de largo). Está
programada para repetir indefinidamente el ciclo A→ B→ C→
A.

coordenadas que aparecen en cada comportamiento Carmen_Navigate
se corresponden con los puntos A, B y C del mapa que se muestra
en la parte inferior de la misma figura. La distancia total de un ciclo
completo A→ B→ C→ A es de unos 140 metros aproximadamente, y
la misión se puede ejecutar indefinidamente al ser cíclica.

Una vez compilada la misión, gracias a la integración de los servicios
de Carmen en el comportamiento Carmen_Navigate para Mission-
Lab, el robot funciona de manera totalmente autónoma. Así, se utiliza
la planificación de caminos y la evitación de colisiones por láser de
Carmen. Al cruzarse personas en la ruta del robot, la trayectoria es
automáticamente replanificada en caso de ser necesario. Una de las di-
ficultades añadidas es que la iluminación del pasillo no es homogénea,
al depender de fuentes de luz artificial a lo largo de toda su extensión.
Esto provoca claroscuros como el de la figura 6.2.2, que incrementan la
dificultad del análisis de la escena.
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Después de repetir 8 ciclos completos, el robot se detuvo manual-
mente en el punto A, debido a que la batería del ordenador portátil
estaba a punto de descargarse totalmente. El experimento duró aproxi-
madamente 100 minutos, y el robot recorrió una distancia aproximada
de 1.1 km. El resultado de la posición estimada de nuestro sistema de
localización se puede observar en color verde en la figura 6.2.4, donde
la etiqueta "Final EKF" corrobora que la estimación final de la posición
coincide con el punto en el que el robot se detuvo.

La sorprendente ruta en rojo es el resultado de representar gráfi-
camente la trayectoria del robot sin tener en cuenta las correcciones
realizadas mediante la observación de puertas. Es decir, es el resultado
de la integración odométrica, y la posición final estimada está a unos 50
metros de distancia con respecto al final real. A pesar de que existe un
error sistemático evidente en la odometría, el EKF es capaz de corregirlo
satisfactoriamente.

Figura 6.2.4: Trayectoria real seguida por el robot para realizar la misión 1. En
rojo se muestra la ruta estimada que habría seguido el robot en
caso de utilizar solamente la información odométrica. En verde, la
ruta estimada utilizando la corrección con EKF por detección de
puertas.

Análisis del error en la posición

La localización mediante EKF se basa en un modelo de distribución
normal multivariante, lo que significa que cada elemento del vector de
estado es una variable gaussiana. En nuestro caso el vector de estado
tiene tres componentes: x = [x y θ]T , que identifican la posición y
orientación del robot en el sistema de referencia global. La matriz de
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covarianza del estado recoge la varianza asociada a cada una de dichas
variables:

P =

 σ2x σxy σxθ

σxy σ2y σyθ

σxθ σyθ σ2θ

 (6.2.1)

Al tratarse de variables gaussianas, el 95% del error está contenido
en el doble de la desviación estándar (2σ) y es el valor que se utilizará
de aquí en adelante para representar el error en la posición estimada.

En la figura 6.2.5 se muestran los errores 2σx, 2σy y 2σθ a lo largo
de la duración total de la misión descrita anteriormente.
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Figura 6.2.5: Errores 2σx, 2σy y 2σθ durante la misión de la figura 6.2.4.

Uno de los problemas encontrados a la hora de ejecutar el sistema
de localización es que debido a la linealización que se realiza en el EKF,
aparecían extraños errores en la matriz de covarianza, generándose
valores negativos. Para resolver este problema, se ha optado por una
compensación heurística, similar a la descrita en el apartado 3.2.4. En
este caso se ha establecido un error mínimo σ2x = σ2y = σ2theta =

0.001 en los términos de la diagonal principal, que equivale a 6.3 cm
aproximadamente para 2σx y 2σy, y 3.6º para 2σθ.

Es importante notar que las variables del vector de estado están
definidas en el sistema de referencia global, y en este caso el eje X
coincide con la dirección del pasillo. En la parte superior de la figura
6.2.5 se observa que el error en X está perfectamente acotado en torno
al error mínimo establecido con pequeñas variaciones. El error en Y
tiene mayores variaciones llegando a alcanzar 0.5 metros. Esto se debe
a que hay tramos del pasillo donde no se ha podido detectar ninguna
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puerta, y como es bien sabido, el error aumenta más rápidamente en la
dirección perpendicular a la de avance. No obstante, nada más que se
vuelven a detectar y asociar puertas correctamente, el error disminuye
hasta el mínimo establecido. Lo mismo sucede para el error angular,
con la salvedad de que los picos de mayor valor corresponden a los
lugares en los que el robot efectúa giros de 180º.

Además de los errores para cada una de las variables de estado, en
la figura 6.2.6 se muestra el área de la elipse que contiene un 95% del
error en las dimensiones x− y. Este valor es un mejor indicativo del
error posicional al contener un error bidimensional. Como se puede
observar, a lo largo de los más de 100 minutos de duración de la misión,
el error alcanza un valor máximo de 0.2m2.
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Figura 6.2.6: Área de la elipse de error en las dimensiones x− y para un valor
del 95%.

6.2.3.2 Prueba 2

Para la segunda prueba de localización se ha construido la misión
de la figura 6.2.3, ubicada en uno de los departamentos de Química
Inorgánica de la Facultad de Ciencias. Las coordenadas que aparecen
en cada comportamiento Carmen_Navigate se corresponden con los
puntos A, B, C y D del mapa que se muestra en la parte inferior
de la misma figura. El robot parte del punto A, en el exterior del
departamento, y acto seguido se dirige a la entrada del departamento
(B). Una vez dentro, explora el entorno desplazándose hasta los puntos
C y D, para regresar finalmente al punto B y repetir el ciclo BCDB
hasta que la misión se detenga manualmente.

Después de aproximadamente 5 ciclos completos, el robot se detuvo
manualmente en el punto C. El experimento duró aproximadamente 25
minutos, y el robot recorrió una distancia aproximada de 300 m. La ruta
estimada de nuestro sistema de localización se muestra en color verde
en la figura 6.2.8, y la etiqueta "Final EKF" indica que la posición final
estimada coincide con el punto en el que el robot se detuvo realmente.
La ruta en rojo corresponde a la ruta estimada utilizando únicamente
la odometría, y la posición final estimada está a unos 8 metros de
distancia con respecto al final real.

Análisis del error en la posición

En la figura 6.2.9 se muestra el error 2σ para las variables de estado
x, y y θ, así como el área de la elipse de error correspondiente a un
95%. Los valores representados en la gráfica, de acuerdo al modelo de
error, indican que el robot está en la posición indicada con un 95% de
probabilidad. Al igual que en el experimento anterior, los errores están
acotados la mayor parte del tiempo, salvo en circunstancias donde no
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Figura 6.2.7: Misión en el interior de un departamento. La misión comienza en
el punto A y a continuación define el ciclo BCDB, que se repite
indefinidamente.

Figura 6.2.8: Trayectoria real seguida por el robot para realizar la misión 2. En
rojo se muestra la ruta estimada seguida por el robot utilizando
solamente la información odométrica. En verde, la ruta estimada
utilizando la corrección con EKF por detección de puertas.
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existen puertas que se puedan detectar. Los picos de error son cíclicos,
lo que significa que el aumento en la incertidumbre se produce en las
mismas zonas del entorno.

El error en X está acotado en torno al error mínimo establecido
llegando a alcanzar un valor máximo de 30 cm. La ausencia de picos
de error en Y en torno a los 5 y 10 minutos, indica que en el segundo y
tercer ciclo el robot consiguió detectar puertas y mantener el error al
mínimo, pero en el resto de ciclos no fue capaz de detectar esas mismas
puertas. El error angular aumenta principalmente en las posiciones B y
D, donde se producen giros de 180º y el planificador autónomo tomó
la decisión de que el robot girase dando la espalda a las puertas. No
obstante, al volver a asociar puertas correctamente, el error disminuye
hasta el mínimo establecido.

Finalmente la gráfica inferior de la figura 6.2.9 muestra el área de la
elipse que contiene un 95% del error en las dimensiones x− y. A lo
largo de los 25 minutos de duración de la misión, el error alcanza un
valor máximo de 0.14m2, y durante la mayor parte de la misión el error
se sitúa en un mínimo de 0.02m2.
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Figura 6.2.9: Errores 2σx, 2σy y 2σθ y área de la ellipse de error del 95%
durante la trayectoria estimada mediante EKF de la figura 6.2.8.
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6.3
C O N C L U S I O N E S Y T R A B A J O F U T U R O

La finalización de una tesis doctoral no sólo supone una oportuni-
dad para mirar hacia atrás y observar desde una perspectiva global el
trabajo realizado, sino que también constituye una ocasión para con-
cebir nuevas ideas relacionadas con la investigación llevada a cabo y
desarrollarlas en el futuro.

6.3.1 conclusiones generales

Desde que la palabra robot fue introducida en la literatura por el es-
critor Karel C̆apek en 1921, la mayor parte de la sociedad imagina un
futuro donde los robots son máquinas conscientes, con inteligencia y
habilidades físicas similares o superiores a las humanas, y capaces de
desenvolverse sin problemas en cualquier entorno humano. Algunas de
estas visiones son ya una realidad, puesto que desde hace décadas exis-
ten robots que nos superan en velocidad, precisión, fuerza o resistencia.
No obstante, a pesar de esta superioridad en ciertas tareas físicas, los
robots están aún muy lejos de igualar nuestras habilidades intelectuales
y cognitivas. Esto les impide ser capaces de desarrollar tareas similares
a las que cualquier persona puede realizar en el interior de los edificios,
que es donde el ser humano pasa la mayor parte de su tiempo.

La razón fundamental de que un robot se encuentre presente en el
interior de un edificio es que pueda ayudar al ser humano en cualquier
tipo de tareas: entretenimiento, seguridad, limpieza, ayuda personal
a mayores o discapacitados, etc. Además, existen dos razones por las
que es muy importante que los robots mantengan una estimación fiable
de su posición en un edificio. La primera es que la localización resulta
imprescindible para navegar de forma autónoma. La segunda es que
existen determinados sistemas en los que el robot se considera un recur-
so de actuación, y como tal, el sistema necesita mantenerlo localizado.
Dos campos donde se desarrollan este tipo de sistemas son la inte-
ligencia ambiental y la gestión de inmuebles (facility management). El
propósito principal de un sistema de inteligencia ambiental es mejorar
un edificio para ayudar al ser humano de forma inteligente y transpa-
rente, y para conseguir este fin los robots constituyen un recurso de
actuación esencial. En los sistemas de gestión de inmuebles, el objetivo
es optimizar los recursos (espaciales, humanos, etc.) de uno o varios
edificios de gran tamaño, como centros educativos u hospitales, por
ejemplo. En este caso un robot se podría encargar de la limpieza, la
seguridad del edificio, u otras tareas, y se consideraría como un recurso
robótico.

Tomando como base estas ideas, se ha desarrollado un sistema de
localización que permite determinar la ubicación de un robot en el
interior de un edificio en todo momento. A pesar de que este problema
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ha sido estudiado con anterioridad, existen dos diferencias principales
que hacen que nuestra propuesta sea innovadora:

• La estimación de la posición está basada en la extracción de
información simbólica (características de alto nivel) del entorno
en tiempo real.

• Se ha integrado nuestro sistema de localización junto con un
Sistema de Información Geográfica (SIG).

Además de estas dos ideas, uno de los aspectos más relevantes y que
más ha influido en los resultados de la investigación ha sido sin lugar
a dudas el uso de técnicas de fusión multisensorial. Concretamente, la
fusión se ha realizado a tres niveles de abstracción diferentes:

• Fusión a bajo nivel: se ha utilizado un método de calibración ya
existente para combinar los datos en bruto del sensor láser y el
sensor de visión y expresarlos en un sistema de referencia común.

• Fusión a nivel intermedio: se ha desarrollado un método para
extraer características en el espacio sensorial del láser y definir
regiones de interés en las imágenes obtenidas por la cámara,
facilitando así el proceso de extracción de información simbólica.

• Fusión a alto nivel: se ha utilizado un filtro extendido de Kalman
(EKF) para estimar la posición del robot a partir de diferentes
fuentes sensoriales, fusionando información odométrica con la
extracción de características mediante láser y visión.

6.3.2 conclusiones específicas

En este apartado se describen conclusiones más detalladas en relación
a la extracción de información simbólica, los sistemas de información
geográfica, el sistema de localización y el desarrollo de misiones de
navegación autónomas.

6.3.2.1 Extracción de características de alto nivel en tiempo real

En el interior de un edificio se puede extraer información simbólica
detectando características de alto nivel. De entre los diferentes objetos
existentes, las puertas son uno de las más frecuentes y más regularmen-
te repartidos por el entorno, y por ello se han utilizado como elemento
clave para la localización de nuestro robot móvil.

El sistema de detección de puertas que se ha desarrollado está funda-
mentado en la construcción de un sensor virtual, fusionando informa-
ción multisensorial proporcionada por el láser y la cámara de visión
a bordo del robot. A bajo nivel, los datos del láser son proyectados en
las imágenes de la cámara, añadiendo así información de profundidad
a la imagen. A nivel intermedio, se detectan las paredes en el espacio
sensorial del láser y se proyectan en la imagen. La detección de paredes
con láser es muy eficaz y mucho menos costosa que un análisis visual.
Gracias a esto, las paredes en la imagen sirven como regiones de interés,
consiguiendo reducir el espacio de búsqueda de las puertas y evitando
búsquedas innecesarias en el techo o en el suelo.

Para minimizar el tiempo de procesamiento se han utilizado carac-
terísticas pseudo-Haar verticales para encontrar las líneas correspon-
dientes a los laterales de las puertas. Esta técnica se utiliza junto con la
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imagen integral, que permite sumar y restar áreas de píxeles mediante
un número extremadamente reducido de operaciones. Gracias a la
fusión de datos a bajo nivel, se mide la distancia real (no en píxeles)
entre los pares de líneas verticales detectadas, y se efectúa la clasifica-
ción final, almacenando la ubicación de las puertas detectadas. Todo el
proceso es extremadamente rápido, superando muy ampliamente los
requisitos de tiempo real necesarios para el sistema de localización. Por
poner un ejemplo, incluso con imágenes de algo más de 7 Mpx se ha
obtenido una velocidad de casi 40 fps.

El sistema propuesto ha sido probado en escenarios no preparados
o modificados previamente, y con un amplio conjunto de puertas
(con diferente color, forma y acabado), bajo diferentes condiciones de
iluminación y puntos de vista, lográndose un alto porcentaje de aciertos
con una baja tasa de falsos positivos. Además, el sistema funciona
independientemente de que las puertas estén abiertas o cerradas, e
incluso aunque las puertas estén perfectamente alineadas con respecto
a la pared.

6.3.2.2 Sistemas de Información Geográfica

La Universidad de Salamanca dispone del Servicio Transfronterizo de
Información Geográfica (STIG), que entre otras tareas se encarga de man-
tener planos actualizados de todos y cada uno de los edificios de la
universidad. La información espacial modelada incluye tanto datos
métricos del entorno como información simbólica (puertas, ventanas,
ascensores, etc) con la ventaja de estar separada por capas.

Al integrar nuestro sistema de localización con un SIG, se ha podido
reutilizar muy fácilmente la información espacial modelada por el STIG,
gracias a la interoperabilidad de los SIG con otros sistemas. De este
modo no sólo se evita tener que construir un mapa desde cero, sino que
los datos quedan almacenados en una base de datos espacial PostGIS.

El robot interactúa con la base de datos espacial del SIG después
de detectar un conjunto de puertas en el entorno por medio de su
sensor virtual. La consulta consiste en obtener las puertas del mapa
que son observables desde su posición estimada mediante odometría.
La información obtenida es fundamental para el EKF y permite corregir
la estimación de la posición del robot confiando en el proceso de
asociación de datos.

Una ventaja de los SIG es que están específicamente diseñados para
ser utilizados por el ser humano, de forma que la información que al-
macenan se puede visualizar y manejar por cualquier persona. Además,
los datos se pueden georreferenciar, lo que significa que están identifi-
cados de forma única en el espacio. Esto permite añadir nuevos mapas
de otros edificios y calcular rutas entre ambos, por ejemplo. Incluso
se podrían añadir datos de otras ciudades u otros paises, y gracias
a la escalabilidad del sistema y a su base de datos espacial, no sería
necesario modificar la estructura del sistema, ni tampoco disminuiría
su rendimiento.

6.3.2.3 Localización basada en características de alto nivel

El sistema de localización desarrollado está basado en la aplicación de
un ciclo predicción-corrección mediante un EKF. La fase de predicción
estima la posición del robot empleando únicamente la información
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odométrica de sus encoders. La fase de corrección es más compleja y
se basa en la asociación de las características de alto nivel detectadas
por el robot con las mismas características almacenadas en el SIG. Este
proceso de asociación de datos es muy complejo porque la correlación
es desconocida a priori, y se ha resuelto mediante un algoritmo del
vecino más próximo con puertas de validación basadas en la distancia
de Mahalanobis.

Cabe destacar que tanto los aspectos teóricos del EKF como su imple-
mentación práctica han representado un gran desafío para el autor de
este trabajo. Además, se ha observado que un aspecto esencial para el
correcto funcionamiento del EKF consiste en modelar adecuadamente la
incertidumbre del sistema y la de las observaciones.

6.3.2.4 Misiones de navegación autónomas

El funcionamiento del sistema de localización propuesto se ha com-
probado mediante la ejecución de un conjunto de misiones totalmente
autónomas en escenarios reales de la Facultad de Ciencias de la Univer-
sidad de Salamanca.

Para poder lograr un nivel total de autonomía, se han desarrollado
módulos para el control del robot a bajo nivel, para la detección de puer-
tas y para la localización, así como módulos para visualizar la posición
del robot, las puertas detectadas y la incertidumbre de ambos. Todos
estos módulos se han incluido en un entorno de desarrollo robótico
(RDE) desarrollado en GroUsal y que consiste en la integración de Car-
men y MissionLab. Gracias a este RDE integrado se ha podido verificar
el funcionamiento satisfactorio del sistema de localización desarrollado,
diseñando las misiones mediante MissionLab y utilizando Carmen
para la planificación de caminos.

En una misma misión, nuestro robot ha sido capaz de recorrer más
de 1 km de distancia durante casi 2 horas de duración y ha logrado
mantener una estimación de la posición acotada durante toda la misión.
Durante las misiones no se ha efectuado ningún tipo de intervención
humana, y se han realizando tareas de evitación de obstáculos en caso
de aparecer personas en la trayectoria del robot.

Los resultados de localización han demostrado la robustez del en-
foque propuesto, al mismo tiempo que han permitido detectar los
puntos débiles del sistema, e idear posibles líneas de trabajo futuro
para mejorarlo.

6.3.3 trabajo futuro

A partir de la conclusiones extraídas, se pueden esbozar algunas ideas
para mejorar y extender las capacidades del sistema actual. Una primera
idea sería utilizar modelos más sofisticados para la asociación de datos,
aprovechando la correlación existente entre las observaciones. Esto
permitiría aumentar la robustez del sistema de localización y disminuir
las posibilidades de divergencia del EKF.

Otro aspecto interesante sería extender la funcionalidad del sistema
de extracción de información simbólica, que por el momento solamente
está preparado para detectar puertas. En algunos puntos del entorno
esto puede presentar problemas al no existir puertas en el campo de
visión del robot. Para mejorar el sistema en este aspecto, una posibilidad
sería utilizar las paredes detectadas por el láser, mientras que otra
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opción sería desarrollar sistemas de detección de características de
alto nivel adicionales, capaces de observar ventanas o radiadores, que
también son objetos muy presentes en la mayoría de edificios.

En relación a la capacidad sensorial y de actuación del robot sería
deseable añadir un brazo robótico para posibilitar la apertura de puer-
tas, o incluir nuevos sensores como unidades de medida inercial, con el
fin ampliar las funcionalidades del robot.

Con respecto a los sistemas de información geográfica, gracias a su
base de datos espacial se podrían añadir nuevos objetos al mapa a
medida que fuesen detectados, y completar así el modelo del mundo.
Además, se podrían aprovechar las capacidades de visualización y
compatibilidad con el ser humano de los SIG para diseñar un sistema
que permita a un usuario final construir misiones de manera gráfica.

Finalmente, cabe destacar que se están realizando dos proyectos
de investigación en GroUsal relacionados con la localización relativa
basada en la odometría visual, así como la localización global mediante
filtros de partículas y la extracción de puertas. Ambos proyectos se
integrarán en el futuro con los resultados presentados en esta tesis
doctoral, completando las funcionalidades del sistema actual.
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Para poder comprobar de manera empírica en el mundo real el funciona-
miento del sistema de localización presentado en esta tesis doctoral, se
ha diseñado el robot móvil autónomo Morlaco en el Grupo de Robótica
de la Universidad de Salamanca. El montaje mecánico ha sido realizado
prácticamente en su totalidad por la empresa Nacho y Cuervo S.L., con
sede en Guijuelo, mientras que en GroUsal hemos realizado algunas
pequeñas modificaciones. En este apéndice se describe brevemente el
diseño físico, el sistema sensorial y de actuación, así como el sistema
de control y los módulos software desarrollados para comunicarse con
los dispositivos del robot.

a.1 diseño

El primer paso en la fase de diseño mecánico del robot ha sido decidir
la configuración de las ruedas del robot. Algunas de las disposiciones
más habituales en robótica móvil son diferencial, triciclo, Ackermann,
omnidireccional y orugas. Las configuraciones en triciclo y Ackermann
permiten moverse en línea recta con mayor facilidad pero su capacidad
para maniobrar es bastante limitada. Las configuraciones omnidirec-
cional y de orugas suponen más complicaciones en los cálculos odo-
métricos. Por ello se ha optado por la configuración diferencial: dos
ruedas diametralmente opuestas y ubicadas en un eje perpendicular a
la dirección de avance del robot. Cada rueda está dotada de un motor,
de forma que los giros se efectúan aplicando diferentes velocidades a
cada rueda. En configuración diferencial es complicado mantener la ho-
rizontalidad del robot, a no ser que se utilicen técnicas de autobalanceo
(mediante giróscopos, como en los Segway). Esto se suele solucionar
mediante ruedas castor, que no están motorizadas y que pueden girar
libremente en cualquier dirección. Si se coloca más de una rueda castor,
pueden presentarse problemas de tracción en las ruedas motoras, por
lo que en el diseño final se ha utilizado una única rueda castor.

Una vez decidida la configuración diferencial del robot, se diseñó
la base mediante AutoCAD. El diseño CAD se muestra en la figura
A.1a, junto con la distribución de los principales componentes. Las
dimensiones de la base se han tratado de minimizar en función de
los elementos que iban a utilizarse: ruedas, motores, controladora de
motores, batería, sensor láser y cámara, además de otros elementos de
menor tamaño como un conversor de 12 a 24 V, encoders para medir
el desplazamiento del robot, y un mini-ordenador portátil. El aspecto
final del robot una vez terminado se muestra en la figura A.1b. Se ha
bautizado como Morlaco (Mobile Robot – Laser Controlled), y su nombre
se eligió tras realizar las primeras pruebas y observar la sorprendente
potencia que le confieren sus motores.
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Figura A.1: a): Diseño CAD de la base del robot. b) Aspecto final del robot.

a.2 sensores

Para poder navegar por cualquier tipo de entorno, los robots necesitan
sensores que les permitan percibir el medio que los rodea. Los sensores
se pueden catalogar como exteroceptivos, que miden estímulos que se
originan en el exterior del robot, o como propioceptivos, que sirven para
observar el estado interno del robot. En Morlaco se incluyen dos sensores
exteroceptivos, concretamente un láser de medición de distancias y
una cámara de visión monocular, así como un par de encoders ópticos
incrementales, que son sensores propioceptivos. El aspecto de estos
dispositivos se puede observar en la figura A.2, mientras que en el
capítulo 4.1 se estudian sus propiedades en profundidad.

(a) (b) (c)

Figura A.2: a) Escáner láser sick lms 200. b) Webcam 9000 pro de Logitech. c)
Encoder óptico incremental E3 de USdigital.

Una de las dificultades que se ha presentado a la hora de ubicar estos
sensores en el robot ha sido cómo sujetarlos firmemente. Por ejemplo,
para asegurar el láser se ha utilizado una pieza de acero en forma de T
invertida. En el caso de la cámara, la fijación ha sido más complicada
debido a sus escasas posibilidades de sujeción. Por ello, se ha optado
por colocarla y sujetarla en el interior de una caja de plástico, para
impedir cualquier tipo de movimiento o giro. Posteriormente, la cámara
se ha fijado a los laterales del láser mediante varías guías de hierro
para impedir oscilaciones cuando el robot se encuentra acelerando o
frenando.
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a.3 actuadores

Para el accionamiento de las ruedas motrices de Morlaco hemos elegido
motores DC. Elegir unos motores adecuados depende del peso total
del robot, así como de la aceleración y velocidad máxima que se desea
que alcance. A partir de estos datos, se hace una estimación del par
motor que se necesita para mover el robot a la velocidad y aceleración
deseadas. Para calcular el par motor, nos basamos en una estimación del
peso aproximado del robot. En la tabla A.1a se encuentran recogidos los
pesos de los principales elementos del robot. Debido al elevado peso

elemento peso

Laser LMS 200 4.5 kg

Soporte Láser 5 kg

Ruedas 2 kg

Plataforma 5 kg

Batería 15 kg

Motores 5 kg

Otros 0.5 kg

Total 37 kg

(a)

par (N ·m) rpm amperios

0,02 285 6,2

1,37 269 10,2

2,24 261 12,9

3,17 252 15,6

4,29 240 19,5

5,60 227 23,6

6,79 213 27,9

(b)

Tabla A.1: a) Peso de los componentes de Morlaco. b) Características del motor
NPC-2212.

total, se ha decidido utilizar motores de National Power Chair (http:
//www.npcrobotics.com), que se dedica a la fabricación de motores
para sillas de ruedas motorizadas. Estos motores son habitualmente
utilizados en la construcción de robots de gran peso en ligas de combate
de robots, competiciones muy populares en Estados Unidos y Canadá.

El par motor necesario para mover un robot, |τ|, se puede calcular
como:

|τ| = r · F = r ·m · a (A.1)

donde r es el radio de las ruedas, m la masa total del robot, y a la
aceleración. Las ruedas seleccionadas tienen un radio de 0.1m, y como
aceleración máxima se ha considerado más que suficiente un valor de
2m/s2, con lo que el par motor necesario debe valer |τ| = 7.4N/m .
Como el robot tiene dos motores iguales, el par para cada motor se
reduce a la mitad: |τ| = 3.7N ·m.

Entre los motores disponibles del fabricante, el NPC-2212 parecía el
más adecuado debido a sus características de par motor, las revolucio-
nes por minuto que ofrece y el consumo, como se muestra en la tabla
A.1b. Este motor es más que suficiente para cumplir nuestros requisitos,
ya que podría ofrecernos cerca de 245 RPM. Si convertimos este dato a
velocidad máxima se obtendría:

v = 2πr · rpm/60 = 2π · 0.1 · 245/60 ' 2.5m/s (A.2)

Con estos motores Morlaco se podría mover a una velocidad máxima
de 2.5m/s con una aceleración de 2m/s2, todo ello consumiendo
aproximadamente unos 17A por motor. En caso de que la masa total

http://www.npcrobotics.com
http://www.npcrobotics.com
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del robot fuese mayor, el motor todavía tendría par suficiente como
para moverlo según nuestros requisitos.

a.3.1 Sistema de control

Para el control de los actuadores se ha optado por utilizar una controla-
dora comercial de Roboteq (http://www.roboteq.com), concretamente
el modelo AX2850, que se muestra en la figura A.3. Dispone de dos
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Figura A.3: Controladora de motores AX2850 y esquema eléctrico para conec-
tarla a los motores y la batería del robot.

canales para controlar dos motores con escobillas de manera indepen-
diente y cada canal es capaz de ofrecer un máximo de 80 A, con lo
cual es más que suficiente para nuestras necesidades. Gracias a la re-
alimentación proporcionada por los encoders colocados en los ejes de
los motores, la AX2850 es capaz de efectuar un control de lazo cerrado
para ajustar la velocidad.

En la parte derecha de la figura A.3 se muestra el esquema eléctrico
de conexión de la controladora a los motores y la batería del robot. Cada
motor se alimenta de forma independiente de la batería e internamente
tiene una etapa de potencia MOSFET individual. Así, las entradas de
alimentación (VMot1-2, GNDMot1-2) se convierten en la corriente de
salida a los motores (M1+,M1-,M2+,M2-). Por otra parte, la controladora
necesita una tensión de alimentación (Vcontrol, GNDControl) y está
conectada a un conmutador, de tal modo que la controladora solamente
está apagada cuando VControl se conmuta a tierra. Además se puede
observar que se ha colocado un stop de emergencia, así como un fusible
para proteger la controladora ante posibles daños.

a.4 software de control

El objetivo principal de Morlaco es efectuar misiones autónomas donde
la localización es fundamental para alcanzar los objetivos. Para lograrlo,
se han diseñado un conjunto de módulos de bajo y alto nivel, y se
han integrado en un RDE desarrollado en GroUsal consistente en la
combinación de otros dos entornos robóticos: Carmen y MissionLab.
En el apartado 6.2.2 se analizó brevemente la función de cada módulo
desarrollado para el sistema de localización, mientras que en esta
sección, en la figura A.4 se presenta la comunicación de cada módulo
de bajo nivel con el dispositivo físico que utiliza.

El módulo camera9000_pro se encarga de la comunicación por usb
con la Logitech Webcam 9000 Pro de Morlaco. Básicamente es un driver
basado en video4linux2 que obtiene imágenes en formato YUYV. Sin

http://www.roboteq.com


A.4 software de control 169
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Figura A.4: Comunicación de los módulos de bajo nivel con los dispositivos
del robot.

duda este formato es mejor que JPEG, puesto no utiliza compresión, y
esto es esencial en el análisis de imágenes para no perder información.
Además, el formato YUYV separa el canal de luminancia de los de
crominancia, de tal manera que no se necesita convertir de RGB a
blanco y negro.

Con respecto al láser sick lms 200, durante las primeras fases de
desarrollo se implementó un módulo de bajo nivel, pero posteriormente
fue sustituido por un módulo existente de Carmen. La comunicación
se realiza por puerto serie, utilizando el estándar RS-422 para obtener
la máxima velocidad aceptada por el láser (500KB/s).

Finalmente, el módulo morlaco se comunica con la controladora
AX2850 e implementa funciones para consultar el desplazamiento rela-
tivo de los encoders y para enviar comandos de actuación a los motores.
La comunicación con la controladora se lleva a cabo por puerto serie,
utilizando el estándar RS-232 a 9600 bps, la máxima velocidad aceptada
por la AX2850.
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En este apéndice se desarrollan las ecuaciones necesarias para calcular
el desplazamiento de nuestro robot en el sistema de referencia global a
partir de los desplazamientos relativos de cada rueda en el sistema de
referencia del robot.

b.1 desplazamiento relativo

El robot Morlaco (ver apéndice A) dispone de sendos encoders incremen-
tales en los ejes de sus dos ruedas motrices, colocadas en disposición
diferencial. Los encoders proporcionan un número de ticks proporcional
al número de vueltas que ha dado la rueda. Teniendo en cuenta que los
encoders son sensores propioceptivos, los datos obtenidos se tienen que
interpretar con respecto al sistema de referencia local del robot {XR, YR},
como se ilustra en la parte izquierda de la figura B.1.

XR

YR

ri b

rd

r

xk+1

∆θk

∆Sk

∆Sk,d∆Sk,i

xk

XR

YR

xk

r

xk+1

∆xRk

∆yRk

∆θk

Figura B.1: Desplazamiento relativo del robot con respecto a su sistema de
referencia local.

En dicha figura, el robot parte del estado xk en el instante de tiempo
k y llega al estado xk+1 en el instante de tiempo k+ 1. El intervalo
de tiempo [k,k+ 1] debe ser lo suficientemente pequeño como para
poder suponer que la velocidad es constante. En ese intervalo, el robot
recorre un arco ∆Sk, correspondiente a un ángulo ∆θk y radio de giro
r, cumpliéndose que:

∆Sk = r ·∆θk (B.1)

Además se muestran los desplazamientos de la rueda derecha (∆Sk,d)

e izquierda (∆Sk,i), la distancia entre ruedas (b), así como el radio de
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giro de ambas ruedas (ri y rd). Sabiendo que b = rd − ri, se puede
obtener r como:

r = ri +
b

2
=
rd + ri
2

(B.2)

El desplazamiento ∆Sk se calcula en función de las revoluciones de
las ruedas del robot, puesto que es donde están colocados los encoders.
Conociendo la resolución de los encoders, las revoluciones se pueden
calcular de forma inmediata. Si n es el número de ticks por vuelta de
un encoder, ∆Ni y ∆Nd el número de ticks que el encoder cuenta para
las ruedas izquierda y derecha en el intervalo de tiempo [k,k+ 1], y C
el perímetro de las ruedas, entonces la distancia que se desplazan las
ruedas izquierda y derecha del robot se calcula como:

∆Sk,i =
∆Ni
n
·C

∆Sk,d =
∆Nd
n
·C

(B.3)

Tomando como base que los valores ∆Sk,i y ∆Sk,d se pueden calcular
en cada incremento de tiempo sondeando los encoders, es deseable
expresar ∆Sk y ∆θk en función de ambos valores. Sustituyendo (B.2)
en (B.1), se obtiene:

∆Sk =
rd + ri
2

∆θk =
rd ∆θk + ri ∆θk

2
=
∆Sk,d +∆Sk,i

2
(B.4)

Por otra parte, utilizando la distancia entre ruedas (b), el valor de ∆θk
se calcula como:

∆θk = ∆θk ·
b

b
= ∆θk ·

rd − ri
b

=
∆Sk,d −∆Sk,i

b
(B.5)

Una vez que se dispone de las ecuaciones para calcular el desplaza-
miento del robot en función de los valores de los encoders, se ha de
expresar esta información en el sistema de referencia local del robot, tal
y como se ilustra en la parte derecha de la figura B.1. Observando dicha
figura se deduce que el estado del sistema en el instante de tiempo
k+ 1 se puede expresar en el sistema de referencia local del robot como:

xRk+1 =

∆xk∆yk

∆θk


R

=

−r(1− cos(∆θk))

r · sin(∆θk)

∆θk


R

(B.6)

b.2 desplazamiento global

En la figura B.2 se muestra el mismo desplazamiento del robot mostrado
en la figura B.1, pero en el sistema de referencia global y suponiendo
que en el instante de tiempo k el robot está orientado en la dirección
θk.

Observando la figura está claro que en el sistema de referencia global,
el estado del sistema en instante de tiempo k+ 1, se puede expresar en
función del estado anterior xk más un desplazamiento en la posición y
la orientación del robot:

xGk+1 = xGk +

∆xk∆yk

∆θk


G

(B.7)
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Figura B.2: Desplazamiento relativo del robot con respecto al sistema de refe-
rencia global.

En el apartado anterior se calculó el desplazamiento de la posición y
la orientación del robot en el sistema del robot {XR, YR}. Para trasladar
estos datos al sistema de referencia {XG, YG}, basta con girar los ejes
{XR, YR} un ángulo θk en el sentido de las agujas del reloj, alineando así
el sistema de referencia local con el global. Esto se logra multiplicando
(B.6) por la matriz de rotación correspondiente:∆xk∆yk

∆θk


G

=

cos(θk) − sin(θk) 0

sin(θk) cos(θk) 0

0 0 1

 ·
∆xk∆yk

∆θk


R

(B.8)

Dado que el valor de ∆θk permanece constante al cambiar de sistema
de referencia, a continuación únicamente se desarrollan ∆xk e ∆yk, con
el fin de simplificar las operaciones matriciales:[

∆xk

∆yk

]G
=

[
cos(θk) − sin(θk)

sin(θk) cos(θk)

]
·
[
−r(1− cos(∆θk))

r · sin(∆θk)

]
=

[
−r cos(θk) + r cos(θk) cos(∆θk) − r sin(θk) sin(∆θk)

−r sin(θk) + r sin(θk) cos(∆θk) + r cos(θk) sin(∆θk)

]
(B.9)

donde utilizando las fórmulas para el coseno de la suma de dos ángulos
y el seno de la suma de dos ángulos resulta:[

∆xk

∆yk

]G
=

[
−r cos(θk) + r cos(θk +∆θk)

−r sin(θk) + r sin(θk +∆θk)

]
(B.10)

A continuación, introduciendo los cambios de variable descritos en
(B.11), se obtiene (B.12) y transformando las sumas trigonométricas en
productos resulta (B.13).

α = θk +
∆θk
2

β =
∆θk
2

 =⇒
{
θk +∆θk = α+β

θk = α−β
(B.11)

[
∆xk

∆yk

]G
=

[
−r cos(α−β) + r cos(α+β)

−r sin(α−β) + r sin(α+β)

]
(B.12)
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[
∆xk

∆yk

]G
=

[
−2r sin(α) sin(β)

2r cos(α) sin(β)

]
(B.13)

Por otra parte, sabiendo que se cumple sin(θ) ≈ θ para ángulos sufi-
cientemente pequeños, y haciendo uso de (B.1), se tiene que:

2r sin(β) = 2r sin
(
∆θk
2

)
∆θ∼0
= r ∆θk = ∆Sk (B.14)

Simplificando, se obtiene (B.15), y sustituyendo en (B.7) resulta final-
mente que el desplazamiento del robot en el marco de referencia global
se expresa como (B.16).

[
∆xk

∆yk

]G
=

−∆Sk · sin
(
θk +

∆θk
2

)
∆Sk · cos

(
θk +

∆θk
2

)
 (B.15)

xGk+1 = xGk +


−∆Sk · sin

(
θk +

∆θk
2

)
∆Sk · cos

(
θk +

∆θk
2

)
∆θk

 (B.16)

Esta ecuación permite calcular el estado del robot en el instante k+ 1
en función del estado en el instante k, y los valores proporcionados por
los encoders, teniendo en cuenta las ecuaciones B.4 y B.5.

b.3 errores por aproximación para ángulos pequeños

Es muy importante notar que en el modelo del sistema se está utilizando
la aproximación para ángulos pequeños sin(θ) ≈ θ. En la práctica, esto
impone unas restricciones en el periodo de muestreo y en la velocidad
de giro del robot:

• Si el robot se desplaza en un movimiento perfectamente rectilíneo
(cosa prácticamente imposible en el mundo real), los cálculos
odométricos no presentarían error alguno, dado que sin(0) = 0.

• Si en el desplazamiento del robot se ha producido algún giro,
entonces dado que sin(θ) no es exactamente igual a θ, hay que
tener en cuenta que las ecuaciones introducen un pequeño error.
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D E T E C C I Ó N D E B O R D E S V E RT I C A L E S

En este apéndice se analiza el problema de la detección de bordes en
una imagen. Se presentan algunos de los operadores de convolución
más habituales utilizados para la detección de bordes en una imagen.
Además se describe la convolución separable y se compara su coste
computacional con respecto a la convolución estándar. La información
aquí presentada se utiliza para comparar tiempos de ejecución en el
capítulo 6.1

c.1 introducción

Uno de los problemas más estudiados desde los comienzos de la visión
artificial es la detección de bordes en imágenes. Tanta dedicación se
debe a que una discontinuidad en la intensidad entre dos píxeles
contiguos está normalmente relacionada con una discontinuidad física
en la escena real. Existe así una conexión entre los bordes detectados
y el mundo físico, de tal modo que un borde en la imagen se puede
corresponder con objetos a diferentes profundidades, una superficie
que cambia repentinamente de orientación, un cambio de material
o variaciones en la iluminación de una escena [64]. Así es como la
visión humana puede diferenciar el perímetro de un objeto, puesto que
cualquier objeto normalmente tiene una intensidad diferente al resto de
objetos que lo rodean; de lo contrario sería prácticamente indistinguible.

Un aspecto fundamental en la detección de bordes es precisamente
definir en qué consiste un borde. Sin embargo, los datos de una imagen
obtenida por una cámara digital son discretos, y para una función
definida en un dominio discreto no existe una noción implícita de
discontinuidad. Esto significa que no hay una medida inherente para
juzgar cuáles son los bordes de una imagen discreta, y por lo tanto el
concepto de borde es simplemente lo que se decida definir que es. Esta es
la principal razón por la que detectar bordes es una tarea no trivial, a
menos que los objetos de una escena sean especialmente simples y las
condiciones de iluminación estén bien controladas.

En la figura C.1, se muestran dos ejemplos de cómo los bordes de
una imagen pueden llegar a ser muy subjetivos. En la imagen superior
izquierda aparecen dos torres sobre un terreno montañoso; a su derecha
y en la fila del medio, se muestran imágenes con los bordes marcados
a mano por 3 personas diferentes. La subjetividad en la detección de
bordes es manifiesta: el contorno de las torres y el perfil de la montaña
está claro que son bordes, mientras que las ventanas, las aristas de las
torres y la vegetación son contornos más ambiguos. Lo mismo ocurre
con la imagen del soldado en la fila inferior: las ventanas de la pared,
la puerta de la caseta o las franjas en la chaqueta del soldado no son
bordes demasiado claros, mientras que el contorno del soldado y de
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la caseta sí lo son. Las imágenes están extraídas de la base de datos
de segmentación de imágenes de la Universidad de Berkeley (http:
//www.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/bsds/).

Figura C.1: Ejemplo de detección de bordes manual realizada por diferentes
personas. Los bordes detectados varían al ser analizados por perso-
nas diferentes.

c.2 gradiente de una imagen

Se puede pensar en una imagen como un mapa de alturas, donde la
intensidad de un píxel representa la altura. Dado que un borde no es
más que un cambio abrupto de intensidad en los píxeles de una imagen,
entonces los bordes ocurren en las partes del mapa de alturas donde la
pendiente es más pronunciada. La dirección y magnitud de los cambios
de pendiente en una imagen I se puede medir mediante el gradiente:

∇I(x,y) =
(
∂I

∂x
,
∂I

∂y

)
(C.1)

En el caso de una imagen, el gradiente mide la dirección de máxima
diferencia de intensidades de píxeles, es decir, de negro I(x,y) = 0 a
blanco I(x,y) = 255. El módulo y la dirección del borde se calculan con
las expresiones (C.2) y (C.3).

|∇I(x,y)| =

√(
∂I

∂x

)2
+

(
∂I

∂y

)2
(C.2)

http://www.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/bsds/
http://www.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/bsds/
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ψ = arg
(
∂I

∂x
,
∂I

∂y

)
(C.3)

Al calcular las derivadas se amplifican las altas frecuencias y por lo
tanto se amplifica también el ruido, puesto que la proporción de ruido
en una señal es mayor en las frecuencias más altas. Por lo tanto, antes
de calcular el gradiente suele ser habitual aplicar un filtro pasa-baja,
como por ejemplo un filtro gaussiano, con el objetivo de suavizar y
reducir el ruido en la imagen.

La derivada parcial de una función continua F(x,y) con respecto a la
variable x se define mediante el límite (C.4). Dado que una imagen es
una función discreta, no se puede tomar ∆x arbitrariamente pequeño,
sino que su valor mínimo corresponde a un píxel. Por lo tanto en una
imagen I, una aproximación elemental de la derivada horizontal en los
píxeles x = i y y = j se puede expresar como (C.5).

∂F(x,y)
∂x

= lı́m
∆→0

F(x+∆x,y) − F(x,y)
∆x

(C.4)

∂I(x,y)
∂x

∣∣∣∣∣
x=i,y=j

≈ I(i+ 1, j) − I(i, j) (C.5)

El gradiente de una imagen se puede calcular utilizando filtros de
convolución para averiguar las derivadas de la imagen en las direccio-
nes x e y, como se mostrará en el siguiente apartado. El tamaño del
filtro de convolución afecta a la inmunidad ante el ruido y la precisión
del gradiente calculado. Según Kitchen y Malin [57], las máscaras 2× 2
producen errores relativamente grandes y que afectan a la dirección
del gradiente, mientras que las máscaras 3× 3 resultan ser más pre-
cisas. Utilizar filtros de convolución de mayor tamaño no es práctico
dado que los cálculos son más costosos y no se producen resultados
justificablemente mejores [54].

c.3 operadores de detección de bordes

Tal y como se indica en la ecuación (C.5), la derivada horizontal de la
imagen en un punto se puede calcular como una diferencia de píxeles.
Para ampliar el cálculo a toda la imagen, basta con aplicar el siguiente
filtro de convolución a la imagen en cuestión:

Gx =
[
−1 +1

]
∗ I (C.6)

donde ∗ es la operación de convolución, [−1 +1 ] es el filtro o kernel de
convolución, I es la imagen de entrada, y Gx es la imagen de salida que
contiene la derivada horizontal de I. Para calcular la derivada vertical
de la imagen, basta con rotar 90º el kernel de convolución.

Al utilizar el filtro de convolución [−1 +1 ] para calcular la derivada
de la imagen, se comete un error de aproximación, tal y como apunta
Nixon [84]. El error es menor si en su lugar se utiliza el kernel:

k =
[
−1 0 +1

]
(C.7)

de ahí que se utilice este patrón en los filtros de Prewitt y Sobel, como
se verá a continuación.
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Además de estos dos filtros de convolución, existen otros muchos
para efectuar aproximaciones de primer orden de la derivada de la
imagen, y que se pueden utilizar para calcular el gradiente de la imagen.
En general, si Gx contiene la derivada horizontal de la imagen, y Gy
contiene la derivada vertical, entonces la magnitud y la orientación del
gradiente se pueden definir como:

|∇I(x,y)| = G(x,y) =
√
G2x +G

2
y (C.8)

Θ(x,y) = arctan
(
Gy

Gx

)
(C.9)

Los filtros de convolución que se muestran a continuación son los
operadores diferenciales más habitualmente empleados.

c.3.1 Operador de Roberts

Es uno de los primeros operadores que aparecieron para la detección
de bordes, y consiste en dos filtros de convolución 2× 2:

Gx =

[
+1 0

0 −1

]
Gy =

[
0 +1

−1 0

]
(C.10)

El principal inconveniente del operador de Roberts es que tiene una
sensibilidad bastante alta al ruido, porque se utilizan muy pocos píxeles
para aproximar el gradiente.

c.3.2 Operador de Prewitt

Este operador, junto con el de Sobel, aproxima la primera derivada de
la imagen. Utiliza una máscara de convolución de 3× 3:

Gx =

−1 0 +1

−1 0 +1

−1 0 +1

 Gy =

+1 +1 +1

0 0 0

−1 −1 −1

 (C.11)

c.3.3 Operador de Sobel

Es muy similar al operador de Prewitt, pero ligeramente diferente, y
normalmente se considera que obtiene mejores resultados. Se define
como:

Gx =

−1 0 +1

−2 0 +2

−1 0 +1

 Gy =

+1 +2 +1

0 0 0

−1 −2 −1

 (C.12)

c.3.4 Operador de Laplace

El operador de Laplace ∇2 sirve para aproximar la segunda derivada.
Normalmente se aplica mediante un filtro de convolución 3× 3, que es
similar en las direcciones x e y, y que se define como:

Gxy =

 0 +1 0

+1 −4 +1

0 +1 0

 (C.13)
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Una desventaja de este operador es que es más sensible al ruido que los
operadores basados en el gradiente, y en algunos bordes de la imagen
produce bordes dobles.

c.4 convolución separable

Un filtro de convolución en dos dimensiones es separable siempre que se
pueda expresar como el producto externo de dos vectores. Un ejemplo
es el filtro de Sobel vertical, donde si se eligen v = [ 1 2 1 ]T y h =

[−1 0 1 ], se obtiene que:

s = v ∗ h =

12
1

 ∗ [−1 0 1

]
=

−1 0 1

−2 0 2

−1 0 1

 (C.14)

Dado que la convolución es asociativa, se cumple que:

I ∗ s = I ∗ (v ∗ h) = (I ∗ v) ∗ h (C.15)

lo que significa que el resultado de convolucionar la imagen I con v y a
continuación con h es exactamente el mismo que al convolucionar la
imagen con el kernel de Sobel directamente.

La ventaja computacional de la convolución separable es evidente:
si una imagen tiene Npx píxeles y se convoluciona con un kernel de
dimensiones P×Q, la convolución normal necesita κn operaciones:

κn = Npx × P×Q (C.16)

mientras que con la convolución separable se necesitan solamente κs
operaciones:

κs = Npx × P+Npx ·Q = Npx × (P+Q) (C.17)

Así, el speed-up de la convolución separable frente a la convolución
normal solamente depende y aumenta en función de las dimensiones
del kernel de convolución, y se define como:

σ =
κn

κs
= P ·Q/(P+Q) (C.18)
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L A I M A G E N I N T E G R A L

Una tabla de áreas sumadas (summed area table) es un algoritmo para cal-
cular rápida y eficientemente la suma de los valores de un subconjunto
de píxeles rectangular y contiguo en una imagen. Fue introducido por
Crow [32] en el mundo de la computación gráfica en 1984 para su uso en
mipmaps, una técnica de mapeado de texturas a diferentes resoluciones. Las letras ’mip’ en

mipmap son un
acrónimo del latín
’multum in parvo’,
que significa ’muchas
cosas en poco
espacio’.

La utilidad de estas tablas radica en que cada píxel de una textura de
menor resolución se calcula como la media de un área píxeles en la
textura de mayor resolución. Esta técnica no fue muy utilizada en visión
artificial hasta 20 años después al ser rescatada por Viola y Jones [109]
para la detección de caras, utilizándola conjuntamente con las caracterís-
ticas pseudo-Haar. Sin embargo, estos autores utilizan la denominación
imagen integral en lugar de tabla de áreas sumadas, para enfatizar su uso
en el análisis de imágenes en vez de para el mapeado de texturas, y
por ello aquí utilizamos la misma denominación de Viola-Jones.

d.1 cálculo de la imagen integral

En una imagen I de dimensionesw×h, la imagen integral es una matriz
S de las mismas dimensiones, donde el elemento de coordenadas (x,y)
contiene la suma de todos los píxeles que se encuentren por encima y
a la izquierda de (x,y) incluyendo dicho píxel, tal y como se muestra
en la fig. D.1a. Es decir el valor de la imagen integral en el punto (x,y)
almacena la suma:

S(x,y) =
x∑
i=0

y∑
j=0

I(i, j) (D.1)

(x,y)

a) A B

C D

S1 S2

S3 S4

b)

Figura D.1: a) El valor de la imagen integral en el punto (x,y) es la suma de los
píxeles contenidos en el rectángulo azul. b) La suma de los píxeles
del rectángulo D en función de la imagen integral de los píxeles
numerados se calcula como SD = S4 + S1 − (S2 + S3).

El coste computacional para calcular la imagen integral varía bastante
en función de su formulación. Según Kisačanin [56], utilizando direc-
tamente la ecuación (D.1) se necesitarían aproximadamente 14w

2 × h2
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operaciones. Sin embargo, si se utiliza un enfoque recursivo, se puede
mejorar mucho el coste para calcular la imagen integral. Aprovechando
las propiedades de la imagen integral, cada uno de sus elementos se
puede calcular de una sola pasada recursivamente como:

S(x,y) = S(x− 1,y) + S(x,y− 1) − S(x− 1,y− 1) + I(x,y) (D.2)

Según esta formulación, se necesitan solamente 3×w× h operaciones.
No obstante, esta no es la forma más eficaz de calcular la imagen
integral, sino que todavía se puede optimizar su cálculo de tal manera
que el número de operaciones sea aproximadamente 2×w× h. Para
ello se utilizan el siguiente par de recurrencias, tal y como apuntan
Viola-Jones [109]:

R(x,y) = R(x,y− 1) + I(x,y) (D.3)

S(x,y) = S(x− 1,y) + R(x,y) (D.4)

donde R(x,y) es la suma acumulada de píxeles de una fila. Utilizando
estas fórmulas, el algoritmo D.1 define el pseudocódigo para calcular
la imagen integral, suponiendo que las imágenes están almacenadas
por filas (como en el lenguaje C). Los parámetros de entrada son
la imagen (I), junto con su anchura (w) y altura (h) en píxeles. El
algoritmo devuelve como salida la imagen integral (S), de las mismas
dimensiones que la imagen de entrada.

Algoritmo D.1 Cálculo de la imagen integral

1: procedure Imagen_Integral(I, w, h, S)
2: S[0][0]← I[0][0]

3: for x← 1, · · · ,w− 1 do
4: S[x][0] = S[x− 1][0] + I[x][0]

5: end for
6: for y← 1, · · · ,h− 1 do
7: rowsum← I[y][0]

8: S[y][0]← S[y− 1][0] + I[y][0]

9: for x← 1, · · · ,w− 1 do
10: rowsum← rowsum+ I[y][x]

11: S[y][x]← S[y− 1][x] + rowsum

12: end for
13: end for
14: end procedure

Al igual que la convolución, la imagen integral es un algoritmo
paralelizable. Si es imprescindible trabajar con imágenes muy grandes,
o si existe poca potencia computacional en la máquina en la que se
ejecute el algoritmo, siempre se puede considerar ejecutar un algoritmo
paralelo en una GPU. Por ejemplo, Bilgic et al. [13] utilizan la arquitectura
de procesamiento paralelo CUDA de Nvidia, y obtienen un speedup de
casi un orden de magnitud comparado con la versión secuencial.

d.2 sumas de píxeles en áreas rectangulares

Una vez que se ha calculado la imagen integral, cualquier suma de
píxeles de un área rectangular de la imagen se puede calcular mediante
solamente cuatro accesos al array en el que se almacena la imagen
integral.
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Sea D (ver fig. D.1b) un rectángulo cuyas coordenadas (x1,y1) y
(x2,y2) corresponden a sus vértices superior izquierdo e inferior de-
recho, respectivamente. Entonces, la suma de sus píxeles se puede
calcular en función de los elementos de la imagen integral:

S1 = S(x1 − 1,y1 − 1) (D.5)

S2 = S(x2,y1 − 1) (D.6)

S3 = S(x1 − 1,y2) (D.7)

S4 = S(x2,y2). (D.8)

En S1 está almacenada la suma correspondiente a los píxeles del rec-
tángulo A, y del mismo modo se pueden establecer las siguientes
equivalencias:

S2 = A+B (D.9)

S3 = A+C (D.10)

S4 = A+B+C+D (D.11)

Por lo tanto D se puede expresar como:

D = S4 − (A+B+C) = S4 + S1 − (S2 + S3) (D.12)

y utilizando las coordenadas de los píxeles de la imagen, resulta la
ecuación:

S(x1,y1, . . . , x2,y2) = S(x2,y2) + S(x1 − 1,y1 − 1)

−
[
S(x2,y1 − 1) + S(x1 − 1,y2)

]
(D.13)

d.2.1 Ejemplo práctico

En la fig. D.2a se muestra una imagen 5× 5 donde cada número re-
presenta la intensidad de un píxel. Si se suman uno a uno los píxeles
dentro del rectángulo amarillo se han de realizar 9 sumas y se obtiene
un valor S = 24. En la fig. D.2b se ilustra cómo se puede calcular el
valor de un elemento de la imagen integral (el recuadrado en azul)
mediante la ecuación (D.2). Finalmente, la fig. D.2c muestra la imagen
integral calculada por completo, y cómo la suma de los píxeles del
rectángulo amarillo de la fig. D.2a se puede calcular mediante 4 sumas,
utilizando la ecuación (D.13).

3 2 7 2 3

1 5 1 3 4

5 1 3 5 1

4 3 2 1 6

2 4 1 4 8

a) S = 24

Imagen original

3 5 12 14 17

4 11 19 24 31

9 17 28

b) S=17+19-11+3=28

Imagen Integral

3 5 12 14 17

4 11 19 24 31

9 17 28 38 46

13 24 37 48 62

15 30 44 59 81

c) S=48+3-(14+13)=24

Imagen Integral

Figura D.2: a) Imagen original. b) Imagen integral: cálculo del píxel central. c)
Cálculo de un área utilizando la imagen integral.
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d.2.2 Ahorro computacional

La imagen integral presenta una ventaja muy importante: permite
calcular cualquier suma de píxeles en un área rectangular de una
imagen en un tiempo constante, utilizando únicamente cuatro accesos
al array en el que está almacenada la imagen integral. No importa si el
área es grande o pequeña, puesto que el número de accesos siempre
será fijo e igual a 4.

Sin utilizar la imagen integral, el coste para calcular la suma de
píxeles de un área con un total de Npx píxeles, es exactamente de Npx
accesos al array que contiene la imagen. Sin embargo, precalculando la
imagen integral se necesitan solamente 4 accesos al array de la imagen,
de modo que el ahorro en accesos a memoria se puede definir como el
porcentaje:

β =
Npx − 4

Npx
∗ 100 (D.14)

En el ejemplo de la figura D.2, β = 55%, incluso a pesar de que se
trata de una imagen muy pequeña. En áreas de dimensiones mayores
es obvio que la proporción será aún mayor, dado que el coste para
calcular un área utilizando la imagen integral es constante e igual
a 4 operaciones. Por ejemplo, para áreas con un número de píxeles
Npx > 40 el ahorro en operaciones será β > 90%.

Como se demuestra en el apartado 6.1.3 mediante resultados experi-
mentales, este ahorro computacional permite buscar líneas verticales en
la imagen con una rapidez mucho mayor que la que se puede obtener
mediante cualquier otro método.
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De forma concisa, se puede decir que la propagación de la incertidum-
bre se refiere al problema de encontrar la distribución estadística de
una función de variables aleatorias [5]. Se utiliza para el análisis de
sistemas estocásticos en general. En los filtros de Kalman es una parte
fundamental para el manejo de la incertidumbre tanto en la fase de
predicción como en la de corrección. En el caso de la localización de
nuestro robot móvil mediante EKF, la posición del robot tiene asociada
una incertidumbre, que hay que propagar cada vez que el robot cambia
de posición. Lo mismo ocurre para cada una de las características alma-
cenadas en el SIG: hay que propagar la incertidumbre en la posición del
robot al transformar las coordenadas de las características del sistema
de referencia global al sistema de referencia del robot.

e.1 propagación lineal

Si el modelo del sistema es lineal, como ocurre en el KF, el caso más
simple se da cuando se transforma una única variable aleatoria de
entrada, (X), en otra de salida (Y):

X Sistema Y

Figura E.1: Sistema con una variable aleatoria de entrada y una de salida.

Suponiendo que se dispone de un modelo matemático del sistema,
Y = f(X), y que también se conoce la función de distribución de la en-
trada P(X), el problema consiste en averiguar la función de distribución
de la salida, P(Y).

En los filtros de Kalman, las variables de entrada tienen una distribu-
ción normal, que está caracterizada por sus dos primeros momentos
estadísticos: la media (µ) y la varianza (σ2). En la figura E.2a se muestra
una variable aleatoria con una distribución normal, indicando su media
(µx) y su desviación típica (σx). Como la función de transformación es
lineal (fig. E.2b), la distribución de la variable de salida (fig. E.2c) sigue
siendo normal, si bien su media (µy) y su varianza (σy) son diferentes.

e.2 propagación no lineal

Cuando el modelo del sistema es no lineal, como ocurre en el EKF, la
distribución de la salida del sistema se vuelve muy compleja, especial-
mente cuando hay más de una variable de entrada. Para resolver este
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P(X) = N(μx,σx
2 )

μx μx+σxμx-σx

μy

μy+σy

μy-σy

P(Y) = N(μy,σy
2 )

Y = f(X)

X

P(X)

P(Y)

Y

X

Y

a

bc

Figura E.2: Propagación del error en una dimensión en el caso de una función
lineal. a) Variable aleatoria de entrada. b) Modelo del sistema. c)
Variable aleatoria de salida.

P(X) = N(μx,σx
2 )

μx μx+σxμx-σx

μz

μz+σz

P(Z) = N(μz,σz
2 )

P(Y)

Y

X

Y

X

P(X)

Y = f(X)

Z = aprox. Taylor

μz-σz

P(Y)

Z

P(Z)

a

bc

Figura E.3: Propagación del error en una dimensión en el caso de una función
no lineal. a) Variable aleatoria de entrada. b) Modelo del sistema
(Y) y aproximación de Taylor (Z). c) Variable aleatoria de salida
original [P(Y)] y aproximada por Taylor [P(Z)].
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problema, se utiliza una aproximación de f(·) mediante una serie de
Taylor de primer orden, y se propagan únicamente los dos primeros
momentos estadísticos: la media y la varianza. En general, estos dos
momentos no describen la distribución de una variable aleatoria, salvo
en el caso de que ésta tenga una distribución normal.

En la figura E.3 se muestra un ejemplo en una dimensión de cómo se
propaga el error para una variable aleatoria normal cuando el modelo
del sistema es no lineal. Se puede observar claramente que cuando
se transforma la variable de entrada siguiendo la función no lineal
f(Y), la distribución de P(Y) se distorsiona y deja de responder a una
distribución normal, siendo además asimétrica. Para conseguir que la
variable de salida tenga una distribución normal, hay que aproximar
f(X) con una serie de Taylor de primer orden en el punto X = µx,
resultando:

Z ≈ f(µx) +
∂f

∂X

∣∣∣∣
X=µx

(X− µx) (E.1)

Los dos primeros momentos estadísticos de Z, µz y σz, se calculan
como:

µz = f(µx) (E.2)

σz =
∂f

∂X

∣∣∣∣
X=µx

σx (E.3)

A pesar de que la distribución de P(Z) es una aproximación gaussiana
de P(Y), normalmente el error cometido al aproximar se encuentra
dentro de los límites aceptables dado que la desviación típica de la
entrada (µx) suele tener valores pequeños.

e.3 ley de propagación de la incertidumbre

Un sistema estocástico no tiene porqué estar restringido a una sola
variable aleatoria de entrada y otra de salida, sino que puede tener n
entradas y p salidas:

X1
X2

Xn

... Sistema
Y1

Yp

...

Figura E.4: Sistema con n variables aleatorias de entrada y p variables aleatorias
de salida.

Generalizando la aproximación de Taylor de la ecuación E.1 para
un sistema multivariable de n entradas y p salidas (consultar [5] para
ver el desarrollo completo), se obtiene lo que se conoce como ley de
propagación de la incertidumbre:

CY = ∇fX ·CX · ∇fTX (E.4)

donde CX (E.5) tiene dimensiones n×n y es la matriz de covarianza
correspondiente a las n variables aleatorias de entrada; CY (E.6) tiene
dimensiones p × p y es la matriz de covarianza de las p variables
aleatorias de salida; ∇fX es el Jacobiano (E.7) de la función que modela
el sistema y tiene dimensiones p×n.
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La interpretación informal de la ecuación (E.4) es que la incertidum-
bre de las variables de entrada se propaga a través del sistema mediante
una aproximación de Taylor multidimensional (por medio de los Ja-
cobianos) y se obtiene la incertidumbre de las variables de salida. Un
aspecto muy importante de la ley de propagación de la incertidumbre
es que al utilizar una aproximación de primer orden, se garantiza que
las variables de salida sean gaussianas siempre que las variables de
entrada también lo sean, como ocurre en el EKF.

CX =


σ2x1 σx1x2 · · · σx1xn

σx2x1 σ2x2 · · · σx2xn
...

...
. . .

...

σxnx1 σxnx2 · · · σ2xn

 (E.5)

CY =


σ2y1 σy1y2 · · · σy1yp

σy2y1 σ2y2 · · · σy2yp
...

...
. . .

...

σypy1 σypx2 · · · σ2yp

 (E.6)

∇fX =


∂f1
∂X1

∂f1
∂X2

· · · ∂f1
∂Xn

∂f2
∂X1

∂f2
∂X2

· · · ∂f2
∂Xn

...
...

. . .
...

∂fp
∂X1

∂fp
∂X2

· · · ∂fp
∂Xn

 (E.7)
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El objetivo de este apéndice es describir cómo visualizar la incertidum-
bre en la posición del robot. Para ello, se desarrollan las ecuaciones que
permiten calcular una elipse de error que garantice que nuestro robot se
encuentra en el interior de dicha elipse con la probabilidad deseada.

f.1 introducción

Un aspecto clave de los filtros de Kalman, es comprender que las varia-
bles que intervienen tanto en el modelo del sistema como en el modelo
de observación son variables aleatorias con una distribución normal
multivariante: x ∼ N(x̂, P) (ver apartado 3.1.2). En el caso multidimen-
sional general, la función de densidad de probabilidad se define como:

fx(x1, · · · , xn) =
1√

(2π)n|P|
e−

1
2 [(x−x̂)TP−1(x−x̂)] (F.1)

donde n es el número de dimensiones, x̂ el vector media, P la matriz de
covarianza, y |P| el determinante de P. En este espacio n-dimensional,
si se conectan los puntos con el mismo valor de probabilidad, se obtie-
nen elipsoides n− dimensionales centrados en x̂ y cuya forma está
definida por P.

f.2 incertidumbre en la posición del robot

A lo largo de esta tesis, para indicar en el EKF la posición y orientación
del robot en un sistema de referencia global cartesiano, se ha elegido
una variable de estado tridimensional:

x =

xy
θ

 (F.2)

Esta variable es una variable aleatoria gaussiana que contiene simul-
táneamente la posición del robot y la incertidumbre. No obstante,
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aprovechando la propiedad (F.3) de las distribuciones normales, se
pueden tratar por separado la posición (F.4) y la incertidumbre (F.5).

x ∼ N(x̂, P) = N(x̂, 0) +N(0, P) (F.3)

x̂ = E[x] =

 x̂

ŷ

θ̂

 ∼ N(x̂, 0) (F.4)

P = E
[
(x − x̂)(x − x̂)T

]
=

 σ2x σxy σxθ

σxy σ2y σyθ

σxθ σyθ σ2θ

 ∼ N(0, P) (F.5)

Para representar gráficamente la incertidumbre recogida en la matriz
de covarianza P, se utiliza la submatriz C, construida a partir de los
términos en x e y:

C =

(
σ2x σxy

σxy σ2y

)
∼ N(0, C)

σxy = ρσxσy

(F.6)

En este caso la matriz de covarianza C corresponde a una distribución
normal bivariante, con media (0, 0) y covarianza C, cuya función de
densidad de probabilidad es:

f(x,y) =
1

2πσxσy
√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
x2

σ2x
+ y2

σ2y
− 2ρxy
σxσy

]
(F.7)

donde ρ = σxy/(σxσy) es el coeficiente de correlación entre x e y. La
representación gráfica tridimensional de una bivariante gaussiana se
muestra en la figura F.1. Debido al alto coste computacional, a la hora
de visualizar en tiempo real la incertidumbre del robot, no se pueden
mostrar gráficos en 3D, y por ello normalmente se muestran elipses de
error, que corresponden a las isolíneas de probabilidad constante que se
pueden observar en la figura F.2. En el siguiente apartado se demuestra
cómo calcular los parámetros de la elipse de error correspondiente a
una isolínea con un determinado porcentaje de probabilidad.

f.3 cálculo de la elipse de error

En la ecuación que describe la función de densidad de probabilidad
para una distribución multivariante normal (F.1), el término en el expo-
nente responde a la ecuación de una forma cuadrática:

(x − x̂)TP−1(x − x̂) ∈ χ2(n) (F.8)

que tiene una distribución χ2 con n grados de libertad [48], siendo n la
dimensión de x y el rango de P.

En el caso de una distribución normal bivariante con media (0, 0)
(ecuación F.7), se obtiene una forma cuadrática en dos variables y con
una distribución χ2 con 2 grados de libertad:

1

(1− ρ2)

[
x2

σ2x
+
y2

σ2y
−
2ρxy

σxσy

]
∈ χ2(2) (F.9)
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Figura F.1: Ejemplo de representación tridimensional de la función de densidad
de probabilidad de una variable aleatoria normal en dos dimensio-
nes con media (0, 0).

-3

-2

-1

0

1

2

3

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura F.2: Isolíneas de probabilidad constante correspondientes a la fig. F.1

Esta ecuación es genérica y no especifica ninguna elipse de error
en concreto. Para particularizar esta forma cuadrática para una elipse
con un determinado valor de probabilidad P, se necesita determinar el
valor de k2 en la función de distribución acumulada para la variable
aleatoria χ2 con dos grados de libertad, cuya fórmula es:

P = 1− e
−k2

2 (F.10)

donde tomando logaritmos, se puede expresar k2 como:

k2 = 2 ln(1− P) (F.11)

Así, una elipse de error con probabilidad P se calcula como:

1

(1− ρ2)

[
x2

σ2x
+
y2

σ2y
−
2ρxy

σxσy

]
= k2 (F.12)

y desarrollando esta última ecuación hasta obtener un denominador
común, se obtiene:

x2σ2y − 2xyρσxσy + y2σ2x
σ2xσ

2
y − ρ2σ2xσ

2
y

= k2 (F.13)
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que a su vez se corresponde con la familia de elipses:

Ax2 + 2Bxy+Cy2 − k2 = 0 (F.14)

con coeficientes:

A =
1

(1− ρ2)σ2x

B = −
ρ

(1− ρ2)σxσy

C =
1

(1− ρ2)σ2y

(F.15)

Los parámetros A, B y C permiten relacionar los valores de la matriz
de covarianza (F.6) con la ecuación general de una elipse. Sin embargo,
con esta información no se sabe aún la forma de la elipse, y por ello a
continuación se calcularán los ejes x e y de la elipse y su rotación θ con
respecto al sistema de referencia.

f.3.1 Ángulo de rotación de la elipse

En el sistema de referencia {U,V}, la ecuación de una elipse cuyos ejes
coinciden con los ejes U y V es (ver fig. F.3):(u

a

)2
+
( v
b

)2
= 1 (F.16)

X

Y

U

V

a
b θ

Figura F.3: Parámetros de una elipse rotada: eje x (a), eje y (b) y ángulo de
rotación (θ).

Con respecto al sistema de referencia {X, Y}, los ejes {U,V} forman un
cierto ángulo θ:[

u

v

]
=

[
cos(θ) sin(θ)

−sin(θ) cos(θ)

][
x

y

]
(F.17)

Sustituyendo en (F.16):(
x cos(θ) + y sin(θ)

a

)2
+

(
y cos(θ) − x sin(θ)

b

)2
= 1 (F.18)

Desarrollando:

b2
[
x2 cos2(θ) + y2 sin2(θ) + 2xy cos(θ)sin(θ)

]
+ a2

[
y2 cos2(θ) + x2 sin2(θ) − 2xy cos(θ) sin(θ)

]
= a2b2 (F.19)
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b2x2 cos2(θ) + b2y2 sin2(θ) + 2b2xy cos(θ)sin(θ)

+ a2y2 cos2(θ) + a2x2 sin2(θ) − 2a2xy cos(θ) sin(θ) = a2b2

(F.20)

x2
[
a2 sin2(θ) + b2 cos2(θ)

]
+ 2xy cos(θ)sin(θ)(b2 − a2)

+ y2
[
a2 cos2(θ) + b2 sin2(θ)

]
= a2b2 (F.21)

Esta ecuación es similar a la ecuación (F.14), donde el valor de los
coeficientes A, B, C y k2 es:

A = a2 sin2(θ) + b2 cos2(θ)

B = cos(θ)sin(θ)(b2 − a2)

C = a2 cos2(θ) + b2 sin2(θ)

k2 = a2b2

(F.22)

De la ecuación (F.22) se pueden obtener las siguientes igualdades:

A+C = a2
[

sin2(θ) + cos2(θ)] + b2[sin2(θ) + cos2(θ)
]

= a2 + b2
(F.23)

A−C = a2
[

sin2(θ) − cos2(θ)] + b2[cos2(θ) − sin2(θ)
]

= −a2
[

cos2(θ) − sin2(θ)] + b2[cos2(θ) − sin2(θ)
]

=
[

cos2(θ) − sin2(θ)](b2 − a2)

= cos(2θ)(b2 − a2)

(F.24)

B =
sin(2θ)
2

(b2 − a2) (F.25)

Utilizando (F.24) y (F.25):

A−C

cos(2θ)
=

2B

sin(2θ)

tan 2θ =
2B

A−C

(F.26)

De donde finalmente se obtiene el ángulo de rotación de la elipse, θ,
como:

θ =
1

2
arctan

(
2B

A−C

)
(F.27)

f.3.2 Eje x de la elipse

El eje x de la elipse se representa mediante la variable a en la ecuación
(F.18). Expresando las ecuaciones (F.24) y (F.25) como:

2B = sin(2θ)(b2 − a2)

A−C = cos(2θ)(b2 − a2)

}
(F.28)

y elevándolas al cuadrado y sumándolas:

(A−C)2 + (2B)2 = (b2 − a2)2
[
cos2(2θ) + sin2(2θ)

]
(F.29)

A2 +C2 − 2AC+ 4B2 = (b2 − a2)2 (F.30)
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Eligiendo T como:

T =
√
A2 +C2 − 2AC+ 4B2 (F.31)

Se tiene que:

T2 = (b2 − a2)2 (F.32)

T = b2 − a2 (F.33)

Por otra parte, de (F.22) se obtiene b2 = k2/a2, y sustituyendo en (F.23)
y (F.33):

A+C = a2 +
k2

a2
(F.34)

T =
k2

a2
− a2 (F.35)

Sumando ambas ecuaciones y despejando se obtiene finalmente el eje x
de la elipse como:

a2 =
2k2

A+C+ T
(F.36)

f.3.3 Eje y de la elipse

El eje y de la elipse se representa mediante la variable b en la ecuación
(F.18). De (F.22) se obtiene a2 = k2/b2, y sustituyendo en (F.23) y (F.33):

A+C =
k2

b2
+ b2 (F.37)

T = b2 −
k2

b2
(F.38)

Restando ambas ecuaciones y despejando:

b2 =
2k2

A+C− T
(F.39)

f.4 resumen

Para una matriz de covarianza bidimensional C:

C =

(
σ2x ρσxσy

ρσxσy σ2y

)
(F.40)

Se calculan los coeficientes A, B C y T como:

A =
1

(1− ρ2)σ2x
(F.41)

B = −
ρ

(1− ρ2)σxσy
(F.42)

C =
1

(1− ρ2)σ2y
(F.43)

T =
√
A2 +C2 − 2AC+ 4B2 (F.44)
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A continuación, se calcula k2 en función del valor de probabilidad
P ∈ [0, 1] que hace que la elipse de error capture un determinado
porcentaje de incertidumbre:

k2 = 2 ln(1− P) (F.45)

Finalmente el ángulo de rotación, y los ejes x e y de la elipse se calculan
mediante las expresiones:

θ =
1

2
arctan

(
2B

A−C

)
(F.46)

a2 =
2k2

A+C+ T
(F.47)

b2 =
2k2

A+C− T
(F.48)
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