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Introducciéon

Si hacemos un breve repaso de los antecedentes de la Robética se puede obser-
var, que desde la antigiiedad aparece un gran deseo de crear maquinas con un
comportamiento similar al de los seres vivos, ya sean animales o personas. En
la mayor parte de estos casos se correspondian con estatuas animadas con fines

religiosos.

Es en el siglo XVIII cuando aparece el gran auge de los autéomatas. En dicho
siglo, se desarrollan gran cantidad de dispositivos que son capaces de escribir,
dibujar o tocar un instrumento musical. Un claro ejemplo es el de Jacques de
Vaucanson (1709-1782) con sus obras “El flautista”, “El tamborilero” y “El pato”
(figura 1.1(a)).

Un paso més adelante en este sentido se produce desde la ciencia ficcién con
los primeros usos de la palabra robot (derivada del vocablo checo robota, cuyo

significado es “trabajo obligatorio”) proveniente de la obra de teatro “R.U.R:
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(a) (b)

Figura 1.1: (a) El pato de Vaucanson hecho de cobre, que bebe, come,
grazna, chapotea en el agua y digiere su comida como un pato real. (b)

Robots de “La Guerra de las Galaxias”

Rossum’s Universal Robots” (1920) del dramaturgo Karel Capek. En el mismo
contexto aparece el concepto Robdtica en las novelas de ciencia-ficcién de Isaac
Asimov (1942) (donde establece “Ires Leyes de la Robotica”), en las que se
presentan los robots como unos ingenios tales que obedezcan érdenes de las
personas, pero con un alto grado de autonomia. En esta linea se encuentra la
famosa saga de “La Guerra de las Galaxias”, en la que el planteamiento de robots
totalmente auténomos es llevado a un gran extremo. Estos robots seran capaces
de determinar qué es lo que deben hacer y cémo, asi como los pasos necesarios
para la consecucion de tal fin. Se trataré, por tanto, de maquinas dotadas con
un cierto grado de inteligencia, e incluso de sentimientos y conciencia.

En el mundo real, los primeros robots industriales, tal y como los conocemos
actualmente, fueron los Unimate (1958), desarrollados por George Devol y Joe
Engelberger a finales de la década de los cincuenta y principios de los sesenta.
Desde entonces el funcionamiento de los robots industriales, en los sectores en
los que se han adaptado de forma 6ptima, como la industria del automévil o la
de fabricacion, estd basado en la realizacién de una serie de tareas repetitivas
(soldadura, paletizaciéon y montaje, entre otras) previamente programadas por

un operador.
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Asi, en la actualidad la tendencia de la investigacion en Robética esta en-
focada hacia diferentes objetivos, como pueden ser: la construcciéon de nuevas
estructuras robéticas con mejor capacidad de movimientos, la realizacién de me-
jores sistemas de control para realizar los movimientos con mayor precision, o la
consecucion de robots con “inteligencia”, de manera que puedan disponer de un
grado suficiente de autonomia. Esta tltima tendencia esta orientada a la conse-
cucion de sistemas que sean capaces de realizar una serie de trabajos de forma
totalmente auténoma para que simplemente sea necesario ordenar una tarea a
realizar y de manera “inteligente” el robot decida cudles son las actividades que
tiene que realizar para alcanzar la consecucion de ésta.

Los robots auténomos son especialmente interesantes para diversas aplica-
ciones como la agricultura, la construccion, la ayuda a discapacitados, la fa-
bricacién, la exploraciéon espacial y submarina, etc. Si se profundiza un poco
mas detenidamente en el problema de los robots auténomos, se puede observar
que es excesivamente complejo, en contraste con el hecho de que un ser huma-
no lo resuelve de forma automatica, sin tener que prestar atencion a los pasos
que debe seguir para su consecuciéon. Asi, cuando un robot auténomo realiza
algin trabajo ejecutando diferentes secuencias de movimientos en un espacio
de trabajo ocupado por objetos, un encadenamiento de tareas evoluciona re-
cabando datos, procesandolos y produciendo resultados que sirven de nuevos
datos de entrada. Ademas, en la resoluciéon de dicho problema estan implicadas
numerosas técnicas procedentes de diferentes disciplinas como la Inteligencia
Artificial, la Ciencia de la Computacién, el Control Automético, la Tecnologia

de los Computadores y la Ingenieria Mecénica, entre otras.

1.1 Estructura de tareas en Robética

Para llevar a cabo la emulacion de las actividades ([LGF86]) de un ser huma-
no se necesita desarrollar tecnologias como el razonamiento automatizado, la
percepcion y el control. Un diagrama que va a mostrar las relaciones entre las
diferentes tareas a realizar es el de la figura 1.2.

En primer lugar, es necesario un procesador de lenguaje, de manera que

las 6rdenes puedan ser interpretadas y se determine cudl es la tarea a realizar.
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Un segundo paso consiste en dividir la tarea en una secuencia de operaciones
més sencillas que lleven a la consecuciéon de la operacién compleja. De este
trabajo se encarga el planificador de tareas.

Un ejemplo lo constituiria un robot mévil encargado de repartir y recoger la
correspondencia en un edificio de oficinas. La entrada al planificador de tareas
seria la especificaciéon del objetivo en lenguaje natural: “repartir este conjunto

de cartas”. A su salida la tarea se habria dividido en las siguientes operaciones:
1. Clasificar las cartas,
2. Determinar los puntos de destino de cada una de ellas,

3. Generar el itinerario a seguir para llegar a todos los puntos y recorrer el

menor espacio posible,

4. Recorrer el itinerario, evitando colisiones tanto con los obstéiculos fijos

como los méviles, y dejando en el lugar especificado cada carta.

La operacién 4 se subdividird a su vez en pasos més sencillos para cada lugar
donde deba ser depositada una carta (ir a una posicién determinada y depositar
correspondencia que corresponda).

Sin embargo, estas operaciones no se van a poder realizar si no se tiene
un conocimiento del entorno donde se realiza la operacién. Por ejemplo, en
la operacion de recorrer el itinerario, para realizar el movimiento es necesario
conocer como estan situados los deméas elementos del entorno para que no se
produzcan choques. Es decir, también va a ser necesario disponer de algin
sistema de percepcién que indique como esté dispuesto el escenario en el que
se va a realizar el movimiento. Esta percepcién se puede realizar mediante gran
variedad de sensores ([KCN89]) como pueden ser los de vision, laser o sonar. A
partir de la informacién recogida por ellos, se puede llegar a disponer de una
descripcién del entorno, en concreto de los puntos del espacio de trabajo del
robot ocupados por objetos.

Una vez que ya se dispone de la informacién sobre el medio sera necesario
encontrar la secuencia de las diferentes posiciones (camino) que deben alcanzarse
sin que se produzcan choques con los diferentes elementos del entorno, y por
supuesto, de manera que se alcance el lugar objetivo. Esta funcionalidad es

realizada por el planificador de movimientos.
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USUARIO

PLANIFICADOR
DE TAREAS

SECUENCIA DE
OPERACIONES

PLANIFICADOR DE
MOVIMIENTOS

TOPOLOGIA DEL
ESPACIO DE LAS
CONFIGURACIONES

CAMINO

GENERADOR DE
TRAYECTORIA

POSICION | | TRAYECTORIA |

CONTROLADOR DE
TRAYECTORIA

ACTUADORES

DESCRIPCION
DEL ENTORNO

PERCEPCION
DESCRIPCION

GEOMETRICA

ENTORNO
ROBOT

Figura 1.2: Esquema de las actividades necesarias para conseguir un robot

auténomo
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Un punto de vista incorrecto y muy extendido es el que considera que la
planificacién de movimientos consiste esencialmente en detectar colisiones con
objetos fijos. Ademés, se ocupa de calcular caminos libres de colisiones entre
obstéaculos moviles, de coordinar el movimiento de varios robots, de planificar
movimientos para empujar o deslizar objetos con el fin de lograr relaciones
exactas entre éstos, de planificar la manera de coger los objetos de forma estable,

etc.

A la hora de realizar la planificacion es fundamental saber donde se encuen-
tra el robot con respecto al entorno en cada momento. En el caso de los robots
articulados no presenta ningtin problema, puesto que cada articulacién contiene
un sensor para determinar su posicién con gran precisién. Sin embargo, para
los robots moviles el proceso es mas complicado puesto que no se puede conocer
la posiciéon directamente midiendo con algtn sensor incorporado al robot. Para
conocer su posicién se emplean técnicas de posicionamiento, como la odometria
que consiste en determinar la posiciéon conociendo la posicién inicial y los mo-
vimientos realizados. Esta técnica no es suficiente debido a los deslizamientos
no medibles en las ruedas del robot, y se complementa con otras técnicas para
identificar el entorno en cada instante teniendo en cuenta alguna informaciéon

previa.

Si nos centramos en el proceso de planificar los movimientos, es evidente
que si se trabaja directamente con la descripciéon del entorno obtenida, serd ex-
cesivamente complejo examinar en cada momento si se produce algin tipo de
colision de cualquiera de los elementos que forman el robot con cualquiera de
los objetos que se encuentran en el entorno. En algunas referencias bibliogra-
ficas ([Her86b], [Kha86], [FT87] se trabaja con este planteamiento, y [Mor96]),
pero, al intentar conseguir la simplificacién de los algoritmos y, asimismo, de
la velocidad en los calculos, tienden a realizar grandes aproximaciones en las
caracteristicas geométricas de los elementos del robot y los objetos del entorno

de forma poco realista.

Una soluciéon muy extendida consiste en realizar un paso intermedio. Para
ello, se hace uso de la cinematica del robot, de tal modo que se determina
un conjunto de pardmetros (configuracion) que definen la posicién y orientacion

de todos los puntos del robot con respecto un sistema de referencia fijo. Por
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supuesto, el conjunto de pardmetros estd ligado con la geometria del robot

([Cras9)]).

De esta forma, se realiza una proyeccion de la representacion del entorno so-
bre un espacio caracteristico para cada robot, de manera que la representaciéon
del robot en este espacio sea un solo punto. Asi, cuando sea necesario com-
probar las colisiones con objetos del entorno serda mucho méas sencillo, pues se
deben examinar las colisiones tinicamente con el punto que representa el robot.
Este espacio caracteristico para cada robot fue introducido por Lozano-Pérez
[Loz83] en 1983 denominindolo “espacio de las configuraciones” o C-espacio.
Sin embargo, presenta como principal inconveniente la necesidad de representar
los obstaculos en el C-espacio. Este trabajo se va a centrar en este ambito: en
la proyeccién de la representacion del espacio de trabajo en el C-espacio. El
resultado obtenido por el planificador de movimientos es un camino geométrico
que especifica la secuencia de configuraciones por las que el robot debe pasar

para realizar la tarea especificada y alcanzar la configuracién final.

La labor fundamental del controlador en tiempo real es lograr que el robot
realice esta secuencia de movimientos, es decir, siga el camino geométrico ge-
nerado, actuando sobre él. En concreto, dado un camino, el controlador tiene
que encontrar la funcion temporal que define los pares a aplicar a los actuadores
del robot en cada instante de tiempo y aplicarlos ([SV89]). Normalmente esta
etapa se puede dividir en dos pasos. El primero, denominado generacion de
trayectorias, consiste en definir el perfil de velocidad a lo largo del camino.
Este paso se puede realizar antes o durante la ejecuciéon del movimiento. El
segundo, denominado seguimiento de la trayectoria, consiste en calcular los
pares que se deben aplicar a los actuadores en cada momento para realizar el
movimiento deseado. En este paso se utiliza, directa o indirectamente, la des-
cripciéon de la dinamica del robot para calcular el par que tiene que ser aplicado

a cada actuador.

Si la dindmica utilizada por el controlador fuera un modelo perfecto, no
seria necesario disponer de un sistema realimentado. Sin embargo, debido a las
diferentes perturbaciones y a la inestabilidad, es necesario disponer de sensores

para determinar la desviacion entre el estado deseado y el estado actual del
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robot. Mientras se estd ejecutando el movimiento, el controlador calcula los

pares que tienden a eliminar esta desviacion.

1.2 Espacio de las configuraciones

Como se comentd anteriormente, se denomina espacio de las configuraciones
al conjunto de todas las posibles configuraciones en que puede posicionarse un
robot. Este concepto, que es esencialmente una herramienta de representacion,
fue introducido desde la Mecénica en la Robética por Lozano-Pérez, y ocupara
un papel fundamental en la descripcion de este trabajo de investigaciéon. Cada
punto del C-espacio es una tupla de una cierta dimensién, donde se especifican
los valores para los pardmetros que se corresponden con los grados de libertad
del robot. La posicién y orientacion del robot en su espacio de trabajo quedan
completamente determinadas si se especifican los valores para los grados de
libertad del robot.

Por ejemplo, supéngase un robot mévil que puede moverse y girar libremente
sobre un plano con unas dimensiones [0, a] x [0, b] como se muestra en la figura
1.3. Por tanto, para describir una configuracién del robot, y asi todos los puntos
que lo componen, es necesario fijar la posicion de uno de los puntos del robot y
la orientacién de este respecto a un sistema de referencia fijo. La configuracién
del robot vendra dada por una tupla de dimension tres (z,y,0), y el espacio de
las configuraciones estaria formado por todas los posibles configuraciones, donde
x e y vienen determinados por las dimensiones del espacio y # tomara valores

en el intervalo [0, 27].

Figura 1.3: Robot mévil

Al lograr reducir la descripcion del robot a un punto se produce una simpli-
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ficacién considerable del problema. Algunas de las tareas que se benefician de
esta simplificacion son la planificacién y control de movimientos y la generaciéon
de trayectorias. Sin embargo, aparece el problema de obtener el conjunto de
configuraciones prohibidas (C-obstaculos) o, lo que es lo mismo, las configura-
ciones que producen alguna colisién ya sea entre elementos del mismo robot o

con obstaculos en el espacio de trabajo.

La gran diferencia de realizar la planificacién de movimientos en el espacio
de trabajo o en el de las configuraciones radica en que en el espacio de trabajo es
necesario planificar los movimientos de todos y cada uno de los puntos del robot,
mientras que en el C-espacio solamente es necesario considerar la planificaciéon
de un unico punto. Es decir, al realizar la planificacion en el C-espacio cada
una de las configuraciones por las que ha de pasar el robot se corresponden con

un punto del C-espacio, por lo que es una tarea mucho mas sencilla.

Ademés, las restricciones cineméticas se pueden trasladar directamente al C-
espacio para realizar la planificacién de movimientos, considerando tnicamente
transiciones con aquellas configuraciones que se pueden alcanzar desde una con-
figuracion dada. Por ejemplo, un robot moévil con giro diferencial puede rotar
sobre su eje sin moverse de posiciéon pero no puede desplazarse lateralmente.
Asi, el conjunto de configuraciones accesibles seran todas aquellas orientacio-
nes en la posicién actual, y aquellas que en que se produzca un avance en la

direccion frontal del robot.

En cuanto a la generacién de trayectorias, el hecho de conocer previamente
las configuraciones que producen colisién o no, puede facilitar el desarrollo de
los algoritmos. Asi, por ejemplo, se puede generar el perfil de velocidad teniendo
en cuenta la distancia desde las configuraciones que constituyen el movimiento

a las configuraciones que producen colision.

Por lo tanto, el tiempo que conlleva el calculo del C-espacio tiene gran im-
portancia puesto que es una informacién que sera utilizada en las siguientes
tareas. Esta claro que el tiempo de célculo va a estar asociado a la precisién con
la que se realicen los cédlculos. De tal manera que, representaciones aproximadas
del robot y de los objetos requeriran menos tiempo de calculo que si se utilizan

representaciones mas realistas.

La precision no solamente va a afectar al tiempo de calculo, sino que también
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afectaré a las necesidades de almacenamiento para los datos de origen (espacio
de trabajo y robot), el resultado (C-espacio) y todos los célculos intermedios
que sean necesario realizar. Podemos comprobarlo con el ejemplo de un robot
mévil que se mueve por un entorno de 100 x 100m?2. Si para evitar colisiones
se requiere trabajar con una precisién de al menos 10cm en las coordenadas
espaciales, y de 0,5°en la coordenada angular, al hacer una representaciéon del
C-espacio de forma matricial se obtendria una matriz tridimensional con un
tamafio de 1.000 x 1.000 x 720 = 7,2 x 10® elementos. Si cada elemento se
representa mediante 1 byte, se necesitarian aproximadamente 700 Mbytes.

Asi, la eleccién de la estructura de datos para la representacion de la infor-
macién va a marcar la cantidad de memoria utilizada en este calculo. Aunque
actualmente puede parecer de poca importancia debido a la posibilidad de dis-
poner de elevada memoria en los ordenadores, en algunos casos el requerimiento
puede llegar a ser prohibitivo (supongase que en el caso anterior se necesitara
trabajar con una precision de lem).

Entre los diferentes modos de representaciéon se encuentran:

e Geométricos. Utilizan figuras geométricas para representar el espacio de
trabajo y el C-espacio, por ejemplo figuras poligonales o poliédricas. Nos
va a permitir alcanzar una gran exactitud con poco coste de almacena-
miento. Presenta el inconveniente de que para casos reales, sin realizar
simplificaciones, las representaciones de los objetos van a ser extremada-
mente complejas, y es dificil establecer relaciones espaciales entre ellos.
Ademas, los algoritmos para calcular el C-espacio usando una represen-
tacion geométrica son dependientes del nimero de vértices, por lo que en

situaciones reales el tiempo de calculo puede aumentar considerablemente.

e Matriciales. Tanto el entorno de trabajo como el C-espacio se representan
como matrices de dimensién N formadas por pixels, voxels', etc. segiin el
caso. Con este tipo de representacion los algoritmos sélo dependeran de la
resolucién dada, pero con el inconveniente de que cuanto mayor resoluciéon

se utilice, mayor serd el requerimiento en memoria.

1Un voxel es la parte méas pequefia distinguible con forma de cubo de una imagen tridi-

mensional.
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e Estructuras multiresoluciéon. Con este tipo de estructuras se trata de re-
ducir el coste excesivo de almacenamiento que ocasiona la representacion
matricial. Teniendo en cuenta que, normalmente, s6lo es necesario tener
una gran exactitud en zonas concretas, este tipo de estructuras varian su
resolucién dependiendo de la zona que se intenta representar para adap-

tarse a las variaciones existentes.

1.3 Estructuras de datos espaciales

Los datos espaciales consisten en puntos, lineas, regiones, rectangulos, o incluso
datos de dimensiones mayores que son utilizados en gran cantidad de campos
como pueden ser los Sistemas de Informacion Geografica (GIS, donde su uso
se ha extendido ampliamente), tratamiento de imégenes, representacion tridi-
mensional, monitorizaciéon medioambiental, planificaciéon urbanistica e, incluso
astronomia. Por ejemplo, pueden representar rios, carreteras, paises, superficies

de cultivo, estrellas o constelaciones, entre otros.

Aunque este tipo de datos pueden ser facilmente almacenados en una base de
datos mediante una parametrizacion, de manera que cada una de ellas ocupe un
registro, solamente seria ttil si se pretendiera realizar una simple recuperacién
de los datos. Sin embargo, cuando se pretenden obtener resultados méas com-
plejos relacionados con la distribuciéon espacial entre ellos (como por ejemplo,
proximidad, interseccion,...), este modo de almacenamiento se vuelve inadecua-
do puesto que esta informacion no se encuentra almacenada en la base de datos.
Por ejemplo, para representar un segmento en un plano seria necesario almace-
nar las posiciones de sus extremos, por lo que el segmento se representard por
un punto (un registro en la base de datos) en un espacio de cuatro dimensiones.
Hacer una consulta de cuél es el segmento méas cercano a un punto determinado

llevaria un gran coste asociado.

Por otro lado, almacenar toda la informacioén espacial que relaciona los di-
ferentes datos entre si supondria un volumen de informacién considerable. Por
tanto, es necesario el uso de algin tipo de ordenacién de manera que esté basada

en la posicién espacial ocupada por el dato, de modo que, datos proximos espa-
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cialmente también lo estan en la base de datos. Estas técnicas de ordenacion se
conocen como “métodos de indexacién espacial”.

Gran parte de los métodos de indexacién se fundamentan en estructuras de
datos que estan basadas en la ocupacién espacial. Estas estructuras descompo-
nen de forma iterativa el espacio en el que se representan los datos (i.e., espacio
tridimensional para objetos tridimensionales)? en regiones méas pequefias llama-
das “sectores de almacenamiento” (buckets). Por lo tanto las estructuras deben
representar la jerarquia de las divisiones indicando como deben hacerse.

Estas estructuras se pueden clasificar en:
e Basadas en el minimo rectangulo contenedor.

e Basadas en la descomposicién en celdas disjuntas.

1.3.1 Minimo rectangulo contenedor

En este tipo de estructuras se van encontrando mediante sucesivas divisiones
los rectangulos que tienen menor tamano y que ademas contienen a todos los
datos. La jerarquia de las divisiones realizadas es almacenada en una estruc-
tura de arbol como puede ser un B-tree (Balanced-Tree) [BM70], que es un
arbol de busqueda balanceado. Asi un B-tree de orden m cumple las siguientes

caracteristicas:

1. Todas las hojas® estdn en el mismo nivel.

2. Todos los nodos excepto el raiz estan obligados a tener m nodos

hijos como méximo y m/2 como minimo.

3. El nodo raiz debe tener como méximo m hijos.

Un caso en el que se utiliza un B-tree para almacenar datos espaciales basado
en el minimo rectangulo contenedor es el R-tree [Gut84], en el cual las hojas
del arbol tienen apuntadores a los datos que contienen. Cada nodo del arbol
solamente puede contener un maximo de nodos hijos, y los datos deben estar
completamente contenidos en una hoja. En la figura 1.4 se muestra un ejemplo

de R-tree en el que los datos son rectangulos, y se almacenara en un B-tree de

2No en un espacio de dimensién mayor como ocurre con las bases de datos relacionales

segln se vio en el ejemplo anterior en el que se almacenan segmentos.
3Una hoja es un nodo terminal del arbol, es decir, que ya no presenta mas dividiones.



1.3. Estructuras de datos espaciales 13

orden 4. De este modo el nodo raiz tiene tres nodos hoja (A, B y C) que son

los minimos rectangulos contenedores. Estos nodos hoja contienen los datos

espaciales, llegando a un méximo de 4 datos por hoja y un minimo de 2.

Figura 1.4: Rectangulos organizados en un R-tree.

1.3.2 Descomposicién en celdas disjuntas

Todas las estructuras que se engloban dentro de esta denominaciéon tienen en
comin que los objetos se descomponen en elementos mas pequenos disjuntos,
de modo que cada uno de éstos se asocie a una celda diferente. El precio que se
paga es que para determinar el area ocupada por un objeto es necesario buscar
todas las celdas que ocupa. Los estructuras de este tipo se diferencian en el
grado de regularidad impuesto en la descomposicién, asi como en el modo en el
que las celdas son agrupadas. Basandose en esta caracteristica se distinguen las

siguientes estructuras:

e Celdas Agrupadas en una estructura de tipo B-tree. Son muy similares a
las estructuras del minimo rectangulo contenedor, pero ahora los contene-
dores son disjuntos. Ejemplos de este tipo de estructuras son el R*-tree
[SRF87] y el cell-tree. En los primeros los contenedores son rectangulos y
en los segundos son poliedros. En el caso del RT-tree, la principal diferen-
cia con el R-tree, del que proviene, es que ahora no existen superposiciones
entre los nodos del arbol, por lo que algunos de los objetos se encuentran

englobados por el conjunto de varias hojas y no sélo por una, como era en
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el caso anterior. Tiene el inconveniente que la descomposiciéon depende de
los datos. Este inconveniente se intenta salvar con las estructuras que se

comentaran a continuacién, donde la descomposiciéon es regular.

En la figura 1.5, tomando el mismo conjunto de datos que en el ejemplo del
R-tree, se muestra c6mo se organizan los datos en un R -tree. Se tienen 4
rectangulos contenedores disjuntos, que son las hojas del drbol. Al ser un
B-tree de orden 4, cada una de las hojas contiene entre 2 y 4 objetos. La
principal diferencia con el R-tree es que el objeto G esta distribuido entre

dos rectangulos contenedores: A y P.

Figura 1.5: Rectangulos organizados en un R*-tree

e Cuadricula uniforme. Se distribuyen los datos de forma uniforme en blo-

ques del mismo tamano. Normalmente se utilizan estructuras de tipo
matricial para su almacenamiento. Si se quiere un alto nivel de resolucion
necesitan de una gran cantidad de memoria necesaria para su almacena-

miento. Un ejemplo aparece en la figura 1.6 (b).

2F_trees. Adaptan la descomposicion a la distribucion de los datos, de tal
manera que los bloques, en vez de tener el mismo tamario, ocupan regiones
de tamano diferente. Se impone como restriccion que la cuadricula de
cada lado sea una potencia de dos. Del mismo modo, las posiciones en
las que pueden situarse los bloques también son restringidas. Este tipo de
estructuras se conocen comunmente como quadtree u octree, cuando hacen

referencia a espacios bidimensionales o tridimensionales, respectivamente.

El quadtree se basa en la divisién recursiva de un espacio bidimensional
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en cuadrantes, de modo que si un cuadrante representa diferentes datos se
subdividira de nuevo hasta obtener que cada bloque represente tinicamente
un solo dato. Al dividirse cada bloque en cuatro partes iguales es comun
representarlo mediante un arbol de grado 4. En el caso de tener los datos
dispersos de forma uniforme (el caso extremo es un tablero de ajedrez) el

quadtree degeneraré en una cuadricula uniforme.

En la figura 1.6 (c) se muestra un ejemplo de quadtree para representar
una determinada region. En él se puede observar que hay bloques cuyos
lados tienen dimensiones de 1, 2 y hasta 4 pixels. Ademaés, cada uno de
los bloques se encuentra completamente incluido en la regién o es com-
pletamente externo. Las subdivisiones realizadas en el quadtree se pueden
representar en forma de arbol segiin se muestra en la figura 1.6 (d), donde
cada nodo hoja representa un bloque del quadtree. En este caso, como se

han realizado tres divisiones, el arbol es de nivel 3.

Por ser este tipo de estructuras un punto central en este trabajo, se expli-

caradn con mayor nivel de detalle en capitulos posteriores.
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Figura 1.6: (a) Una region ejemplo, (b) representacion en forma de cuadri-

cula uniforme, (c)(d) representacion como quadiree
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1.4 Antecedentes

En esta seccion se va a hacer un repaso de los trabajos méas destacados en los
dos aspectos fundamentales en que se sustenta este trabajo de investigaciéon. En
primer lugar, se revisaran aquellos relacionados con el calculo del espacio de las
configuraciones, para pasar posteriormente a describir aquellos que se refieren al
uso de estructuras de datos espaciales en los diferentes campos de la Robética.
De tal modo que, a continuacién, se puedan poner de manifiesto los principales

objetivos de este trabajo de tesis doctoral.

1.4.1 Meétodos para el calculo del C-espacio

En lo que respecta al calculo del C-espacio existen dos tendencias claramente
diferenciadas. La primera de ellas consiste en la aplicacién de técnicas geomé-
tricas, mientras que la segunda consiste en la obtencion del C-espacio de forma
discreta.

En lo que respecta a las técnicas geométricas, en [Loz83] se propone un
método para calcular la representacion del limite de un C-obstaculo cuando los
objetos son poligonos convexos. El algoritmo propuesto es bastante 6ptimo,
pues calcula los vértices del C-obstéiculo, que también es convexo, en un tiempo
de calculo O(nanplog(nang)), siendo n4 y np el ntumero de vértices del robot
y del obstéaculo, respectivamente. En [Sha87] se plantea un algoritmo con un
tiempo de célculo de O(n%n%log(nang)) cuando el robot se traslada y no
rota, y los obstaculos son poligonos no convexos. En [AB88] y en [Bro89] se
describen métodos generales para poligonos convexos y no convexos, cuando
el robot se desplaza y gira libremente, y se obtiene el limite del C-obstaculo
en un tiempo O(n3n%) y O(ndn%log(nang)), respectivamente. En cuanto
a espacios de trabajo poliédricos, en [Loz83] se presenta una extension de su
algoritmo poligonal; en [GS86] se calcula la representacion del limite del C-
obstéculo en O(n4+np+mnanp); y el algoritmo propuesto en [AB88] construye
el C-obstéculo en O(n3n% log(nang)).

Todos los trabajos citados anteriormente solamente se refieren a robots mo-
viles. También existen trabajos, aunque en menor cantidad, que tratan de

encontrar el C-espacio para robots articulados en 2 6 3 dimensiones. Entre
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ellos, un grupo plantea el uso de las técnicas provenientes de los robots méviles,
considerando a los articulados como un conjunto de méviles ([Gou84] [Fav86]
[Loz8T7]). Otros, sin embargo, consideran al manipulador como un todo, de
manera que intentan calcular las ecuaciones del limite de los obstaculos en el
C-espacio. Consideran, por un lado, las ecuaciones algebraicas que definen los
obstéculos y, por otro, las expresiones matematicas que describen la cinemaética
del robot. A partir de las condiciones que se establecen cuando los elementos
del robot intersectan con los obstéculos se calculan las ecuaciones explicitas del

limite de los C-obstéculos ([GM89, DM90] [GM90] [Hwa90]).

En las técnicas que siguen la segunda tendencia, las que calculan el C-espacio
de forma discreta, se utiliza una matriz binaria para representar los obstaculos
en el C-espacio, donde una determinada celda, asociada a unos determinados
valores discretos de los grados de libertad del robot, puede tomar dos valores:

)

"1’ si es una configuracion prohibida y ’0’ si pertenece al espacio libre. Asi, se
consigue reducir de forma drastica el tiempo de célculo que la etapa de plani-
ficacion dedica a la detecciéon de colisiones. A este respecto, algunos trabajos
calculan la proyeccién de un conjunto de primitivas de objetos sencillos desde el
espacio de trabajo al espacio de las configuraciones, y el resultado se almacena
en matrices binarias. Basandose en las propiedades de la traslacién, rotacion y
superposicion, las transformaciones de estas primitivas se combinan para calcu-

lar matrices binarias que representan a objetos mas complejos en el C-espacio

(INB91] [LP91]).

Kavraki [Kav95] propone un algoritmo para calcular una matriz binaria que
representa al C-espacio de un moévil bidimensional como la convolucién de una
matriz binaria de los obstaculos en el espacio de trabajo y de otra del robot.
Esta idea de ver la proyeccion al C-espacio como una convolucion ya se proponia
en [Bro89] para obtener la representacion de los obstaculos en el espacio de
las configuraciones mediante una convolucién algebraica de un obstéiculo y un
robot maévil. Sin embargo, el principal aporte de Kavraki radica en la utilizaciéon
de la Transformada Rapida de Fourier (FFT) para realizar la convoluciéon de
forma eficiente. Ademas, se obtiene como ventaja adicional la independencia del
tiempo de calculo con el nimero de obstaculos, con la forma de estos y con la

del robot, ya que tinicamente depende de la resolucién con la que se discretiza.
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En trabajos mas recientes ([Cur98][The02]) se han establecido formalismos
matematicos para el uso eficiente de la FFT en el calculo del C-espacio de for-
ma discreta de manipuladores. Estos se fundamentan en la eleccion adecuada
de sistemas de coordenadas, de tal manera que la variacién de los grados de
libertad del robot articulado aparezcan como una convoluciéon. Asi, se llegan
a obtener resultados aplicables a manipuladores redundantes, con bajos tiem-
pos de computaciéon. Aunque al ser discretos, cuando aumentan los grados de

libertad los requerimientos de memoria aumentan considerablemente.

1.4.2 Uso de estructuras jerarquicas en Roboética

Aunque el uso de estructuras de datos espaciales se ha extendido a gran cantidad
de areas, este apartado se va a centrar en una revision de las diversas aplica-
ciones que se han dado en las diferentes tareas involucradas en Roboética. En
concreto, veremos las aplicaciones que han tenido los quadtrees y octrees que, al
ser estructuras con grandes capacidades para la representaciéon de regiones, son
las que han tenido una mayor aceptacion. Sin duda fue esta razén la que llevo a
Nilsson [Nil69] a utilizar estructuras similares a los quadtrees para representar
el espacio de trabajo del robot.

Una de las primeras tareas expuestas en el apartado 1.1, la percepcioén, esta
fuertemente relacionada con los campos de la visién artificial y el procesamiento
de imagenes. Debido a los origenes de estas estructuras de datos, existen gran
cantidad de trabajos asociados a la vision artificial que hacen uso de este tipo
de estructuras como, por ejemplo, [CSA88]|[LC94][Con84|. Por esta razoén, en el
campo de la percepcién se han incorporado de una manera directa para realizar
una descripcion del espacio de trabajo del robot. Por ejemplo, ya en [HS85] se
propone un procedimiento para reconstruir un espacio de trabajo y, en concre-
to, determinar la forma y tamano de los objetos que se encuentran mediante
imégenes tomadas por una camara desde diferentes puntos de vista, utilizando
una estructura de octree para almacenar la descripcién del entorno.

En esta direccion existen trabajos mucho mas recientes que hacen uso de
sistemas LADAR* para la deteccién mucho mas precisa de los objetos. En

[BT94] se realiza una caracterizaciéon tridimensional por medio de octrees (aun-

4LAser Detection And Ranging
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que el objetivo sea transformar esos octrees en una representacion de superficies
poligonales) de tanques de residuos peligrosos para la operacion remota de un
manipulador. En otros casos [HBM102], la representacion serd en forma de
quadtree (en dos dimensiones) al estar enfocada a la navegacion de un vehiculo

auténomo.

Otra tarea en la que el uso de los quadtrees y octrees ha tenido una gran
aceptacion es la de planificacion de movimientos, debido a la gran capacidad
para compactar los datos del espacio de trabajo y, sobre todo, por la facilidad
de acceder a esos datos. Los primeros trabajos en los que aparecen estructuras
de datos similares al quadtree para realizar la planificaciéon se deben a Brooks
[BL83]. Pero es en [Fav84] donde se plantea la posibilidad de utilizar octrees.
En trabajos como [Her86b|[Her86a] se realiza una planificacion partiendo de
una representacion del espacio de trabajo, ya sea en forma de quadtree u octree,
aunque tnicamente se centran en robots méviles. Un paso més adelante aparece
en [FS89)[KTKY95] donde se tiene en cuenta, ademds, un espacio de trabajo
dindmico. También se han aplicado para la planificaciéon de robots articulados
[SH92|, aunque solamente se utilizan como una representacion del espacio de

trabajo que simplifica el test de colisiones.

En la tarea de percepcion se han utilizado estas estructuras pero no para re-
presentar el espacio de trabajo, sino para realizar una estimacién de la posiciéon
que ocupa un robot mévil [BDFC98]. En este caso, un octree que varia conti-
nuamente en el tiempo representard la densidad de probabilidad de encontrar

el robot en cada posicién y orientacién.

Otros trabajos integran la etapa de percepcion con la de planificacion [Zel92]
[YGOO0]. En e[Zel92] se aplica a un robot movil, de tal modo que segiin navega
va detectando nuevos obstaculos que utiliza para la optimizacion de la longitud
del camino al destino. En [YGO0] su aplicacion se dirige a la planificacion de
movimientos de un manipulador, de tal modo que se va explorando el espacio

de trabajo, a medida que es necesario, para realizar los movimientos.

Hay que destacar que en ninguno de estos ejemplos se realiza una represen-
tacion explicita de los obstaculos en el C-espacio, simplemente se realiza un test

de colisiones en el espacio de trabajo.

En el mismo ambito de la planificacion se han propuesto diferentes estruc-
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turas basadas en los quadtrees y octrees para mejorar diferentes aspectos. En
[JG97] se propone una estructura denominada ODM (Octree Distance Maps)
para simplificar la etapa de deteccién de colisiones. Otras estructuras pro-
puestas [CSU97|[YSSB9S]| son los “ Framed-Quadtrees” para planificaciones en 2
dimensiones o los “Framed-Octrees” [CSU95| para el caso tridimensional.

Para la planificacién en el C-espacio también se han utilizado representando
el C-espacio en forma de octrees para realizar una planificaciéon més rapida
[KTKY95]. En trabajos més recientes [RI02] utiliza funciones harmonicas para
planificar sobre una representaciéon jerarquica del C-espacio, permitiendo asi
una planificaciéon dindmica con los cambios en el espacio. Otra posibilidad
es utilizar los octrees para representar diagramas de Voronoi en espacios de
cualquier dimensién como se propone en [VO95].

Sin embargo, en lo referente al calculo del C-espacio en forma de estructuras
de datos espaciales (quadtrees y octrees) solamente se han encontrado los tra-
bajos de Geem [Gee95] [Gee96] como referencias. En ellos se realiza el célculo
del C-espacio para manipuladores roboticos a partir de aproximaciones de sus
elementos a superelipsoides. De modo que después se realiza una planificaciéon

mediante campos de potencial directamente en el C-espacio.

1.5 Objetivos de este trabajo

En los apartados anteriores ha quedado reflejada la gran importancia de realizar
una representacion de los obstéculos en el C-espacio. Como ha quedado expues-
to, la carga computacional es elevada, y las técnicas que existen en la actualidad
para realizar los calculos exactos de forma discreta requieren una gran cantidad
de memoria para alcanzar resoluciones realistas.

Dado que la representacion en forma de quadtree u octree de cualquier espacio
reduce las necesidades de almacenamiento, y la reduccién seria mas significativa
si el espacio pudiera alcanzar dimensiones mayores. Por tanto, seria aconsejable
el uso de esas estructuras para representar el C-espacio.

Un posible planteamiento constaria de dos etapas: en la primera se cal-
cularia el C-espacio mediante uno de los métodos mas 6ptimos propuestos (la

convoluciéon de funciones); y en la segunda se representaria el C-espacio calcu-
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lado utilizando quadtree u octrees. Sin embargo, este planteamiento tiene como
desventaja que aunque para almacenar el resultado se reducen las necesidades
de memoria no se obtiene ningin beneficio en la etapa de evaluacién, por lo que
los requerimiento de memoria siguen limitando el proceso.

Asi, el objetivo principal de este trabajo es proponer un método que permita
el calculo del C-espacio en forma de 2*-tree directamente desde la representa-
cion del espacio de trabajo sin necesidad de pasar por estructuras de datos
intermedias. De tal modo que, aprovechando de nuevo las caracteristicas de
estas estructuras de datos, se pueda ir refinando la precisién para evaluar los
C-obstaculos en aquellos lugares que se requiera.

Puesto que la evaluacion del C-espacio de forma discreta estd basada en la
convolucién de funciones, el primer objetivo serd la determinacién de las herra-
mientas matematicas que permitan el desarrollo de un procedimiento general
para realizar la convolucion de funciones representadas mediante estructuras
jerarquicas de datos.

La convolucién mediante estructuras jerarquicas a la evaluacion del C-espacio
se aplicara a robots méviles, en los que la correspondencia entre espacio de tra-
bajo y espacio de las configuraciones es mucho mas clara. De este modo, se
planteard un desarrollo incremental partiendo de un robot mévil sin posibili-
dad de giros y, una vez estén validados los datos, se ampliarédn los resultados
introduciendo la posibilidad de giro.

De igual modo, al ser un procedimiento propuesto en este trabajo de tesis
doctoral se considera como objetivo imprescindible el estudio de sus caracteristi-
cas.Asi, habra que determinar su coste computacional asi como las dependencias
que puedan aparecer. También, serd necesario comparar los resultados con los

obtenidos utilizando técnicas anteriores.

1.6 Estructura de la memoria

Una vez establecidos los puntos de partida en los que se enmarca el presente
trabajo a continuacién se desglosan los capitulos en los que se ha organizado la
memoria.

En el capitulo segundo se definen los conceptos referentes a la evaluacion
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el espacio de las configuraciones. También, se hace un anélisis detallado de las
técnicas que se han desarrollado para dicha evaluacién. En particular, se pres-
tard especial atenciéon a aquellas técnicas que hacen que uso de representaciones
discretas.

Siguiendo con la definicion de conceptos, en el capitulo tercero se describen
aquellos aspectos relacionados con las estructuras jerarquicas de datos. De entre
ellos, se hara énfasis en los quadtree y octree por la especial relevancia que tienen
en este trabajo.

En el capitulo cuarto se propone un formalismo matemético para realizar la
convolucién jerarquica, siempre con la mirada puesta en el objetivo ultimo, que
es la evaluacion del espacio de las configuraciones.

Una vez expuestas las bases de la convolucién jerarquica, en el capitulo
quinto, se presenta el algoritmo propuesto para la evaluacién del C-espacio de un
robot moévil sin giros de forma jerarquica. La aplicacién para este tipo de robot
servira para asentar las bases de la convolucién jerarquica. Ademas, se exponen
las particularidades que es necesario tener en cuenta para un comportamiento
eficiente del algoritmo.

Una vez que se ha aplicado la convolucién jerédrquica en la evaluaciéon de un
C-espacio bidimensional, en el capitulo sexto se mostrara su aplicaciéon para un
robot mévil con la posibilidad de girar. En este capitulo se definird una nueva
estructura de datos necesaria, la cual hemos denominado arbol multigrado-2*.

En el siguiente capitulo se realiza una descripcién de las técnicas y herra-
mientas mas relevantes en el desarrollo de este trabajo.

Para la aplicacién de los algoritmos propuestos, en el capitulo octavo se
propone un procedimiento para la evaluacion del C-espacio donde se determina
como utilizar los algoritmos para obtener resultados 6ptimos. También, en
este capitulo se analizan las principales caracteristicas de los algoritmos, y se
compararan sus bondades e inconvenientes con los ya existentes.

Para terminar en el capitulo noveno se exponen la principales conclusiones
a las que ha llevado el desarrollo de este trabajo, asi como las futuras lineas de

investigacion.



Espacio de las Configuraciones

Como se ha comentado previamente, la idea fundamental del espacio de las con-
figuraciones consiste en la representacion el robot como un punto en un espacio
apropiado. Pero para poder trabajar en este espacio es necesario proyectar los
obstéculos en este espacio. Esta proyeccién simplifica de forma dréstica las
tareas de planificar y controlar los movimientos de un robot. Por un lado, el
problema de planificacion se reduce a determinar la secuencia los movimientos
de un punto y, ademads, se tienen de forma explicita las configuraciones que
producen colisiones. Por otro lado, es bastante comun identificar un punto del
espacio de las configuraciones con la referencia de los controladores que se ocu-
pan de gobernar los movimientos del robot. En este contexto la proyecciéon
de los obstaculos en este espacio se puede considerar como restricciones en el

problema de control.

Esta proyeccion depende tanto de los obstéculos como del tipo de robot con-

23
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siderado. En cuanto a los primeros, no se impondré ninguna limitacién debida
a su forma geométrica, nimero de vértices, etc. Respecto al segundo, una clasi-
ficacién muy genérica es aquella que diferencia entre robots que pueden moverse
libremente en su espacio de trabajo, denominados méviles, y aquellos que tienen
un punto fijo. Otra los clasifica en robots articulados o no-articulados, depen-
diendo de si su estructura mecanica estd formada por uno o varios elementos que
se mueven. Tomando como base estos criterios de clasificacion existirian cuatro
tipos de estructuras robéticas. Los robots més implantados en las aplicaciones
més usuales son los moéviles constituidos por un tnico elemento y los articulados
con un punto fijo, aunque también existen aplicaciones muy especificas donde
se utilizan robots méviles articulados.

En este apartado se va a presentar un conjunto de nociones necesarias para
definir el concepto de espacio de las configuraciones de un robot y la represen-
tacion de los obstéaculos en este espacio. Aunque los conceptos de configuracion
y espacio de las configuraciones ya fueron presentados en la introduccion, aqui
se presentaran de una forma més rigurosa incluyendo ejemplos que ayudaran a
comprenderlos.

Inicialmente estas definiciones se enfocaran hacia objetos rigidos que se mue-
ven libremente. Posteriormente, se van a extender dichas definiciones para ro-
bots articulados con una base fija. No obstante, no se profundizaré demasiado
en este segundo aspecto, ya que nuestro trabajo se centrara principalmente en

los robots moviles.

2.1 Objeto rigido mévil

En este apartado se explicardn los conceptos de C-espacio y C-obstaculo para
un objeto rigido moévil donde se pueden entender con mayor claridad. Una vez

sentadas las bases, en el apartado siguiente se abordaran los robots articulados.

2.1.1 Espacio de las configuraciones

Sea A un objeto rigido - el robot - que se mueve en un espacio de trabajo W
(figura 2.1). Se representa W como un espacio Euclideo R™ de dimension n,

donde n =2 6 3. En él se define un sistema de referencia fijo denominado
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Fy. Se representa A en una posicién y orientacion de referencia como un
subconjunto compacto de R™. En A se establece un sistema de referencia,
F4, que se mueve con él, de tal forma que cada punto en el robot tiene unas
coordenadas fijas respecto a Fy. Los origenes de ambos sistemas Fy y Fa se

denotan por Oy y Oy, respectivamente. O 4 se denomina el punto de referencia

de A.

Figura 2.1: Robot mévil en W = R?

Definicion 2.1
Una configuraciéon g de A es una especificaciéon de la posicién y la orien-

taciéon de F4 con respecto a Fyy.

La configuracién de referencia de A, que se denota por 0, con respecto a la
que se especifican las demés es una tnica configuracion seleccionada de forma

arbitraria.

Definicion 2.2
El espacio de las configuraciones de A es el espacio C' de todas las

posibles configuraciones de A.

El espacio de las configuraciones es intrinsecamente independiente de la elec-
ciéon de los sistemas de referencia F4 y Fyy. Solamente la representacion de C

depende de la eleccion de estos sistemas.
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El subconjunto de W ocupado por A en una configuracion ¢ se denota por
A, o A(q). El robot en su configuracién de referencia se denota por A )
o A(0). Cuando A estd en la configuracion ¢, un punto a de A, se deno-
ta por a(q) en W. Asi, para dos configuraciones ¢ y ¢’ cualesquiera, a(q) y
a(q") representan el mismo punto del robot A, pero al estar éste en diferentes

configuraciones los dos puntos no tienen por qué coincidir en W.

Estas definiciones son vélidas de forma general para cualquier tipo de robot,
aunque son directamente aplicables para un objeto rigido que se mueve libre-
mente en su espacio de trabajo. Para particularizarlas a robots articulados con
un punto fijo es necesario realizar algunas consideraciones adicionales, lo que se

efectuara en secciones posteriores.

2.1.2 Obstaculos en el C-espacio

En general, W contiene obstaculos fijos que son regiones de R”. B denota tanto
al obstaculo “fisico” como al subconjunto de R™ que lo representa. En lo sucesivo
se considerara que los obstéaculos son rigidos y que estan fijos en W. Por tanto,

cada punto de B tiene una posicién fija con respecto a Fyy .

Definicién 2.3

El obstéculo B en W se proyecta en C' sobre la region
CB={qeC/A(q)NB # 0}

CB se denomina obstaculo en el espacio de las configuraciones o “C-

obstéculo”.

Esta es la definicion propuesta por Lozano-Pérez [Loz83] y es admitida de
forma unénime en la bibliografia. En concreto, significa que si ¢ € CB entonces
A(g) intersecta con B. Por tanto, un C-obstaculo representa el conjunto de
configuraciones de A que producen colision con B. Los C-obstaculos son las
restricciones en el movimiento del robot debidas a la presencia de obstéiculos en

el espacio de trabajo.
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Definicion 2.4
El conjunto

Cfree = {q S C/A(q) N B = @}

se denomina espacio libre. Una configuracién en Cgpee s€ denomina una

configuracion libre de colisiones.

2.1.3 Ejemplos

A continuacion se ilustrardn con ejemplos sencillos las nociones y definiciones
establecidas previamente, es decir, el C-espacio y el C-obstaculo. En concreto,
se explicaran tres ejemplos de robots moéviles sobre el plano, con tres formas geo-
métricas diferentes. El espacio de trabajo se considerara ocupado por un tnico
obstéculo para asi poder mostrar claramente la proyecciéon de cada obstéculo en
el espacio de trabajo al C-espacio.

- Sea A un robot con forma de disco que se mueve libremente en W = R2.
En este caso, no es posible diferenciar entre dos configuraciones que solamente
se diferencian en una rotacion alrededor del centro del disco. O expresado de
otra forma, el espacio ocupado por el robot en W es el mismo en ambas confi-
guraciones. Por lo tanto, tomando el centro del sistema de referencia asociado
al robot (O4) en el centro del disco, el espacio de las configuraciones se puede
expresar por el espacio R2. Por lo que una configuracion vendra dada por la

posicion de O 4 respecto a un sistema de referencia Fyy fijo en W.

Figura 2.2: C-obstaculo para un disco movil y un obstaculo poligonal

Sea ahora B un obstaculo poligonal como se muestra en la figura 2.2. Todas

aquellas configuraciones pertenecientes al C-obstaculo CB debidas al poligono
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B seran aquellas en las que se produzca interseccién entre el robot A y B. De
tal forma que el limite de CB es la curva seguida por el punto O 4 cuando A da
vueltas sobre el contorno de B. De tal forma que el C-obstidculo CB se puede
obtener aumentando CB de forma isotropica con el radio de A.

- Sea A un poligono convexo, en concreto un tridngulo rectangulo (figura
2.3), que se mueve con una orientacion fija (no puede rotar) en W = R2. Al
moverse con una orientacion fija, cualquier sistema de referencia fijo a él siempre
tendra la misma orientacién, por lo que solamente es necesario determinar la
posicién de su origen O 4 respecto al sistema fijo en el espacio de trabajo. Por
lo tanto, como O4 es un punto de R? el conjunto de todas las posiciones que
puede tomar es C = R2. Por otro lado, seglin se comentd, el espacio de las
configuraciones es independiente de la eleccion de los sistemas de referencia, por
lo que podemos situar el origen O 4 en cualquier punto de A. En este caso se
ha elegido uno de los vértices del tridangulo. Aunque el C-espacio es indepen-
diente de la eleccion realizada, no sucede lo mismo con la representaciéon de los
obstaculos en él. Es decir, la eleccion del sistema de referencia F'4 determina la

proyeccién de los obstaculos en el C-espacio.

:

Figura 2.3: C-obstaculo para un triangulo movil con orientacion fija y un

obstéaculo poligonal

En el espacio de trabajo se encuentra un obstaculo B poligonal convexo, un
rectangulo. De forma similar al ejemplo anterior, la frontera del C-obstaculo

coincide con el recorrido que realiza el punto O 4 cuando el robot A se mueve
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en contacto con el contorno del obstaculo B, sin que los interiores de A y B
se solapen. Asi, en la figura 2.3 se muestran los C-obstaculos en R? obtenidos
para dos orientaciones fijas de A distintas.

- Sea A un poligono convexo (figura 2.4) que se puede trasladar y rotar en
W = R?. Con la misma elecciéon de F4 que la efectuada en el caso previo, una
configuracion estaria dada por la posicion (x,y) y la orientacién 6 de F4 con
respecto Fy. Por tanto, C seria un espacio de dimensién 3. La representacion de
C vendria dada parametrizando cada configuracion ¢ por (z,y,0) € R? x [0, 27].

Sea B un obstaculo poligonal convexo en el espacio de trabajo W. Para
determinar el C-obstaculo se puede considerar el conjunto de planos paralelos,
perpendiculares al eje 8. En cada uno de estos planos 6 = constante, puesto
que la orientacion permanece fija, la representacion del C-obstéculo es similar
a la del ejemplo anterior. Asi, en la figura 2.4 se muestra el C-obstaculo CB

como el conjunto de C-obstaculos para cada orientaciéon del robot.

Figura 2.4: C-obstaculo para un triangulo mévil con orientacion variable y

un obstaculo poligonal

2.2 Robot articulado

Una vez sentadas las bases para un objeto rigido mévil vamos a explicar su

generalizacion y aplicacion sobre robots articulados.

2.2.1 Espacio de las configuraciones

Las definiciones presentadas previamente se pueden extender para robots for-
mados por varios objetos rigidos, que se mueven, conectados por articulaciones

mecanicas que imponen unas restricciones a su movimiento relativo. Un ejemplo
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tipico es un brazo manipulador, que consta de una secuencia de objetos rigidos
conectados en una cadena mediante articulaciones.

Sea A un robot articulado formado por p objetos rigidos o elementos Ay, - -,
A, que se mueven. Dos objetos A; y Aj cualesquiera podrian estar conectados
por una articulaciéon. Se supondri, para simplificar, que la articulacion es de
revolucién o prismatica. Existen otros tipos de articulaciones, aunque éstas
dos son las més tipicas. Una articulacién de revolucién restringe el movimiento
relativo de A; y Aj a una rotaciéon alrededor de un eje fijo con respecto a
ambos elementos. Una articulacién prismaética es una conexién que limita el
movimiento relativo a una traslacién a lo largo de un eje fijo con respecto a
ambos objetos.

Sea F4, el sistema de referencia unido a A;, ¢ € [1,p]. Por la Definicion 2.1
en la pagina 25, la configuraciéon de A es una especificacion de la posicién y la
orientacion de cada sistema de referencia Fy,, i € [1, p], con respecto a Fy,. Si
los distintos objetos pudieran moverse de forma independiente en W = R™ el

espacio de las configuraciones de A seria

C'=(R" x SO(N)) x --- x (R™ x SO(N))

P

donde SO(N) es el Grupo Ortogonal Especial de matrices N x N con columnas y
filas ortonormales y determinante +1. Sin embargo, las distintas articulaciones
imponen restricciones en las configuraciones posibles de C’. Estas restricciones
seleccionan un subespacio C' de C’ de dimensién méas pequena, que es el espacio
de las configuraciones de A.

De este modo considerando un manipulador formado por p elementos tal que
Aj; se encuentra unido a Aj, siendo j > %, se puede definir una configuracién de
Aj respecto a A; especificando la posicién y la orientacion de Fs, con respecto a
F4,. Se supone, inicialmente, que no existen topes mecanicos en las articulacio-
nes. Se denota con C’](.i) al C-espacio de Aj respecto a A;. Si dos objetos estan
conectados por una articulacién de revolucién se tiene que C;i) = S', donde
S denota al circulo unidad en R2. Si los dos elementos estan unidos por una
articulacién prismatica entonces se tiene que CJ@ = R. Por tanto, el espacio de
las configuraciones de un robot articulado A formado por p elementos rigidos

conectados por p; articulaciones de revolucion y ps prismaticas (p = p1 + p2)
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€8s:

C=8"%x-xS'xRx---xR

p1 P2

Un problema préctico que se presenta es que la dimensién del espacio de las

configuraciones aumenta con el nimero de articulaciones.

2.2.2 Obstaculos en el C-espacio

Existen dos tipos de C-obstéculos para un robot articulado:

1. Los correspondientes a la colision de un elemento A; con los obstéiculos

en su espacio de trabajo.
2. Los originados por la colisién entre dos elementos, A; y Aj, del robot.

En [Lat91] se proponen las siguientes definiciones para estas dos clases de C-

obstéaculos:

Definicién 2.5
El C-obstéculo debido a la interaccién de un elemento A; con un obs-

taculo Bj se denota por CBj; y se define por

CBIJ :{q:(QI77QZ7aQP) ec/Al(q177Q1)mBJ 750}

Definicién 2.6
El C-obstaculo debido a la interaccién del elemento A; con el elemento

Aj, siendo i < j, se denota por CAj; y se define por

CAij: {q:(qla"'7Qi7"',q_j,"'7q1;)EOtCLl que

Ai(q, - @) NV A5(q1, -, q5) #0}

2.2.3 Ejemplo

- Sea el manipulador planar con dos articulaciones de revolucién de la figura
2.5 (a) cuyos elementos son segmentos de linea. Se eligen como sistemas de

referencia Fyy en W, Fa4, unido a Ay y Fa, unido a Aa.
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Su espacio de las configuraciones seria S* x S*, por tanto un toro en el espacio
euclideo de 3 dimensiones. Una carta en esta variedad se puede definir asociando
un angulo en (0,27) con cada una de las dos articulaciones. La figura 2.5(b)
muestra estos dos dngulos 61 y 6. El toro esta conectado de forma multiple y
se pueden necesitar varias cartas para formar un atlas. Sin embargo, en muchos
casos, es adecuado considerar una tnica carta y permitir que los dngulos 67 y
2 varien en [0, 27), con aritmética modulo 27r. Esta simplificacion corresponde

con representar el toro por un cuadrado [0, 27] x [0, 27] (figura 2.5(c)).

2n

(@ (b) (©)

Figura 2.5: Manipulador planar de revolucion y su C-espacio

Sea ahora B un conjunto de obstaculos puntuales en el espacio del robot
W = R2. Los C-obstéculos que se obtienen debidos a los obstaculos puntuales
(figura 2.6(a)) situados en el espacio de trabajo aparecen en la figura 2.6(b). Un
obstaculo puntual en W se transforma en una curva en C, que representa todas

las posibles colisiones del obstéaculo con la longitud completa del robot.

2.3 Meétodos para el calculo de los C-obstaculos

Una vez que ya se han definido los conceptos de espacio de las configuraciones
y de C-obstaculo asociados tanto a robots méviles como articulados se esta en
disposicion de analizar los métodos que han sido utilizados por diferentes autores
para generacion de los C-obstéculos. Asi, en esta secciéon se hard una revision
detallada de los procedimientos utilizados para la evaluacién del espacio de las
configuraciones para robots madviles.

Mediante esta revision se pretende proporcionar una vision amplia de los
diferentes métodos existentes para la evaluacion de los C-obstéaculos, con sus

particularidades e inconvenientes, de tal modo que se puede encuadrar correcta-
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mente la propuesta que se realiza en esta tesis doctoral y, asi, poner de manifiesto
las principales aportaciones introducidas. Segun este planteamiento, el estudio
no se centrard en los robots articulados, pues como se indicé en los objetivos,
este trabajo esta enfocado solamente en robots méviles.

Segun se describi6 en la introduccién, los métodos existentes para la evalua-
cion de los C-obstéculos se pueden clasificar en dos grupos: los que pertenecen
al primero utilizan una representaciéon de los obstéculos y el robot basada en
modelos algebraicos; en el segundo se plantea la evaluaciéon de forma discreta
de los C-obstaculos, partiendo de representaciones discretas tanto del espacio

de trabajo como del robot.

2.3.1 Meétodos algebraicos

El uso de modelos algebraicos para representar tanto el robot como los obs-
taculos tienen como principal ventaja que los objetos se pueden describir por
un numero pequeno de parametros y, ademas, incluyen un caso particular muy
interesante, como es la representacién mediante poligonos o poliedros.

En [Lat91] se presenta una recopilacion de los principales trabajos que abor-

dan este problema con la construccion de dos representaciones diferentes de los
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C-obstaculos, denominadas, respectivamente, representacion de un C-obstdculo
con C-restricciones y representacion limite de un C-obstdculo. En el anélisis se
muestra cémo en ambas la complejidad computacional depende de la geometria
de los objetos, en concreto, del nimero de vértices. Ademas, los algoritmos pro-
puestos para las dos representaciones inicialmente tienen como limitacion que
tanto el robot como los obstaculos sean convexos. Posteriormente, se considera
que los objetos no convexos se pueden descomponer en una unién de convexos,
lo que supone una carga computacional adicional.

Para proporcionar una visiéon general de ellos se van a presentar las dos pers-
pectivas para abordar el problema en el caso sencillo que considera tinicamente
un espacio de trabajo con objetos modelados mediante regiones poligonales, en
donde el robot también tiene forma poligonal y puede moverse libremente en el
plano. Ambos puntos de vista parten de una serie de conceptos comunes que se
comentaran a continuacién, para pasar posteriormente a analizar las particula-

ridades de cada uno de ellos.

2.3.1.1 Conceptos comunes

Sean A (robot) y B (obstéculo) dos objetos poligonales. Se han de construir las
ecuaciones que definen las superficies que limitan al correspondiente C-obstaculo
CB. Estas superficies provienen de dos tipos de contactos ([Loz83] [Don84])
entre A y B:

1. contacto tipo A, cuando un lado de A contiene un vértice de B
2. contacto tipo B, cuando un vértice de A esta contenido en un lado de B

Si la zona de contacto A (g)NB contiene un vértice de A y uno de B, entonces
el tipo de contacto es A y B.

La suposiciéon de que los interiores de A y B no intersecten implica que el
contacto tipo A solamente es posible para un conjunto de configuraciones de
A. Este conjunto estd determinado por dos expresiones, con cuya conjunciéon
se define la denominada condicién de aplicabilidad del contacto tipo A entre
el lado 7 de A y el vértice ¢ de B, denotada por APPL;%(q). Esta condicién
establece la posibilidad de que se produzca un contacto tipo A, para lo que el

lado j de A se debe encontrar en un posicién adecuada respecto al vértice i de
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B. Si A se desplaza de forma que se mantenga el contacto tipo A, entonces
la configuracion del robot se mueve a lo largo de una superficie del C-espacio,
denominada C-superficie de tipo A, cuya ecuacién es f;%(q) = 0. Esta superficie
divide C' en dos semiespacios. El C-obsticulo CB se encuentra completamente
dentro del semiespacio determinado por fl‘Aj‘(q) <0.

De la misma forma, un contacto tipo B sélo se produce para un subintervalo
de orientaciones de A determinado por dos condiciones. La conjuncién de estas
dos condiciones define la condicion de aplicabilidad del contacto tipo B entre
el vértice 7 de A y el lado j de B, denotada por APPLR(q). Cuando A se
mueve manteniendo el contacto tipo B, la configuracién del robot se mueve en
una superficie, denominada C-superficie de tipo B, cuya ecuacion es fZ]? (¢) =0.
El C-obstaculo CB se encuentra completamente dentro del semiespacio deter-

minado por fZEj;(q) <0.

2.3.1.2 Representacion del C-obstaculo con C-restricciones

Esta representacion fue propuesta en [Loz83] [Don84|, y utiliza las condiciones
de aplicabilidad para definir C-restricciones® de tipo A o de tipo B dependiendo
del tipo de la condicién de aplicabilidad.

Definicién 2.7
La expresion

APPLA (9) = [fA(g) < 0]

se denomina una C-restricciéon de tipo A y se denota por CONST;% (Q).

Definicién 2.8
La expresion

APPLB (g) = [fB(¢) <]

se denomina una C-restriccién de tipo B y se denota por CONSTg(q).

En esta representacion se describe un C-obsticulo CB mediante un predica-

do CB(g). CB(q) se construye como la conjuncion de todas las C-restricciones

LC-constraints
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de tipo A y B generadas por los lados y vértices de A y B. En [Loz83] y [Don84]

se demuestra el siguiente teoremas:

Teorema 2.1

Sean A y B dos poligonos convexos. El C-obstdaculo
CB ={qc C/A(q)NB # 0}

es tal que

q € CB <= CB(q)

con
cB(q) = | \ (€ONST)A () | \ | )\ (cONST)B ()
4,J (%]

Utilizando el predicado CB se puede calcular si una configuracion ¢ se en-
cuentra o no en CB, evaluando individualmente cada C-restriccion hasta que
una de ellas evaltie a falso (entonces ¢ ¢ CB) o todas evalien a verdadero
(entonces ¢ € CB). El namero de C-restricciones en CB(q) es 2nanp.

Si A y B son poligonos no convexos, se pueden representar como uniones fi-
nitas de poligonos convexos. Con esto, el predicado CB(q) se puede poner como
la disyuncién de los predicados asociados a cada una de las combinaciones posi-
bles de los distintos poligonos convexos en los que se descomponen A y B. Esto
supone la evaluaciéon de un nimero mayor de predicados, ademas de introducir
una carga computacional adicional asociada al algoritmo de descomposicién de
poligonos no convexos en una uniéon de convexos.

Cuando esta formulacién general se particulariza para una determinada pa-
rametrizacion del C-espacio, que es diferente para cada tipo de robot, las expre-
siones para la evaluacion del predicado CB(g) son de elevada complejidad aun
en casos sencillos. En [BL83] se propone una expresion parametrizada de las
C-restricciones para el caso de un robot que se mueve y gira libremente en un

plano.

2.3.1.3 Representacion del limite del C-obstaculo

En el apartado anterior se representaba un C-obsticulo mediante un predica-
do CB. Este predicado es conceptualmente simple, pero no proporciona una

representacion explicita del limite de un C-obstdculo CB como una lista de
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caras, lados y vértices, con sus ecuaciones y su relacién topologica de adyacen-
cia. Solamente permite obtener una serie de condiciones para conocer si una
configuracion determinada forma o no parte de los C-obstaculos.

A continuacién, se presenta un método para construir una representaciéon
del limite de CB cuando el robot solamente se traslada. Después, se describira
un método mas general que se aplica cuando el robot se traslada y rota.

- Caso de traslacién

Inicialmente se supone que A y B son convexos y que A se traslada con una
orientacion fija 6y. Se puede demostrar facilmente que los vértices de CBy, se

obtienen de la forma siguiente:

1. Si se cumple la condicion de aplicabilidad de un contacto tipo A

(APPL);%(@O), entonces los puntos
bj - ai(O, 0, 90) y bj — a,i+1(0, 0, 00) (2.1)

son vértices de CBy,, donde b; y a; son, respectivamente, los vértices B

y A.

2. Si se cumple la condiciéon de aplicabilidad de un contacto tipo B

(APPL)%(@O), entonces los puntos
bj - ai(O, 0, 00) y bj+1 - 0,1'(0, O, 00) (22)
son vértices de CBy,.

Las diferencias entre los métodos que calculan el limite del C-obstaculo apa-
recen en el momento de determinar cuando se cumplen las condiciones de apli-
cabilidad. En [Loz83] se propone un algoritmo en el que para establecer cuando
se cumplen ambas condiciones de aplicabilidad se utilizan vectores normales a
los lados de A y B. Teniendo en cuenta las relaciones entre ellos se pueden
determinar criterios para la aplicabilidad. El algoritmo asi planteado determina
que se puede encontrar el limite completo de CBy, en un tiempo O(n4 + np),
que es suficientemente 6éptimo.

Otra posibilidad la plantea también Lozano Pérez ([Loz83]) con un algoritmo
menos eficiente que el anterior. El planteamiento consiste en evaluar la diferencia

de todos los vértices de B con todos los de A sin tener en cuenta la condicién de
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aplicabilidad. Posteriormente se calcula el poligono méas pequenio que encierra
todos los vértices evaluados anteriormente mediante la envolvente convexa. De

esta forma quedaria que
CBy, = conv(vert(B) & vert(A(0,0,6))))

donde vert(P) denota el conjunto de vértices de un poligono P,y conv(S) denota
la envolvente convexa de un conjunto de puntos S. El tiempo de ejecuciéon de
este algoritmo es O(nanpglog(nang).

Si A y B son poligonos no convexos, se pueden descomponer en poligonos
convexos y calcular el C-obstaculo para cada par de poligonos. De la unién de
todos estos C-obstaculos se obtiene CBy,, que es un poligono. En [Sha87] se
propone un algoritmo que divide A y B en tridngulos y trapecios obteniendo
un tiempo O(n%4n% lognang).

- Caso General

Cuando se supone que A puede trasladarse y girar se puede extender el
método visto anteriormente en el que se obtenia un tiempo de O(na + np).
La extension consiste en considerar secciones de la coordenada de giro (6) en
cuyos extremos se cumple la condicién que algin lado de A esta alineado con
algin lado de B. En toda esa secciéon se cumplen las mismas condiciones de
aplicabilidad y por las ecuaciones 2.1 y 2.2 los lados del C-obstéiculo en esa
seccion vienen dados por una funcién de 6. De esta forma se puede obtener una
representacion explicita del CB en un tiempo O(nang(na + ng)).

Si A o B son no convexos entonces se puede pensar en descomponerlos
en partes convexas, calcular los limites de los C-obstaculos correspondientes y
obtener su intersecciéon. Sin embargo, la interseccion de los limites que estan
formados por caras de tipo A o B no es facil. En lugar de hacer esto, se podria
calcular el limite de la seccién trasversal del C-obsticulo para una orientaciéon
fija de A, y analizar como varia este limite con los cambios de orientacion de A.
Pero, a diferencia con el caso convexo, la seccion trasversal puede experimentar
cambios topologicos significativos en orientaciones distintas a aquéllas donde un
lado de A es paralelo a un lado de B. En [AB88] se presenta un método donde
directamente se construye el limite de CB a partir de A y B. En este calculo

se emplea un tiempo O(n3n% lognang). Esta representacion describe el limite
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del CB como una coleccién de trozos de C-superficies, denominadas caras, y

sus relaciones de adyacencia.

Un método méas general que no diferencia entre poligonos convexos y no
convexos fue propuesto por [Bro89]. Este algoritmo acepta como entrada dos
poligonos, donde uno permanece fijo y el otro puede desplazarse y girar, y calcu-
la una representacion del correspondiente C-obstédculo, incluyendo informaciéon
sobre los contactos. No se construye el C-obstaculo tridimensional de forma
completa, sino que se calculan multiples proyecciones sobre planos. Con ello
el algoritmo genera una estructura de datos que contiene toda la informacién
métrica y topoldgica necesaria para describir el conjunto de configuraciones
coherentes con cada condicion de contacto que puede presentarse. Con este

algoritmo se puede obtener un tiempo de O(n3n%).

2.3.1.4 Consideraciones adicionales

Del mismo modo que los diferentes métodos partian de una base comun, una
vez que se han examinado se puede obtener una serie de consideraciones para

todos ellos.

En todos los algoritmos presentados en esta seccién, una caracteristica im-
portante a destacar es que su tiempo de computacién depende, tanto si se trata
de poligonos convexos o no convexos, del nimero de vértices del robot y de los

obstéaculos.

Una condicién necesaria que se encuentra presente en todos ellos es que es
preciso distinguir unos objetos de otros en espacios de trabajo que cuentan con
varios objetos. También, los vértices y lados de los obstaculos y del robot deben
de estar perfectamente identificados. Esto supone que existe, bien un conoci-
miento del espacio de trabajo modelado mediante ecuaciones algebraicas, o bien
un sistema de vision con suficiente precision como para tener una representacion

exacta del entorno.

De cualquier modo, en general, se suele tender a realizar aproximaciones

tanto del robot como de los obstaculos para poder aplicarlos.
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2.3.2 Métodos discretos

Otros métodos, en vez de buscar una funcién que modele los C-obstéculos por
medio de métodos algebraicos, tienden a buscar una representacién aproximada
por medio de la discretizacion tanto del espacio de trabajo como del robot.

En [NB91] se plantea la creaciéon de un conjunto de formas elementales de
las cuales se pueda calcular facilmente su proyeccion sobre el C-espacio. Estas
formas elementales, generalmente en forma de bitmap, se tratan de identificar en
los obstaculos, de manera que éstos se puedan considerar como una combinacién
de dichas formas elementales. De este modo, la representaciéon del C-obstaculo
se puede obtener como la combinacion de las C-formas correspondientes. Un
procedimiento similar aparece en [LP91] para obtener el bitmap que representa
el C-espacio de un robot con 6 grados de libertad.

Desde el punto de vista del planteamiento discreto, también se propone
[DHS89] el uso de una malla de N x N procesadores para obtener una re-
presentacién del C-espacio en forma de bitmap para robots “rectilineamente”
convexos, obteniéndose tiempos de O(n).

Un enfoque sin duda novedoso es el presentado en [Kav95| donde se plan-
tea el uso del concepto de convolucion (y para su evaluacion el algoritmo de
la FFT?) entre el bitmap que representa un robot y el del espacio de trabajo,
aunque unicamente aplicable a robots moviles. Posteriormente, [Cur98] reali-
z6 una formalizaciéon matematica del problema, que permitié su aplicacion a
manipuladores. Siguiendo en esta linea [The02], a través del concepto de de-
construccién aplicoé estas técnicas a manipuladores redundantes haciendo uso
del célculo paralelo.

Puesto que la convolucion discreta entre el espacio de trabajo es un punto
de vista en el que se fundamenta este trabajo, a continuacién se va realizar una

revision detallada.

2.3.2.1 Evaluacién del C-espacio como una convoluciéon discreta

Este planteamiento trabaja con un espacio de trabajo discreto, de tal modo que

un espacio de trabajo limitado W = [a,b] x [c,d] C R? se representa por una

2Fast Fourier Transform (Transformada Rapida de Fourier)
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matriz de dimensiones N x N, con N lo suficientemente grande para que la
precision sea apropiada. De este modo cada elemento de la matriz representara,

la region del espacio

b_
W(z‘,j):[a+z‘—a,a+(z‘+1) I

N

a d—c . d—c
]X [C"‘]T,C"‘(]"‘l)T}

donde 4,5 € 0,..., N — 1. Si algin obstaculo ocupa parte de la celda W (i, j)
entonces ésta tomara valor 1, y en caso contrario valor 0.

Del mismo modo se puede crear una matriz N x N que representa al robot en
una configuraciéon determinada (z,y,6), obteniéndose la matriz A, , ), donde
los elementos de la matriz que forman parte del robot estan marcados con 1.

Segin se analiz6 en el apartado 2.1.3 el C-espacio para una plataforma mévil
que puede girar libremente es un espacio R?. En concreto una configuracion
viene dada por la tripleta (z,,y;,0,), donde (., y,) son las coordenadas de un
punto fijo del robot, y 8, es la orientacion del robot. Entonces, en este caso, el
C-espacio esta limitado al intervalo [a,b] X [¢,d] x [0,27]. Por lo que se puede
almacenar en una matriz tridimensional N x N x N donde

d—c
N

X[ (k1))

b—a b—

Cliv g k) = laiT a+ (i+1)

U x et et ()

Para evaluar si un determinado elemento de la matriz C, C(z,y,0), que
representa el C-espacio, pertenece a un C-obstaculo es necesario considerar la
matriz que representa al robot en dicha configuracion A, , ¢y. De este modo, si
se comprueba que alguno de los pixels ocupados por el robot coincide con algtin
pixel ocupado en el espacio de trabajo entonces el pixel C(z,y, ) pertenece a
un C-obstéiculo puesto que el robot intersecta con un obstéaculo.

Para evaluar si existe dicho solapamiento entre el robot y los obstaculos se
puede realizar mediante la suma del producto pixel a pixel de las dos matrices,
la que representa al robot A, , ¢) y la que representa al espacio de trabajo.

N-1

C(x,y,&) = Z W(Zvj)A(:c,yﬂ)(Z7j)

i,j=0
Puesto que ambas toman tnicamente valores 1 6 0, si el resultado es 0 no
existe solapamiento y, por lo tanto, C'(z,y,0) es una configuracion libre. En
cualquier otro caso se trata de un pixel perteneciente a un C-obstéaculo.
Por otro lado, al tratarse el robot de un objeto rigido, cuando éste se traslada

sin girar, todos sus puntos se trasladan solidariamente con él. Transportandolo
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a la matriz que representa al robot A, , ¢), la traslacién del robot implica la
traslacién de cada uno de los pixels que lo representan en la matriz. De esta
forma se tiene que
Ay, (1,7) = Aw—ay—y.0) (i — 2,5 —y) = A,0,0) (i —2,j — )
o lo que es lo mismo, tinicamente son necesarias las matrices del robot en la
coordenada de referencia con las orientaciones a considerar. Asi, el sumatorio
anterior se puede poner de la forma
Clx,y,0) = Wi, j) A0 (i — 2,5 —y)
i,J

Si se considera la matriz simétrica (Aj) a la matriz que representa el robot
de modo que Aj(7,5) = A(o,0,0)(—1%, —j) la expresion anterior se puede ver como
una convolucién de matrices

Clx,y,0) = > Wi, j)Ay(x — i,y — j) = (W ® Ap)(x,y)
2%
donde ® representa el producto de convolucién de matrices.

Puesto que para evaluar cada configuracién es necesario realizar un suma-
torio en dos indices que tienen N valores cada uno, el tiempo necesario para
evaluar una configuraciéon serd O(N?). Si se considera una orientacién fija es
necesario evaluar N x NV posiciones del robot, por lo que para cada orientacién se
requiere un tiempo O(N?). Si ahora se incluyen los N posibles giros, el tiempo
que lleva la evaluacion del C-espacio es O(N?).

Si se tiene en cuenta el Teorema de Convolucion, la operacién puede reali-

zarse como la multiplicacién de dos matrices elemento a elemento.

Teorema 2.2 (Teorema de Convolucién)

Si dos funciones f y g definidas en R son integrables entonces

F(f@g(x)) =F(f(x)) x F(g(x))
donde & representa la Transformada de Fourier, y X el producto normal de

funciones.

Por tratarse en este caso de funciones discretas en dos dimensiones la expre-
sién del Teorema de Convolucién se puede expresar en términos de la Transfor-

mada de Fourier Discreta (DFT)

DFT(f ® g(z,y)) = DFT(f(z,y)) x DFT(g(z,y))
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donde ahora x denota el producto elemento a elemento de las matrices.
De este modo la expresion para evaluar una configuracion del C-espacio

queda de la forma
C(2,y,0) = DFT~* (DFT(W) x DFT(A})) (x,y)

Es importante destacar, que realizando la convolucién de esta forma se ob-
tiene la evaluacién del C-espacio en todas las configuraciones con orientacién
constante con una tnica operacion, sin necesidad de tener que realizarla para
cada una de ellas.

Si para realizar la DFT se utiliza el algoritmo de la FFT, para evaluar una
transformada en dos dimensiones se requiere un tiempo O(N?logN). El tiempo
de la FFT es el que impone el tiempo necesario para la evaluacion del C-espacio,
puesto que se realizan 3 transformadas de Fourier y una tnica multiplicacién de
matrices elemento a elemento (requiere un tiempo O(N?)). De este modo, para
evaluar el C-espacio del robot con orientacién constante se requiere un tiempo
O(N?logN). Cuando ademés se consideran N posibles orientaciones, se debe
repetir la operacion para la matriz que representa el robot en cada orientacion,
por lo que se requiere un tiempo O(N3logN).

El mismo planteamiento se puede realizar cuando se consideran robots mo-
viéndose por el espacio tridimensional. En este caso se utilizaria la Transformada
de Fourier en tres dimensiones para realizar la convolucion en cada orientacion
del robot. De este modo, si se considera que el robot mantiene una orientacién
constante se requerirfa un tiempo de célculo O(N3logN). Cuando se consideren
variaciones en la orientaciéon respecto algtun eje el tiempo se multiplicard por N
puesto que se debe realizar una convolucién por cada orientacion.

Una diferencia fundamental que aparece con respecto de los métodos alge-
braicos, es que ahora el tiempo de calculo inicamente depende de la resoluciéon
empleada para la representacion, y no depende en absoluto de la forma de los
obstaculos o del robot.

Posteriormente, Curto ([Cur98]) estableci6 un formalismo matematico que
permite la aplicacién de esta idea a manipuladores. Este formalismo se basa
fundamentalmente en la eleccion de sistemas de coordenadas correspondien-

tes al espacio de trabajo, de tal modo que se puedan establecer relaciones de
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convolucién entre las coordenadas espaciales y los grados de libertad del mani-
pulador. Sin embargo, cuando se aplica a manipuladores redundantes presenta
problemas respecto al tiempo de calculo y al consumo de memoria, pues a lo
sumo se establece la convolucién de tres grados de libertad (espacio de trabajo
tridimensional).

Recientemente, Theron ([The02]) utiliza los planteamientos anteriores para
su aplicacion paralela sobre manipuladores. En este caso, aprovecha las carac-
teristicas cineméticas del manipulador para realizar una “deconstruccion” del
espacio de trabajo, de modo que es posible la aplicacién de la convoluciéon a to-
dos los grados de libertad. De esa forma se reduce el tiempo de calculo aunque

se requieren grandes capacidades de almacenamiento.



Estructuras de Datos Espaciales,

Quadtrees y Octrees

Existen numerosas estructuras de datos jerarquicas usadas para la representa-
cion de datos espaciales (k-d trees, quadtrees, BSP trees) [Sam90]. Sin duda,
una de las més utilizadas cuando se representan datos en dos dimensiones es el
quadtree, aunque existen distintas adaptaciones de éste dependiendo del tipo
de dato que se represente. Su desarrollo surge por la motivacién de reducir
las necesidades de almacenamiento mediante la agrupaciéon de datos con valores
idénticos o similares. Los algoritmos que utilizan este tipo de estructuras suelen
conseguir, ademas de la reduccion del espacio de almacenamiento, mejoras en
los tiempos de ejecucién debidas a dicha agrupacién de los datos. La principal
caracteristica que diferencia a los quadtrees del resto de estructuras jerarquicas

radica en la agrupacion regular de los datos. Cuando los datos aparecen en espa-

45
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cios tridimensionales la extension del quadtree para incluir la tercera dimension

se denomina octree.

En este capitulo solamente se hara una revisién del uso de los quadtrees para
la representacion de regiones, en cuyo caso se denomina region quadtree. Esto se
debe a que en este trabajo inicamente es necesaria la representacion de regiones,
ya sea para representar obstaculos en el espacio de trabajo, el robot o los C-
obstaculos. Por lo tanto, a partir de este momento, con el término quadtree se

sobreentendera que se hace referencia a una region quadtree.

3.1 Definiciones basicas

Comenzaremos realizando unas definiciones iniciales referentes a datos bidimen-
sionales. En primer lugar, consideraremos una representacién discreta de un
espacio bidimensional (imagen) mediante una matriz de elementos de informa-
cion que describen puntos en la imagen (pizel). Si tnicamente se consideran
imégenes binarias los pixels solamente pueden tomar dos posibles valores, blan-
co (0) o negro (1). En todas aquellas aplicaciones que requieran pixels externos
a la imagen (p.e. la convolucion), por lo que no estan definidos, se entiende
que estos son blancos. Denominaremos como “borde de la imagen” a la frontera

exterior de la matriz que representa a la imagen.

Una vez sentadas estas bases, se pueden establecer las siguientes definiciones

sobre vecindad y conectividad de los pixels de una imagen.

Definiciéon 3.1
Dos pixels se dice que son 4-vecinos si lo son en la direccién horizontal
o vertical. Si ademas se considera la posibilidad de adyacencia por las

esquinas, se dice que son 8-vecinos.

A partir de la condicion de vecindad se puede definir también cuiando un

conjunto de pixels es conexo.
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Definicion 3.2

Un conjunto de pixels S se dice que es 4-conexo (8-conexo) si para
dos pixles cualesquiera p,q € S existe una secuencia de pixels {p =
P0sP1s---,Pn = qF €S, tal que p; 41 es 4-vecino (8-vecino) de p;, 0 <

1 < n.

3.2 Vision general de los quadtrees y octrees

Un amplio conjunto de estructuras jerarquicas de datos estan basadas en el prin-
cipio de descomposicion recursiva del espacio que deben representar. Con estas
estructuras se intenta reducir la necesidad de recursos para su almacenamiento
debido a monotonias en la imagen. Se pueden caracterizar por los siguientes

criterios:

1. El tipo de dato que representan
2. El proceso para realizar la descomposicién

3. La resolucién es variable o no

En lo que respecta al tipo de datos, se pueden utilizar para representar pun-
tos, areas, curvas, superficies y volamenes. Se puede realizar la descomposicion
mediante fragmentos iguales en cada nivel, o bien que el tamano y forma de
éstos dependan de las caracteristicas de la zona que representan. En cuanto a
la resolucién (el nimero de veces que el proceso de descomposicion es aplicado)
puede ser un valor predeterminado o puede depender del conjunto de datos que
se esta representando.

El quadtree es un tipo de este conjunto de estructuras. Como se comentd
anteriormente solamente se haré referencia al quadtree para la representacion de
regiones bidimensionales, region quadtree. El quadtree esta basado en la subdi-
visién sucesiva de una imagen en 4 cuadrantes de las mismas dimensiones hasta
encontrar regiones homogéneas. Si la matriz que representa la zona ocupada por
uno de los cuadrantes no esta constituida en su totalidad por 1s 6 Os, entonces
se subdivide a su vez en subcuadrantes, hasta que se obtiene que cada uno de

los bloques esta formado completamente por 1s 6 0s.
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Figura 3.1: (a) Ejemplo de una region, (b) representaci6on mediante una
matriz binaria, (¢) subdivision de la imagen en cuadrantes, (d) el correspon-
diente quadtree, donde se representan como O los nodos con descendencia

y con [ los nodos hoja

En la figura 3.1 se muestra un ejemplo del uso delquadtreee para la represen-
tacion de regiones. Considerando la region de la figura 3.1(a), se puede hacer la
representacion mediante una matriz binaria 22 x 22, como se refleja en la figura
3.1(b), donde los 1s representan la region y los 0s la zona exterior. Si se realiza
una division en cuadrantes, el resultado es el mostrado en la figura 3.1(c). Por
ultimo, este proceso se puede representar en forma de arbol, figura 3.1(d), de
grado 4 (cada nodo del arbol tiene cuatro hijos).

En la representacion en forma de arbol, el nodo raiz representa el espacio
completa. Cada uno de los hijos de un nodo representa un cuadrante del area
representada por ese nodo, donde los hijos se han ordenado de la siguiente forma
NO, NE, SO y SE'. Las hojas del arbol se corresponden con aquellos nodos que
no necesitan una subdivisién posterior, es decir, la regién que representan en
la matriz est4 completamente evaluada por 1s 6 0s. Asi, una hoja se considera
ocupada si los pixels de la matriz toman valor 1, y vacia si el valor es 0. Por lo

tanto, una hoja forma parte de la region o de la zona libre dependiendo de si la

T Al dividirse cada hijo en cuadrantes se pueden nombrar mediante la posicion del cuadrante
que ocupen. Asi, el nodo NO es el situado en la posicién noroeste, el NE el de la posicién

noreste, y asi sucesivamente
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hoja estd ocupada o vacia. En la figura de ejemplo, se muestran los nodos hoja
nombrados mediante ntimeros, y los que no son hojas con letras.

Asi, en una imagen representada por una matriz 2" x 2", el nodo raiz del
arbol se dice que esta en el nivel 0, aumentando el nivel segin se profundiza en
el arbol. De esta forma los nodos a mayor nivel de profundidad aparecen en el

nivel n, y son aquellos que se representan como un tnico pixel en la matriz.

B

Nl

—

=3
N

1 23 4 1314 15

5 6 78 9101112

(a) (b) (©)

Figura 3.2: (a) Ejemplo de un objeto 3D, (b) subdivisién del objeto en

octantes, (c) el correspondiente arbol

Estos quadtrees para representar regiones son facilmente generalizables para
representar volimenes en un espacio tridimensional. La estructura de datos que
se obtiene se denomina region octree, aunque normalmente se suele referir a ellos
simplemente como octree. Al igual que con los quadtrees, se puede comenzar con
una representacion del entorno mediante una matriz binaria tridimensional de
tamano 2" x 2™ x 2", donde cada uno de los elementos de la matriz se denomina
vozel. Para la construccion del octree se realiza un subdivisiéon sucesiva de la
matriz en forma de octantes. La subdivision se realiza hasta que se obtenga un
nodo que represente una regiéon completamente libre u ocupada.

Este procedimiento de subdivisién en octantes se representa mediante un
arbol de grado 8, en el que el nodo raiz representa todo el espacio y las hojas
se corresponden con partes completamente ocupadas por el objeto, o libres. En
la figura 3.2(a) se muestra un objeto tridimensional, cuya descomposicion se ve
representada en la figura 3.2(b). El arbol resultante aparece en la figura 3.2(c).

Los quadtrees también pueden ser vistos como un elemento del conjunto de
representaciones que consisten en una colecciéon de bloques maximos (conexos),

cada uno de ellos representando una determinada regién y cuya unién forma
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la imagen completa. Un ejemplo sencillo de este tipo de representaciones es la
codificacion? por longitud de secuencia (codificacion runlength), en la cual los

bloques se restringen a rectangulos del tipo 1 x m pixels.

Figura 3.3: Codificacion runlength del ejemplo de la figura 3.1

En estas representaciones como bloques méximos también estan incluidas
representaciones en las que los bloques pueden superponerse, como es la trans-
formacion axial media (Medial Azis Transformation, MAT). En este caso es

necesario especificar la posiciéon y el tamafio de cada uno de los bloques.

Cuando se ven los quadirees como un caso particular de la representacion en
bloques maximos, los bloques en los que se descompone la imagen son disjuntos.
Ademas, puesto que se fundamentan en la subdivision regular de la imagen, los
bloques son de un tamaifio predefinido (potencias de 2) y las posiciones donde se
encuentran situados también son fijas. Otra particularidad es que los bloques del
quadtree no tienen por qué corresponderse con regiones maximas homogéneas,

es decir, existen uniones de bloques que forman regiones homogéneas.

Si se fusionan todos los bloques del quadtree adyacentes (o uniones de blo-
ques), mientras la regiéon obtenida permanezca homogénea, se pueden obtener
las regiones conexas maximas homogéneas que forman la imagen y que no se
superponen. La particién asi obtenida dejara de ser representada por un quad-
tree pero se puede entender como una segmentacion de la imagen. Por lo tanto,

el quadtree puede ser utilizado como un paso previo para la segmentacion.

2Recibe el nombre de codificacién puesto que se utiliza como codificaciéon en la compresién

de imagenes
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3.3 Estructuras de datos para almacenamiento

de los quadtrees

Por tratarse el quadtree de una estructura en la que los elementos en vez de ser
pixels se corresponden con bloques de éstos, surgen diferentes posibilidades de
representacién: en forma de &rbol, como un conjunto de nodos hoja, o como una
cadena que representa las ramificaciones del arbol mediante un orden predefinido

(recorrido del arbol - tree traversals).

3.3.1 Arboles

El uso de una estructura en forma de arbol es la manera mas comdn para
llevar a cabo la representacién interna del quadtree. Tanto es asi que, de forma
natural, en los ejemplos anteriores se ha utilizado implicitamente esta estructura.
Los quadtrees asi representados se denominan “quadtrees explicitos”, ya que se
especifica todo el proceso de subdivision de la imagen. A continuacién se va
a describir la forma de almacenar esta estructura cuando se lleva a cabo su
implementacién en un ordenador.

Cada uno de los nodos se representa mediante una estructura de datos que

contiene:
e Un puntero hacia su nodo padre
e Cuatro punteros hacia sus hijos
e Un campo indicando de qué tipo de nodo se trata

El puntero hacia su nodo padre no es necesario, aunque se suele incluir para
facilitar la posibilidad de moverse facilmente por los nodos que forman el arbol.
Asi, para obtener el padre de un nodo p se puede hacer mediante una funcién
PADRE(p).

Los cuatro punteros a los hijos se corresponden con los cuatro cuadrantes
en los que se puede dividir el nodo. De tal manera que, si el nodo se trata
de una hoja esos cuatro punteros estaradn vacios. De forma analoga que con el
puntero al padre, se puede realizar una funcién que determine cada uno de los

cuadrantes, i, de un nodo p, HIJO(p,:). Haciendo uso de estas funciones se
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puede determinar en qué cuadrante se encuentra un nodo relativo a su padre.
Un nodo p estaré situado en el cuadrante ¢ respecto a su padre si y so6lo si se
cumple HIJO(PADRE(p),i) = p. De tal modo que se puede obtener la region
del espacio que ocupa un nodo determinando las posiciones relativas de forma
recursiva hasta llegar al nodo raiz.

El ultimo elemento de la estructura determina el tipo de nodo de que se
trata, es decir, describe el contenido de la region que representa el nodo. Asi,
podra tener los valores ocupado o libre, en el caso de que se trate de una hoja,
o mezcla en el caso de que no sea hoja.

En el caso de que la representacion sea para un octree, la estructura de datos
es analoga con la tnica diferencia que se cambian los cuatro punteros por ocho
para representar los correspondientes octantes.

La desventaja de utilizar una representacion en forma de arbol es la excesiva
cantidad de memoria necesaria para su almacenamiento. Por ejemplo, dado un
quadtree con N nodos hoja, son necesarios (N — 1)/3 nodos que no son hoja.
Ademas, cada uno de estos nodos adicionales necesita espacio para almacenar
los punteros a sus hijos. Una posible variaciéon para reducir estos problemas es
el uso de arboles binarios (de grado 2), alternando la orientacién de la division
en la imagen en los niveles del arbol, es decir, se alternan divisiones verticales y
horizontales. En este caso, los nodos solamente necesitan espacio para punteros a
dos hijos. Ademaés, normalmente se obtiene menor niimero de hojas. Este hecho
se hace més patente cuando aumenta la dimensién del espacio a representar

(p-e. octree).

3.3.2 Conjunto de nodos hoja

La idea bésica para representar el quadtree como un conjunto de nodos hoja
consiste en codificar cada uno de ellos mediante un niimero, denominado cédigo
localizador, que determina la secuencia de ramas del drbol que se deben seguir
desde la raiz para alcanzar dicho nodo. El cédigo localizador esté formado por
una secuencia de digitos, cada uno de los cuales indica la rama que ha de seguirse
en cada uno de los niveles del arbol.

La forma mas habitual de organizar el conjunto de nodos es mediante una

lista ordenada de acuerdo con los valores que tomen los codigos. En otros
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casos, los codigos localizadores también se pueden utilizar en conjuncién con
una estructura de &rbol para agilizar las operaciones de busqueda, y determinar
el area que representa cada nodo del arbol.

Para explicar el proceso para la generacién del codigo localizador se va a
hacer uso de la siguiente notaciéon. En primer lugar se denotara por R al nodo
raiz del arbol, por lo tanto en el nivel 0. El nodo del cual se desea el c6digo
localizador P se encontrard en un nivel m del arbol. Por lo tanto, se puede
determinar una secuencia de nodos < Py, Py,..., P, > por la cual se debe
pasar para alcanzar el nodo P desde R. Por lo tanto en dicha secuencia Py = R,
P,=PyP_,=PADRE(P).

Se numeraran las ramas que salen de cada nodo, NO, NE, SO y SE, con los
digitos 0, 1, 2 y 3 respectivamente. Si se considera el digito C; como la rama
del arbol que se toma para llegar a P; desde P;_1, se puede obtener la secuencia
de m digitos < C1,Cs,...,C,, > a partir de la secuencia de nodos. Por medio
de esa secuencia de digitos se obtendrd un cédigo localizador C' en forma de

nimero entero mediante la siguiente expresion

C=> Cam" 0<C;<3 0<C<4m (3.1)
=1

Para ilustrar esta codificacién consideremos el quadtree del ejemplo de la
figura 3.1(d). Para alcanzar el nodo 4 la secuencia de nodos por la que se debe
pasar es < A, B,C,4 >, por lo que la secuencia de ramificaciones es < 0,0,3 >.
Asi, el codigo localizador que le corresponde es C' = 0 x 42 +0 x 4! +3 x 4% = 3.
Y si se considera el nodo 16, la secuencia de ramificaciones es < 3,0 > y su
codigo localizador es C' =3 x 41 +0 x 4% =12

El proceso de decodificacién consiste en realizar divisiones del cédigo locali-
zador por 4 sucesivas obteniendo el resto, de manera que se vuelvan a obtener
los C;. Por ejemplo, para el codigo localizador 3 obtenido anteriormente en la
primera division por 4 el resto es 3, lo cual indica la dltima rama del arbol a
tomar. Como el resultado de la divisién es 0, los restos de las dos siguientes
divisiones son 0. De esta forma se obtiene que las ramificaciones a seguir son
< 0,0,3 >, que coinciden con las ramificaciones que llevan al nodo 4.

Sin embargo, el cddigo obtenido de este modo requiere que cada nodo, ade-

més de su cédigo localizador, lleve asociado el nivel en el cual se encuentra. Es
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necesario, porque si no en el proceso de decodificacién es imposible determinar
en qué momento se debe parar, puesto que es posible seguir realizando multiples
divisiones de 0 que determinan una rama determinada. Esto se puede ver con el
ejemplo anterior si en el cédigo localizador 3 tnicamente se hacen dos divisiones
por 4, de tal modo que se tiene la secuencia de ramificaciones < 0,3 > que lleva
al nodo 10. O la secuencia < 3 > si inicamente se realiza una divisién, lo cual
lleva al nodo F.

Este problema se puede evitar si se consideran los digitos 1, 2, 3 y 4 para
determinar la rama a seguir (C;). Ademas, es necesario modificar la formula de

la codificaciéon, cambiando el factor 4 por 5, de modo que

C=> Cpm™" 1<C;<4 5" <C<5m (3.2)
=1

Mediante esta nueva codificacién no es necesario incluir el nivel en el que se
encuentra el nodo, puesto que ya se encuentra indirectamente en el codigo. Se
terminara de decodificar en el momento que se obtenga el valor 0.

Considerando esta nueva codificacion, el codigo localizador del nodo 4 seria
C =1x524+1x5"4+4x5% = 34. Al realizar la decodificacion, el resto de dividir
34 entre 5 es 4, lo que indica la primera rama. El resultado de la division, 6, se
debe dividir de nuevo, cuyo resto es 1. Al dividir el nuevo resultado 1, da un
resto 1 y el resultado de la divisién 0, por lo que se termina la decodificacion.

Los cédigos basados en ente tipo de operaciones se denominan cédigos loca-
lizadores VL (Variable Length). El uso del codigo localizador para representar
los nodos presenta ventajas en cuanto a la necesidad de memoria para su alma-
cenamiento si se compara con la estructura de arbol. Se puede optimizar atn
mas si se representan unicamente aquellos nodos caracterizados como ocupados
y no los que son libres. Una representacion del quadtree utilizando estos c6digos
se denomina quadtree lineal VL.

Ademés de este tipo de codigos existen otros que presentan ciertas caracteris-
ticas adicionales, como por ejemplo los codigos localizadores FL (Fized Length)
[Gar82][AJ83], basados en la codificaciéon de cada nodo utilizando un nimero
fijo de digitos. De esta forma, cada nodo, independientemente de la profundi-
dad del arbol a la que se encuentre, tiene el mismo nimero de digitos en su

codificacion. Esto se consigue utilizando un valor determinado de los digitos
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para indicar que la rama a seguir es indiferente, una vez que ya se ha alcanzado
el nivel del nodo.

En el trabajo de Gargantini ([Gar82]) se utilizan los digitos 0, 1, 2 y 3
para especificar las ramas del arbol a seguir, y el digito 4 cuando la rama es
indiferente. De este modo la unién de todos los digitos produce un nimero en
base 5. En el ejemplo de la figura 3.1(d) el nodo 4 quedaria codificado por el
ntmero 003, mientras para el nodo 14 el c6digo seria 134. En el c6digo propuesto
en [AJ83] se intercambia el significado de los digitos 0 y 4.

Entre las diferencias que aparecen entre los codigos VL y FL surge, con una
gran relevancia, la forma en la que se realiza la ordenacién. Si se ordenan los
nodos en orden creciente de su codigo el resultado difiere con el tipo de co6digo
utilizado, obteniendo asi una ordenacién primero en anchura para el c6digo VL

o primero en profundidad para el FL.

3.3.3 Recorrido del arbol

Este tipo de representaciones estd basado en realizar un recorrido por los nodos
del arbol en profundidad. El resultado es una cadena de simbolos, cada uno
de los cuales representa un nodo. Estos simbolos (‘O’, ‘V’ o ‘P’) indicaran si el
nodo estd ocupado, vacio o parcialmente ocupado. Por ejemplo, el quadtree de

la figura 3.1 quedaria representado por la cadena
P(P(P(VVVO)VP(VOVO)O)P(VVOO)VP(OP(OOVV)OV)).

En ella se han agrupado mediante paréntesis los nodos que pertenecen al mismo
padre para una mejor comprension, aunque no son necesarios al venir especifica-
dos una vez que se ha elegido el orden a seguir en el &rbol. Esta representacién se
denomina expresion DF (Deep First) y es debida a Kawaguchi y Endo [KE80].
Con ella se puede obtener una gran compresioén de los datos, pero con el incon-
veniente de que cualquier operacion con el quadtree (p.e. el acceso a un nodo
concreto o la busqueda de vecinos) se convierte en un proceso engorroso que
lleva asociado un mayor tiempo para su consecucion.

Entre las representaciones similares se encuentra la codificacién de bloques
autoadaptativas o codificacion GW (Gray White) [DCJ76]. Esta tnicamente

utiliza dos simbolos ‘0’ y ‘1’ para determinar si se trata de un nodo fuera de
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la region (‘0’) o si se trata de cualquier otro caso (‘1’). De este modo el ‘0’ se
asocia con el ‘V’ y el ‘1’ con ‘O’ y ‘P’. Los pixels pertenecientes a la regiéon no
se agrupan, por lo que para realizar la decodificacién es necesario conocer el

namero de niveles del arbol.

3.4 Requerimientos de memoria

La principal motivacién para el desarrollo de los quadtrees surge de la necesidad
de un ahorro en la cantidad de memoria necesaria para el almacenamiento de
la informacién. Dicho ahorro, como se ha visto en las secciones anteriores, se
obtiene mediante la agrupacion de elementos para formar bloques con caracte-
risticas homogéneas. Un beneficio secundario, debido a estas agrupaciones, es
que en muchos casos se produce una reduccién del tiempo necesario para llevar

a cabo diferentes tareas, como por ejemplo la segmentacion.

Se tiene que la cantidad de memoria necesaria para una representaciéon en
forma de quadtree es dependiente de la region que se presente (de lo dispersa
que se encuentre), no asi cuando se utiliza una matriz para la representacion,
donde siempre es constante. La situacién en la que el quadtree pierde toda su
eficiencia se presenta cuando se trata de representar un tablero de ajedrez. En
este caso es necesario dividir todos los nodos hasta el mayor nivel de resolucion,
en el que cada nodo hoja representa un pixel, y es imposible realizar ninguna

agrupacién. Un ejemplo se muestra en la figura 3.4.

Figura 3.4: Tablero de ajedrez y el quadtree asociado
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El ntimero de nodos necesarios para representar una regiéon mediante un

quadtree viene acotado por el teorema de complejidad del quadiree [Hun78].

Teorema 3.1 (Teorema de Complejidad del quadiree)
El nimero de nodos en la representacion de una region poligonal simple (sin
huecos y segmentos que se cruzan) en forma de quadiree es O(p + q) para una
imagen 29 x 27 y un perimetro p de la region medido en pizels.

En la mayoria de los casos, q es despreciable frente a p, por lo que el niimero
de nodos es proporcional al perimetro.

El resultado se puede extrapolar para datos tridimensionales reemplazando
el perimetro por el drea de la superficie de la region, y en general para n-

dimensiones donde es sustituido por las (d-1) hiper-superficies.

Aunque el teorema esta enunciado para poligonos simples, se ha comprobado
que sigue siendo valido para cualquier imagen [RSSW82|. Es necesario destacar
que este teorema no solamente tiene repercusiones en cuanto a los requerimientos
de memoria, sino también en la complejidad de los algoritmos que trabajan con
quadtrees, puesto que suelen realizar recorridos por todos los nodos del quadtree.

Como se analizo en la seccién anterior, el principal inconveniente de utilizar
una estructura de arbol para representar el quadiree es el excesivo espacio de
memoria necesario para los nodos que no son hoja y ademéas mantener la es-
tructura arborea (punteros). Frente a ésta, es posible utilizar otras estructuras
mucho mas compactas que no requieren punteros, como son las representaciones
mediante la descripcién del conjunto de nodos hoja utilizando cédigos localiza-
dores o mediante la expresion DF. Pero presentan el inconveniente que, a la
hora de realizar operaciones con los quadtrees asi representados, los algoritmos

se vuelven més complejos y menos intuitivos.

3.5 Antecedentes del uso de los quadtrees

Es dificil determinar el origen de la idea de la descomposiciéon recursiva, en la
cual se fundamentan los quadtrees. Inicialmente, la descomposicién recursiva se
asoci6 con la agrupaciéon de conjuntos de datos en matrices dispersas, pero fue
Morton [Mor66] quien lo introdujo como un método de ordenacion en bases de

datos espaciales.
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Desde entonces el uso de este tipo de estructuras de datos se extendi6 a gran
cantidad de areas que utilizaban datos espaciales: graficos por computador,
procesamiento de imégenes y modelado de figuras tridimensionales, entre otras.

En el campo de la representacién de escenas por ordenador destacan, en los
origenes, los trabajos de Warnock, donde describe el proceso de descomposicién
recursiva de una imagen con el objetivo de simplificar los algoritmos para elimi-
nar de la representacién lineas y caras ocultas. Esta idea también fue utilizada
para el procesamiento de imagenes y reconocimiento de patrones. Hunter utiliz6
las aportaciones anteriores para crear algoritmos de traslacion de quadtrees, lo
que le permitié aplicarlos a la animacién por ordenador.

También fue Hunter quien propuso los octrees como la extensién natural
de los quadtrees, pero fueron Reddy y Rubin quienes propusieron el uso de los
octrees para representar sélidos. Posteriormente, los algoritmos de traslacién
de quadtrees fueron adaptados a los octrees por Jackins y Tanimoto. A partir
de entonces aparecieron gran cantidad de algoritmos de modelado de soélidos
tridimensionales.

El mismo concepto de subdivision en el que se fundamentan los quadtrees fue
utilizado en el procesamiento de imagenes. De este modo aparecen las imégenes
multiresolucion, también representadas como pirdmides [Uhr72][Tan76].

En cuanto a la robética, desde practicamente el origen de los quadtrees su
utilidad para representar regiones se ha puesto de manifiesto. Asi, Nilsson usa
estructuras multiresoluciéon para representar el espacio de trabajo de un ro-
bot. Estas estructuras multiresolucion son utilizada por Eastman [Eas70] para
simplificar el proceso de planificacién. Pero es mas tarde cuando se comienza
a utilizar el quadtree como tal en el proceso de planificacion [KE80]. Los oc-
trees también fueron utilizados para la planificacién en espacios tridimensionales

[Favs4][STS5).



Convolucion Jerarquica

En este capitulo se va a proponer un método, denominado convolucion jerdrqui-
ca, que permite realizar la convolucién de dos funciones discretizadas de forma
no uniforme. Asi, en lugar de trabajar con una discretizacién uniforme, las fun-
ciones estaran discretizadas de forma no uniforme para adaptarse a los cambios
locales de las funciones. De esta forma, es posible alcanzar mayor precision
en aquellas zonas donde las funciones presentan mayores cambios. Ademas, la
funcién resultado de la convolucién jerarquica también estard discretizada de

forma no uniforme.

El objetivo de proponer este método de convolucién jerarquica es que pueda
ser utilizado para la evaluacion del C-espacio, ya que en [Bro89| se presenta
la evaluacion del C-espacio como la convolucion de dos funciones. Ademés,
[Kav95] propone la evaluacion del C-espacio de forma discreta haciendo uso de

la Transformada Rapida de Fourier para realizar la convolucion.

39
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Al poder evaluarse el C-espacio como una convolucién de funciones en forma
discreta, la evaluacion se puede realizar a cualquier discretizacion segin se desee

conocer el resultado de forma mas o menos precisa.

El hecho de poderse aplicar independientemente de la discretizaciéon emplea-
da concuerda con el planteamiento de realizarla de forma jerarquica. Parece
apropiado utilizar una representacion de las dos funciones que convolucionan y
la funcién resultado en forma de quadiree, puesto que si observamos el quadtree
desde el punto de vista piramidal, tenemos una representacion con diferentes

discretizaciones.

4.1 Convolucién discreta: principio de localidad

Vamos a partir de la convolucién discreta de dos funciones A y B en dos dimen-
siones representadas como matrices, donde la funcién resultado de la convolucion

es la funcion C:

Cla,y) =D Blij)A(@ — iy = j) (4.1)

Se corresponde con una suma infinita, por lo que al ser las matrices de
tamano finito, se considera una condicién nula en el calculo de C' para aquellos

indices donde las matrices no estan definidas.

Como el objetivo de nuestro trabajo es evaluar el C-espacio mediante la
convolucién, tnicamente se van a considerar funciones binarias, por lo que los
elementos de las matrices tomaran valor 0 6 1, y por lo tanto positivos. Asi,
la convolucion tomara valor igual a 0 en el caso de que todos los términos del
sumatorio sean iguales a 0, y mayor que 0 en caso contrario. Por lo tanto,
a partir de ahora, aunque no se haga mencién expresa, se sobreentendera que

todas las matrices que se consideren son binarias.
Ademas, como el producto de convolucion discreto esta orientado concreta-

mente a la evaluacion del C-espacio, se irdn imponiendo restricciones de manera

que los resultados puedan ser aplicados a este fin.
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4.1.1 Principio de localidad

El objetivo que se pretende con la convoluciéon jeradrquica consiste en calcular
intervalos de la funcién resultado de la convoluciéon con diferentes
discretizaciones segiin la necesidad de exactitud que sea necesaria en cada
intervalo. De esta forma, en primer lugar es necesario establecer qué intervalos
de cada una de las funciones es necesario conocer para evaluar una determinada
regiéon de la convolucién.

En este sentido, y tomando como base la definicién de la convolucién discreta

4.1 es posible proponer el siguiente Lema:

Lema 4.1

Sea el producto de convolucion discreto de las matrices A y B, donde la matriz
A solamente toma valores distintos de 0 en el rango de indicesi € {aa,...,Ba}
Jj €{xa,.-.,0a}. Para calcular el valor que toman un conjunto finito, C, de
elementos de la matriz C, solamente es necesario conocer los valores de la matriz

B para un conjunto finito B de elementos.

Demostracion:
Sea C = {C(z1,11)...C(xk,yx) ... C(xn,yn)} €l conjunto de elementos de la
matriz C que se desean conocer.

Dado que A solamente toma valores distintos de 0 en el rango de indices
i € {aa,...,0a}, 7 € {xa,...,04} entonces, para cada uno de los elementos
de matriz C a evaluar, el sumatorio puede reducirse a un conjunto discreto de

indices puesto que para el resto el producto es 0:
i,
i€{z—PBa,....x—aatje{y—0a,....y —xa}

Entonces, para calcular cada uno de los elementos C(x,y) del conjunto C

tnicamente es necesario el conjunto Bg(x,y) de elementos de la matriz B, donde

BC(x,y) :{B(laj) /7’6 {I*ﬂA7,ZE70[A}]€ {y76A77y7XA}} (43)

que es un conjunto finito.

Por lo tanto, para evaluar todos los elementos del conjunto C es necesario
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conocer los valores que tienen los elementos del conjunto B dado por
B= |J Boxy (4.4)
C(z,y)eC
Ademas, B es un conjunto finito por ser una unién finita de conjuntos finitos.

Por lo que el Lema queda demostrado. ¢

El Lema 4.1 indica que, si una de las funciones que convolucionan esta li-
mitada a un intervalo, y solamente se desea evaluar el valor de la convolucién
en una region determinada, no es necesario conocer la segunda funcion en su
totalidad sino solamente una parte de ella. Viene a ser como un principio de
localidad, puesto que estan relacionadas la region que se desea evaluar y la que
se necesario conocer. Es decir, solamente se necesita una informacién local.

Sin embargo, el conjunto de elementos de la matriz B determinado por el
Lema 4.1 puede restringirse atin mas si el conjunto de C que se desea evaluar
y la matriz A cumplen ciertas caracteristicas adicionales. Para ello vamos a

enunciar el siguiente Lema:

Lema 4.2

Sea A una matriz con las siguientes caracteristicas:

e ¢l pizel A(0,0) toma valor 1,

e para cualquier par de pizels con valor 1 existe una sucesion {A(x1,y1),. .-,
Ay, yn)} de pizels 4-vecinos con valor distinto de 0 que los conecta. Es

decir, el conjunto de pizels con valor 1 es 4-conezo.

Sea también C el conjunto de pizels de la matriz C' que se desea evaluar.
De tal modo, que el conjunto C estd delimitado por el conjunto {C(x1,vy1),.- .,
C(Zm,ym)}, que forma el contorno externo, y cuyo valor de la convolucion es
0.

Entonces, el conjunto de pizels B que es mecesario conocer de la matriz B

para realizar la convolucion coincide con C.

Demostracién:
e CCB

Si A(0,0) # 0 entonces, por la expresion de la convolucion

Clz,y) = ZB(M)A(w — i,y —j)
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se puede deducir que para determinar el valor de C(z,y) es necesario
conocer el de B(z,y) pues A(z —z,y—y) = A(0,0) = 1. Por lo tanto si se
desea evaluar el valor de un conjunto de elementos C es necesario conocer,

al menos, el valor que tienen en la matriz B, es decir, C C B.

BCC
Veamos ahora que no es necesario conocer ningin elemento de B que no

se encuentre en C, es decir B C C.

Sea el elemento B(k,l) que no pertenece al conjunto determinado por C.
Si B(k,l) = 0, no produce ningtn término en el sumatorio, y por lo tanto

no afectara al valor que toman los elementos C(z,y) € C.

Veamos ahora que pasa si B(k,l) = 1. La region que queremos evaluar
esta delimitada por el contorno {C(x1,41),...,C(Zm,ym)} con valor igual
a 0. Entonces, para cada C(z;,y;) todos los términos del sumatorio son

igual a 0, en concreto el término
B(k7l)A(xl - k7y2 - Z) = 07

por lo que A(z; — k,y; — 1) =0.

Entonces, los elementos del conjunto {A(x1 —k,y1—1),..., A(xm —k, Tm—
1)} de la matriz A también toman valor 0. Como simplemente es una
traslacion de los elementos del conjunto {C'(z1,y1), ..., C(Tm,Ym)} en una
cantidad (—k, —1), el conjunto C trasladado (—k, —I) en A, esta delimitado

por el contorno {A(x1 — k,y1 —1),..., A(xm — kyzm — 1)}

Si demostramos que para cualquier C(z,y) € C el término para evaluarlo
B(k,1)A(x — k,y — 1) = 0, entonces el valor de B(k,[) no era necesario,

puesto que independientemente de su valor ese término vale 0.

Vamos a demostrar esta parte por reduccion al absurdo. Supongamos que
B(k,l)A(x — k,y — 1) #0. Como C(x,y) € C, entonces A(x — k,y — 1)
se encuentra en la region delimitada por {A(xy — k,y1 — 1),..., A(xm —
k,x,, — 1)} puesto que se trataba de una traslacion de (—k, —1).

Para que el producto sea distinto de 0, A(z — k,y — 1) # 0. Por lo tanto,

dadas las caracteristicas de A en el enunciado, existe una sucesion de pixels

4-vecinos {A(0,0)... A(z — k,y — 1)}, o lo que es lo mismo {A(k — k,l —
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C-espacio Espacio de trabajo Robot

Alk-k,1-1)
m}

{CX1¥1)s - CXms¥m),C (X1, } =0

(ALY D, - AGG Koy DA Ky D} =0

Figura 4.1: Tlustracion de los diferentes elementos utilizados en la demos-

tracién

1)...A(x—k,y—1)}, con valor distinto de 0. Para cada uno de estos pixels
Az’ — k,y’ — 1), el producto B(k,l)A(z’ — k,y' —1) # 0. Y por lo tanto
también C'(z',2') #0

Entonces existe una sucesion de 4-vecinos {C(k,l)...C(x,y)} con valor
distinto de 0. Lo cual es imposible puesto que C(z,y) pertenecia a la
region delimitada por un contorno de ceros y C(k, 1) era externo a ella. Por
lo tanto queda demostrado que el pixel B(k, 1) no era necesario, puesto que
el término correspondiente del sumatorio para la evaluacién de cualquier

pixel de C es 0 independientemente del valor que tenga B(k,1).

De este modo, como todos los pixels de B que son necesarios para evaluar

C se encuentran en C se tiene que B C C.

e B=C

Puesto que B C C y C C B se puede concluir que B = C.

Como resultado de los Lemas anteriores se puede establecer el siguiente

corolario.

Corolario 4.1

Es posible calcular la funcion C discreta, resultado de la convolucion de las
funciones A y B, como la unidn de varios subconjuntos finitos C; (disjuntos o
no) ( C = UC; ) calculados de forma independiente, de modo que para calcular

el subconjunto C; unicamente es necesario un subconjunto finito de B.
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4.2 Efectos de la resolucién: conjuntos invarian-

tes

Como el objetivo de la convoluciéon jerdrquica es realizar la convoluciéon con
diferentes discretizaciones dependiendo de las necesidades en cada zona don-
de se evaluan las funciones, es necesario determinar el efecto de las diferentes

resoluciones con las que se discreticen las funciones.

Entenderemos por resolucion la fineza de las divisiones utilizadas en el pro-
ceso de discretizacion de la funcién. De tal modo que, a mayor resolucién maés
finas son las divisiones y se obtendra mayor exactitud en la representacion de la
funcién. Una forma de medir la resolucion sera el numero de elementos utiliza-
dos para la representacion de un intervalo determinado de la funcién. En el caso
de las funciones bidimensionales que se han venido utilizando, si se representan

por una matriz N x N, entonces diremos que la resolucién es N.

Por otro lado, como para realizar la convolucion se utilizardn quadtrees,
que estan basados en la subdivisién en cuadrantes, todas las resoluciones seran
potencias de 2. Por lo tanto, denominaremos nivel de resolucién a la potencia de
2 que proporciona esa resoluciéon. De este modo si N = 27, el nivel de resoluciéon

utilizado es n.

Ni los Lemas 4.1 y 4.2 ni el Corolario 4.1 hacen referencia en ningtin momento
a la resolucién utilizada, por lo que cada uno de los diferentes subconjuntos
C; pueden ser calculados con diferentes resoluciones. Pero, siempre se ha de
tener en cuenta que la representaciéon obtenida en cada subconjunto sera valida

Unicamente a esa resolucion.

Segin el objetivo que se habia presentado, calcular la convolucién a diferentes
resoluciones segin la necesidad en cada zona, el corolario 4.1 podria ser
de interés. Pero, para que la ultima parte del objetivo se pueda cumplir, la
resoluciéon utilizada en cada regién debe ser tal que los resultados sean validos
a cualquier resolucion. O lo que es igual, los resultados deberan ser iguales que

si se hubieran calculado al mayor nivel de resolucién conocido.

Para tener en cuenta esto es necesario hacer las siguientes definiciones.
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Definicién 4.1 (Conjunto invariante hasta n)

Sea C subconjunto de la funcién C' discreta calculado con un nivel de
resolucién i. Diremos que C es invariante hasta n si y solo si para cada
elemento C(z,y) € C el valor que toma la funcién en su interior no se
ve modificado cuando se realiza el calculo con una resolucion j tal que

n>j2zi.

Esta definicion indica que si un subconjunto a resolucion ¢ es invariante hasta
n, no es necesario evaluarlo utilizando un nivel de resolucién n, puesto que el

resultado serd el mismo que el evaluado al nivel de resolucién 1.

Definicién 4.2 (Subconjunto invariante)
Sea C subconjunto de la funciéon C discreta calculado con un nivel de
resolucién ¢. Diremos que C es invariante si y solo si es invariante

hasta n para todo n > 1.

Con esta nueva definicioén se va todavia mas lejos, puesto que si un subcon-

junto es invariante, el resultado sera valido para cualquier resolucién mayor.

Utilizando estas definiciones el Corolario 4.1 puede convertirse en el siguiente

Corolario 4.2
Si se realiza una particion del espacio donde se encuentra definida la funcion C

en subconjuntos finitos invariantes, o invariantes hasta n
C = UCi : C; es invariante o invariante hasta n

entonces se conoce el resultado de la funcion hasta la resolucion n. Ademds,
para el cdlculo de cada uno de los C; solamente es necesario conocer un conjunto

finito By de la funcion B.

La tunica dificultad radica en que en principio no se conoce la condicién
de invarianza, ni cudles son los subconjuntos invariantes del resultado de la
convoluciéon. Para poder caracterizarlos es preciso conocer qué es lo que sucede

con el producto de convolucién al pasar de un nivel de resoluciéon a otro.
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4.3 Relaciones entre distintos niveles de resolu-
cién

En esta secciéon se pretende analizar diferentes relaciones que aparecen cuando
se evalta la funcién resultado de la convolucién con diferentes niveles de reso-
lucién. Se irdn enunciando lemas con resultados parciales, con el objetivo de
ir avanzando en el analisis de lo que sucede al cambiar la resoluciéon, y de este
modo, encontrar una condicién de suficiencia de los subconjuntos invariantes.

Como se va a trabajar con subconjuntos a diferentes niveles de resolucién,
denotaremos C" al subconjunto C calculado al nivel de resolucién n. De igual
modo, C™(z,y) sera un elemento de C™.

El primer efecto inmediato al aumentar el nivel de resolucién en la discreti-
zacion de una funcién X cualquiera es que, para dos niveles de resolucién conse-
cutivos n y n+ 1, el elemento X™(4,5) se convierte en los siguientes cuatro ele-
mentos: X"T1(2i,25), X"H1(2i+1,25), X"T1(20,25+1) y X"F1(2i+1,25+1).
Ademas, para una funcion binaria X se tiene que la discretizacion se realiza de
tal modo que el elemento de la matriz que la representa tomara valor 0 tnica-

mente si lo hace la funcién en toda la region que representa. De este modo se

tendra:
X124, 25) =0
X204+ 1,25 =0
X"(i,5) =0 ( J) (4.5)
X"HL(24,25 + 1) =0
X2 +1,2j+1) =0
X124, 25) =1
X204+ 1,2 =1
X"(i,7) =1 < alguno de ( J) (4.6)
X H(24,25 + 1) =1
Xt (2i+1,25+1) =1

Por lo tanto, independientemente del valor que tome, siempre se cumple que
X124, 25)

(

X2 41,25
P B (47)
XnH1(24,25 + 1)

(

X120+ 1,25+ 1)
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Por otro lado, al evaluar la convolucién, la expresiéon general

Cmt(w,y) =Y B (i, A (@ — i,y — )

0,J
se puede extender en cuatro sumatorios correspondientes a los indices pares e

impares en ambos ejes. De forma que se obtiene

Cril(a,y) = 3 B™H(20,2)) A" (x — 20,y — 2))+
2y}
S B2+ 1,25) A" (z — 20 — 1y — 25)+
z n+1 : - n+1 ; - (48)
> BMN24,25 + 1AM (2 — 24,y — 25 — 1)+
17.7
S B (2i4+1,2j + 1)A" T (2 —2i — 1,y — 25 — 1)

(2]
Teniendo en cuenta esta nueva expresiéon se puede expresar el siguiente Lema:

Lema 4.3

Cada uno de los cuatro elementos que forman C™(z,y) a la resolucion n + 1
(C" 1 (2x,2y), C" (22 + 1,2y), C"™ 1 (22,2y + 1) y O™ (22 + 1,2y + 1)) se

puede acotar en funcion de los valores de los vecinos de C™(x,y) en C".

Ademds las cotas son las siguientes:

C"(2z,2y) < C™(x,y)+C™(x—1,y) +

)

C"2x +1,2y) < 20™(x,y) +2C™(z,y — 1) (4.10)
C"t(2x, 2y +1) < 20™(x,y) +2C"(x — 1,y) (4.11)

C" (22 +1,2y+1) < 4C™(x,y) (4.12)

Demostracion:

Veamos que es lo que ocurre con el elemento C"*1(2z, 2y). Considerando cada
uno de los cuatro sumatorios que aparecen en la expresion 4.8, y acotando cada
uno de ellos por el valor que le corresponde en el nivel de resoluciéon n por medio

de la relacion 4.7 se tiene que
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C™Hl(22,2y) = X B"1(20,25) A" (22 — 26,2y — 2j)+
3
> BN (20 +1,25) A" (22 — 20 — 1,2y — 2j)+
2,7
ZB”“(%, 2j + 1) A" (20 — 20,2y — 25 — 1)+
,J
ZB”H(% +1,25 + )AL (22 — 20 — 1,2y — 25 — 1)
3
%Bn(%])An((x - 1) - i>y - J)+
;}B”(i,j)A"(x —i(y—1) = j)+

S B (i, ) A" (2~ 1) — i (y — 1) — )

< CMzy) +CM(x - 1,y) +C*(z,y — 1) + C™(z — 1,y — 1)
(4.13)

Para los otros tres elementos la demostracién es analoga. ¢

A partir del resultado de este Lema se pueden observar ciertas caracteristicas
que se van a mantener al aumentar el nivel de resolucién. Las vamos a ver

mediante el enunciado de los siguientes Lemas.

Lema 4.4
Sea el elemento C"(x,y) evaluado mediante la convolucion discreta a resolucion

n, y cuyo valor es igual a 0. Entonces se tiene que a resolucion n + k
Crnth@ke 428 — 1 2%y 428 —1)=0VE >0

Explicacién grafica

Ctey)  CT%+21.25+25 1)
A

0

Demostracion:

e Veamoslo para k = 1.

Tenemos que

C"M 2z +2-1,2y+2—-1)=C"" 2z + 1,2y + 1),
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por la ecuacion 4.12 se tiene que
O™ (22 +2 1,2y +2 — 1) <4C™(z,y)
Por lo tanto si C"(x,y) = 0 entonces C" 1 (20 +2 - 1,2y +2—-1) =0

e Ahora veamos que si se cumple para k también lo hace para k + 1. De
forma analoga a la anterior podemos acotarlo con el valor del elemento

correspondiente en la resolucion anterior por lo que

Cm+k+1(2k+ll’ 4 2k+1 _ 1’2k+1y + 2k+1 _ 1) —
Crnthrl(2kz + 28 — 1)+ 1,2(2Fy +2F —1) + 1) <
40nFk (kg 28 — 1, 2ky 428 — 1) =0

e Entonces, por induccién se cumple para cualquier k£ > 0. ¢
Lema 4.5
Sea el elemento C™(z,y) = 0 evaluado mediante la convolucidn discreta a reso-

lucion n. Si el elemento C™(x,y — 1) = 0, entonces, en el nivel de resolucion

n+ k se cumple
cntR@kz 428 — 1,28 +b)=0 J0o<b<2® VE>0

Explicacién grafica

27220
ceyl () L b2 1.2y +b)

2121210

E:> 2121210

” I RERE]
Cley-1) 0 I ERERE)
2191712

Demostracion:

e Veamos qué es lo que sucede para k = 1.
Los elementos que hay que evaluar son C""!(2z + 1,2y) y C""!(2z +

1,2y + 1). Por lo que utilizando las ecuaciones 4.10 y 4.12 se obtiene:

C"H(2z +1,2y) < 2C™(z,y) + 20" (x,y — 1) =0
C"1(2x + 1,2y + 1) < 4C™(z,y) =0
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e Ahora veamos que si se cumple para k también lo hace para k + 1.

Si se cumple para k entonces se tiene que
Crnth(Qbp 428 — 1,25y +b)=0 / 0<b< 2V

Ademés, por el Lema anterior, al ser C™(x,y — 1) = 0 entonces se tiene

que

Cnh@ke 42k —1 2%y —1)+28 —1) = Cc"tR(2Fr 428 — 1,28y —1) =0

Por lo tanto para cada
CrkQFe 428 — 1,25+ 0)=0 / 0<b<2F
se tiene que

CnrF@kr 428 1,28y +b-1)=0 | 0<b<2*

Entonces, aplicando el primer paso de la demostracién a cada uno de estos

pares, se tiene que

CrHRrl 22k + 28 — 1) + 1,2(2Fy + b)) =
Crktl(htlyg 4 okt — 1 2kHly 4 2p) =0

Crthtlo2ky +2F — 1)+ 1,2(2Fy + b) + 1) =
C”+k+1(2k+1$ T ok+1 _ 1, 2k+1y + 2b+ 1) =0

y por lo tanto

Crhtl(htly Lokt _q oktly 1) =0 J0<b< 2F
e Entonces por induccién es cierto para cualquier & > 0. ¢

Lema 4.6
Sea el elemento C"(z,y) = 0 evaluado mediante la convolucion discreta a reso-
lucion n. Si el elemento C™(x — 1,y) = 0, entonces en el nivel de resolucion
n+k

CHrR( ke 45,25y +28 —1)=0 /0<b<2"VE>0
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Explicacién grafica

M n C2+b, 2"y +2" 1
C'tx-1y) C'(xy) (. y )

0|0 =

B R ]

Demostracién:

La demostracion es andloga a la anterior. ¢

Una vez vistos estos lemas podemos encontrar la condiciéon de suficiencia

para que un elemento calculado a un nivel de resolucién n sea invariante.

Teorema 4.1
Sea el elemento C™(x,y) = 0 evaluado mediante la convolucion discreta a reso-
lucion n. Si ademds C"(x —1,y) = C"(x,y—1) = C(x — 1,y — 1) = 0 entonces

C™(x,y) es invariante.

Explicacién grafica

ntk ,~k k
C’(x-l,y) C"(x,y) c x+a,2y+b)

> 217 [0J0]0]0]0
0 0 = |22 2 [ofofofoTo
2:2:210]0]0]0]0
22 2]0]ofofo]o
2 22 ]0]0[0]0]0
ISR ERERERE
0 0 EEEREREY ERERERE
ERERERED ERERERE:

Ctx-1y-1) C'(xy-1)

Demostracion:

e Veamos que es invariante hasta n + 1.

Para que sea invariante hasta n + 1 todos los elementos que lo componen
a esta resolucién deben ser iguales a 0. Comprobemoslo haciendo uso de

las ecuaciones 4.9, 4.10, 4.11 y 4.12.

C" 12z, 2y) < C™z,y)+C™(z—1,y)+
C(z,y—1)+C"(z—1,y—1)=0

C"H (22 +1,2y) < 20™(z,y)+2C"(x,y—1) =0

C" 22,2y + 1) < 20"(z,y)+2C(x—1,y) =0

C" 12z +1,2y+1) < 4C"(z,y) =0



4.3. Relaciones entre distintos niveles de resolucién 73

Por lo cual queda demostrado que es invariante hasta n + 1.

e Veamos ahora que si es invariante hasta n+k también lo es hasta n+k+1.

Si es invariante hasta n + k entonces
C"tR ke +a, 2"y +b)=0/0<a,b<2¥
Puesto que C"(x — 1,y) = C™(x — 1,y — 1) = 0, por el lema 4.5
Cntr@k (@ —1) 428 — 1,25y +b)=0 J0<b<28VE>0
CntF@2ke — 1,28y +b0) =0 /0<b<2"VE >0

De igual modo, ya que C™(z,y — 1) = C™(z — 1,y — 1) = 0, ahora por el
Lema 4.6

C"F 2k +a,2(y—1)+2F~1)=0 /0<a<2FVk>0
C"tR(2ky 4+ a,2Fy —1)=0 /0<a<2¥VE>0
Y, por tltimo, por ser C™(xz — 1,y — 1) = 0 y aplicando el Lema 4.4
CrtRQk(z—1)+2F —1,28(y — 1) +2F —1) =0 Vk >0
CntR@2ke — 1,28y —1)=0Vk >0
Por lo tanto para cada
O R 2%y 40,28y +b) =0/ 0<a,b< 2"
se tiene
C"tF ke +a—1,2%+b) =C"F 2%z +a,2%y +b-1) =
CrtR(QFr 40 —1,25y+b—1)=0

Aplicando el mismo procedimiento visto en el primer paso de la demos-

tracion a cada uno de los términos

CtR (2% 40,28y +b) =0/ 0<a,b< 2"
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se tiene que cada uno los elementos en que se divide en el nivel de resolucién

n+k+1

CnRtL(kHly 4 9g, 2K 1y 4 2b) = ORI (28 Fly 4 24, 28Ty 1 2b 1) =
O Rl (kg 12041, 2y 1 2h) = CP TR (281 2041, 28Ty 420 4-1) =

Por lo tanto se deduce que C™(z,y) es invariante hasta n + k + 1.

e Por induccién, C™(z,y) es invariante hasta n + k Vk > 0. Y por lo tanto

es invariante. ¢

Corolario 4.3

Sea C™ un subconjunto de la funcion C evaluada mediante la convolucion discre-
ta a resolucion n. Si todo elemento C"(x,y) € C™ toma valor 0, y VC™(z,y) €
C" se tiene que C™(z — 1,y) = C"(z,y — 1) = C™(x — 1,y — 1) = 0, entonces,

el subconjunto C™ es invariante.

Demostracion:
A partir del Lema 4.6 se puede demostrar que cada uno de los elementos que
forman C™ es invariante, es decir, que no cambian de valor al aumentar la

resoluciéon. Por lo tanto también lo seré el conjunto formado por todos ellos. ¢

4.4 Convolucién jerarquica

Una vez que se han enunciado los teoremas previos se estd en condiciones de
proponer un método para la evaluacién de la convolucién de una forma jerar-
quica.

El objetivo del método es evaluar la convolucion de dos funciones de forma
discreta en cada regiéon con diferentes resoluciones, dependiendo del nivel de re-
solucién necesario para que la funcién resultado se represente de forma correcta.
Puesto que se trata de una convolucién discreta, se obtendra el resultado valido
para una resoluciéon maxima determinada. Para ello, es necesario conocer las

dos funciones que convolucionan a dicho nivel de resolucién maximo.



4.4. Convolucién jerarquica 75

4.4.1 Planteamiento de la convolucién jerarquica

Este planteamiento se fundamenta en la base de que es posible obtener repre-

sentaciones discretas de las funciones a cualquier nivel de resolucién.

e Inicialmente, se realizara el célculo de la convolucién a un nivel de re-
solucién bajo, ni, en la forma matricial clasica. A partir del resultado
obtenido, la representacion de la funciéon C' a resoluciéon ny, es posible de-
terminar cierto subconjunto C7* € C (puede ser incluso el conjunto vacio)
invariante (sera aquel conjunto de pixels que cumplan el Corolario 4.3 y
por lo tanto con valor 0).

Por definicién de conjunto invariante, la regién que representa C7* es va-

lida aunque se aumente la resolucién para evaluarlo, por lo que no sera
necesario calcularlo a mayor resolucion. Por lo tanto, solamente se nece-
. , ., . —~ni
sitard calcular a mayor resolucién el subconjunto complemento C; , tal
que

C=Ccmuch

e En el siguiente paso se calcularé el subconjunto 61111 a resoluciéon mayor,
6;12, de manera que se pueda alcanzar mayor detalle en las variaciones de
la funcién en la regién que representa. Para lo cual, por el Lema 4.2, sola-
mente es necesario el mismo conjunto de pixels, Erllz, puesto que alrededor
los pixels toman valor 0, ya que forman parte del conjunto invariante C7*.
Asi, C} se calculara mediante la convolucién de B}~ con la funcion AP,

cuyos valores no nulos estaban en una region limitada.

Una vez llegado a este punto, el valor de la funciéon C calculado como C' =
C U 6;12 es valido hasta la resolucion ns, puesto que C7* es invariante,
y por lo tanto, el resultado valido para cualquier resolucién mayor y 61112
esta calculado a esta resoluciéon. Al igual que se hizo anteriormente se
puede encontrar un subconjunto C52 de C;> (C%2 ¢ C;°) invariante, y

por lo tanto con valores 0.

Si consideramos el complemento de C22 relativo a C;- (Cp-\C22) que

—~n2 .
denotaremos como C,~ , se tiene que

C=CMuUCy?ucCy’



76 Capitulo 4. Convolucién Jerarquica

—n2 . . .2
De nuevo, C,” es necesario calcularlo con un mayor nivel de resolucion
—ns .. . . . 2
(Cy”), puesto que es el unico subconjunto no invariante. Ademas, al estar
rodeado por Os para su evaluacién solamente es necesaria la misma regiéon

. . . .2 N3
del espacio de trabajo tomada con semejante resoluciéon, B,".

e Este proceso se repetird k — 1 veces. Como resultado acumulado de los

pasos anteriores de tendra que
C=CMUCRU..UCK UG,

. Nk .,
donde el subconjunto C,“7" debe ser calculado a mayor resolucién, que

ahora sera ny.

— Nk , ., =Nk — Nk
Cy_ se evaluard como la convoluciéon de B, " ; y A™. Como C,_; se ha
evaluado a la resolucién ny, por definiciéon, serd invariante hasta ny, por

lo que CP* = Cp.~ ;.

Asi, se obtendréa la funcion C evaluada en

C=CPluUCRU...UC ' uCp-

calculado como la unién de varios subconjuntos, cada uno de ellos con un

nivel de resoluciéon distinto y todos ellos invariantes hasta ny.

Ademas, en el procedimiento de obtencion de la convolucion se puede obser-
var que segun se va aumentando la resolucion, si se van obteniendo subconjuntos
invariantes, la regiéon en la que es necesario realizar los calculos es menor. Por
lo que, segin el Lema 4.2 también, se requieren regiones menores de la funcién

B.

4.4.2 Los quadtrees en la convolucién jerarquica

En el método expuesto de la convolucién jerarquica es necesario tener repre-
sentadas las funciones A y B a diferentes niveles de resolucion. Por esta razon
es necesario un tipo de estructura en la cual estén representados los niveles de
resolucién necesarios. Una estructura que retne estos requisitos es quadtree,
ademas de ser una estructura bien conocida y permitir un gran compactaciéon

de los datos.
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Por lo tanto, las funciones A y B se representan mediante quadtrees, por lo
que se tendran representadas las funciones con una resolucion variable, y seran
el punto de partida para realizar la convolucién jerarquica. El resultado de la
convolucién también se evalia con diferentes niveles de resolucion, por lo que la

funcién C' también debera ser representada por un quadtree.

Asi, la convolucién jerarquica tendra como origen las representaciones en
forma de quadtree de las funciones que convolucionan, A y B, para obtener un
nuevo quadtree que represente el resultado de la convolucién, sin necesidad de
pasar por estructuras intermedias. Esto supondré ventajas en cuanto al tiempo

de célculo y necesidades de memoria.

B A C

Figura 4.2: Convolucién discreta de dos funciones

En la Figura 4.2 estan representados las dos funciones que convolucionan en
modo matricial, para un nivel de resolucién dado. Realizando la convolucién
discreta de forma clasica se obtendra el resultado de la matriz que representa la

funcién C.

En la figura, se muestra también, mediante lineas rojas, como quedarian
todas las representaciones matriciales si se hubiera utilizado una representaciéon
de quadtrees. Asi, se pretende ilustrar cémo todas las funciones pueden repre-
sentarse con diferente nivel de resoluciéon. Por lo tanto, el planteamiento de
evaluar regiones con diferentes niveles de resolucién parece apropiado, puesto

que la funcién C' permanece constante en grandes intervalos.
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4.5 Consideraciones finales

En este capitulo se ha propuesto un método para la realizacién de la convolu-
cion de dos funciones de forma jerarquica a través de convoluciones locales con
diferentes grados de resolucion.

Un concepto clave es el de conjunto invariante, permitiendo que segun se
aumenta la resolucion, la region a evaluar sea cada vez méas pequena. Ademas,
estos conjuntos invariantes estan relacionados directamente con los quadtrees.

Por otro lado, el principio de localidad, que permite que no sea necesario
el conocimiento de la totalidad de las funciones para evaluar una region de
la convolucién, impone un conjunto de restricciones que es necesario tener en
cuenta cuando se pretenda utilizar para alguna aplicacion.

Todo ello se ha realizado con el suficiente rigor matematico que soportaréa la

calidad de las aplicaciones que se realicen con este planteamiento.



Obtencion del C-espacio Utilizando la

Convolucion jerarquica

Segun se vio en los antecedentes, en [Bro89] se propone la evaluacion del C-
espacio como la convolucién de dos funciones, una que representa el espacio de
trabajo y la otra a un robot moévil. Posteriormente, [Kav95] propone la eva-
luacién de dicha convolucién de forma discreta mediante el uso de la FFT para
robots moviles. En trabajos mas recientes, [CVM98] se formaliza matematica-
mente este punto de vista, permitiendo también la obtenciéon del C-espacio de

manipuladores como una convolucién discreta.

Estos métodos para la evaluacion del C-espacio como una convolucién dis-
creta tienen una eficiencia comprobada y producen excelentes resultados. Al
ser métodos discretos, es factible el uso de la convolucion jerarquica para la

evaluacién de la convolucion.

79
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Asi, en este capitulo se va a realizar una primera aplicacion de la convolucion
jerarquica para la evaluacién del C-espacio de un robot moévil sin la posibilidad
de girar. Este caso pretende servir como un primer paso para poder aplicar la

convolucioén jerarquica a casos mas complejos.

5.1 Comprobacién de condiciones previas

Para que la convolucién jerarquica pueda ser aplicada a la evaluaciéon de un
C-espacio es necesario comprobar que las funciones que representan al robot y
al espacio de trabajo cumplen las condiciones impuestas en los Lemas en los que

se basa la convolucién jerarquica.

Consideremos que la funcion que representa al robot es A, y B la que repre-
senta al espacio de trabajo. Ambas funciones toman valor 1 en los puntos que

pertenecen al robot o a los obstéaculos, respectivamente, y 0 en caso contrario.

La condicién que expresa el Lema 4.1 indica que la funcién A tiene unica-
mente valores distintos de 0 en una regién limitada. Si la funcion A representa

al robot cumplira esta condicién puesto que el robot tiene dimensiones finitas.

También es necesario comprobar que se cumplen las condiciones del Le-
ma 4.2. La primera de ellas es que A(0,0) = 1, este punto correspondera con
el lugar donde se fija el sistema de referencia asociado al robot. Como la for-
ma habitual de elegirlo corresponde con un punto del propio robot, entonces se

cumple la condicion.

La segunda de las condiciones indica que el conjunto de los elementos de A
con valor 1 debe ser conexo. Esta condicién la cumpliré el robot, puesto que
si no fuera conexo se trataria de dos piezas independientes sin ninguna unién

entre ellas, y por lo tanto seria imposible moverse conjuntamente.

Puesto que hemos comprobado que se cumplen las condiciones impuestas pa-
ra la aplicacién de la convolucién jerarquica estamos en disposicion de aplicarla

para la evaluacion del C-espacio.
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5.2 Descripcién del algoritmo

En el método de la convolucién jerarquica expuesto en el capitulo previo no
se hacia ninguna referencia expresa a la estructura utilizada para la represen-
tacion de las funciones que convolucionan. Unicamente era necesario conocer
las funciones que convolucionan con diferentes niveles de resolucién, y contar
con una estructura para poder almacenar el resultado evaluado en cada paso,
v que de igual modo permita utilizar diferentes niveles de resolucién para cada
region. Sin embargo, se considerd la posibilidad de utilizar representaciones de
las funciones en forma de quadtrees, puesto que permiten conocer la funcién con

cualquier nivel de resolucion.

En este apartado se desarrollara el algoritmo para evaluar el C-espacio apli-
cando la convolucién jerdrquica mediante el uso de representaciones con quad-
trees tanto para el espacio de trabajo y el robot, como para almacenar el resul-

tado del C-espacio.

El algoritmo comenzaré con el nivel de resolucién mas bajo, 1, con el que
se representard el espacio de trabajo y el robot. A este nivel de resolucion se

realizaré la convolucién para obtener el resultado del C-espacio a resolucién 1.

Una vez calculado el C-espacio es necesario encontrar el subconjunto inva-
riante C! y su complemento Cy. El conjunto C}, por el Teorema 4.1, esta
constituido por todos aquellos pixels de valor 0 cuyos 4-vecinos en la direccién
sur, oeste y suroeste también han sido evaluados con valor 0 (de manera que
se cumple la condicion de invarianza del Teorema 4.1). Al ser un conjunto in-
variante, representa una zona del quadiree del C-espacio a nivel de resolucién 1
que no serd necesario dividir, y, por lo tanto, se puede incluir como resultado en
el primer nivel del quadtree que representa el C-espacio. Asi, estos nodos seran

hojas del arbol.

. —1 L.
El conjunto complemento C; estara integrado por todos aquellos nodos que
no se consideraron invariantes. Este subconjunto serd necesario calcularlo con
mayor resolucién, por lo que en la representaciéon en el quadtree los nodos corres-

pondientes se dividiran para poder representarlos con mayor resolucion.
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Definicién 5.1
Denominaremos regiéon de interés (RDI) a un nivel de resolucion a la
regiéon representada por el conjunto de pixels no invariantes evaluados

a dicha resolucién.

En el ejemplo de la figura 5.1, se puede observar que en el primer paso
el subconjunto invariante C1 no contiene ningiin elemento, y por lo tanto su

complemento 61 es todo el espacio. De este modo la RDI es todo el espacio.

Espacio
de Robot

trabajo
; ‘N -

- [c

- C:>c§

Convolucion RDI

C

Figura 5.1: Representacién de los conjuntos considerados en los dos prime-

ros pasos del algoritmo

En la siguiente iteracion del algoritmo serd necesario calcular el subconjunto
61 con un nivel de resolucién 2, que denominaremos éi. Por el Lema 4.2 la
region de interés en el espacio de trabajo coincide con la del C-espacio Wi =
éi. Realizando la convolucion con el robot (también representado a nivel de
resolucion 2) se obtiene el subconjunto éi De este subconjunto ya calculado,
se podran obtener a su vez el subconjunto invariante C2 y el no invariante 6;
siguiendo con el mismo criterio que anteriormente.

De forma anéloga al paso anterior, el conjunto C3 puede pasarse al quadtree
resultado, ahora aportando informacion al segundo nivel del quadtree. Y 63
(nueva RDI) tiene que ser evaluado a resolucion 3, 63. Por lo que seré necesario
determinar el subconjunto del espacio de trabajo Wg = 62 necesario para
calcularlo. En el ejemplo de la figura 5.1 se puede observar que en este segundo
paso la RDI se reduce y deja de representar todo el espacio

Se seguiran realizando estas operaciones de forma iterativa, hasta que se



5.2. Descripcién del algoritmo 83

calcule el subconjunto 6271. Ahora, por definicién este subconjunto sera inva-
riante hasta n (6271 = C}), por lo que se pasaré directamente al quadtree del
C-espacio. En este ultimo paso se aportard al C-espacio informacién en el nivel
n.

El C-espacio asi obtenido es valido hasta el nivel de resolucién n, puesto que
el ultimo conjunto evaluado solamente era invariante hasta n.

Una muestra del algoritmo en pseudo c6digo se muestra en el Algoritmo 5.1.

Algoritmo 5.1
quadtree del espacio = obtener espacio()

RDI = todo el espacio
quadtree del robot = obtener robot()
quadtree del C-espacio = nuevo()
para i = 1 hasta ¢ =resolucién total
matriz del espacio = matriz del quadtree del espacio de RDI a resolucién i
matriz del robot = matriz del quadtree del robot a resoluciéon 7
resultado = convolucionar(matriz del espacio, matriz del robot)
si ¢ = resolucién total entonces
invariante = resultado
si no
invariante = obtener invariante(resultado)
no invariante = resultado\invariante /*complemento relativo a*/
RDI = determinar region de interés(no invariante)

pasar informacion de invariante al quadtree del C-espacio

5.2.1 Ejemplo

Para comprender el algoritmo con mayor claridad vamos a ilustrarlo con un
ejemplo. En concreto vamos a considerar como espacio de trabajo y robot las
funciones representadas en la figura 5.2, B y A, respectivamente. Estas funciones
estan discretizadas y representadas en forma matricial, de modo que se puede
realizar la convoluciéon discreta de matrices para obtener la correspondiente
funcién C que representa el C-espacio. Ademas de esta representacion matricial,

en la figura se ha representado, mediante lineas rojas, la descomposiciéon de las



84 Capitulo 5. Obtencién del C-espacio Utilizando la Convolucién jerarquica

matrices en quadtrees de tal modo que se pueda seguir con mayor facilidad la
explicacion del algoritmo. Por anadidura, al representar en forma de quadtree
el C-espacio calculado se puede comparar con el resultado que se obtenga de

aplicar el algoritmo.

a) Espacio de trabajo b) Robot c¢) C-espacio

Figura 5.2: Calculo del C-espacio mediante convolucion

En la primera iteracién del algoritmo, se considera la resolucién 1, por lo
que tanto el espacio de trabajo como el robot se representan mediante matrices
2 x 2. Al realizar la convolucioén (figura 5.30) se obtiene que todo el C-espacio a
esta resolucion es susceptible de ser ocupado. Como no hay ningin pixel libre la
regién invariante es el conjunto vacio (C1 = (}). Por lo tanto, el conjunto no in-
variante o RDI que hay que evaluar a mayor resolucién es el C-espacio completo
(61 = (). Antes de proceder con la siguiente iteracion se debe trasladar toda
la informacion obtenida al arbol (figura 5.400), donde se tendra que el nodo raiz
se ha dividido en sus cuatro hijos, pero como ninguno era invariante no serén
nodos hoja sino que podréan dividirse en la siguiente iteracién. Por esta razén
estos nodos se han representado en la figura 5.300 mediante un circulo.

En la segunda iteracion (figura 5.30) se tiene que éi se representa con una
matriz 4 x 4. Para realizar la convoluciéon hay que utilizar la representacién
del robot también a resolucién 2 (donde tnicamente se han representado los
pixels no vacios), y como resultado se obtiene una matriz 4 x 4 (en la figura
se han marcado en color negro los pixels ocupados, y en color gris y blanco
los no ocupados'). Como en el paso anterior se tienen que buscar los pixels

invariantes, que serédn aquellos no ocupados y cuyos vecinos en el lado izquierdo,

1Se ha hecho una distincion entre los pixels no ocupados para diferenciar aquellos que
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RDI en el Quadtree
. RDI en el del
espacio de Robot - ©

trabajo C-espacio C-espacio

Bl S
(M X -
? Bl BN
-

P

& . ﬁ

Figura 5.3: Ejemplo de ejecucién del algoritmo

inferior y en la esquina inferior izquierda tampoco estdn ocupados (en la figura
son los marcados en color blanco). En la siguiente iteracién del algoritmo se
deberan evaluar los no invariantes (pixels en color negro y gris), que son los que
determinan la RDI.

Al introducir la informacién obtenida en la estructura de arbol (figura 5.40),
hay que tener en cuenta que en dos de los nodos que antes podian tener descen-

dencia, todos sus hijos son invariantes, por lo cual para mantener una estructura

son invariantes (blancos) y los que no los son (grises) de modo que se puedan separar en el

siguiente paso del algoritmo.
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Figura 5.4: Crecimiento del arbol en cada paso del algoritmo. Se repre-
sentan mediante O los nodos que deben ser divididos para alcanzar mayor

resolucién, y con [J los que ya no se deben dividir més

real de quadtree, esos dos nodos no se dividen y pasan a ser hojas. En la figura
5.40 estos dos nodos del nivel anterior se han representado por lo tanto me-
diante un cuadrado. De los nuevos nodos introducidos en el nivel que se esta
evaluando algunos estan representados mediante cuadrados y circulos, indicando
si son invariantes (nodos hoja, por lo tanto) o no, respectivamente.

Al llegar a la tercera iteracion, ya no se necesita evaluar el C-espacio al
completo, sino tnicamente la RDI. Y solamente es necesaria la misma regién
del espacio de trabajo (a nivel de resolucion 3) que la que se va a evaluar del
C-espacio. En la figura 5.300 se ve como ahora el espacio de trabajo necesario se
representa con una matriz 4 x 6 en vez de la matriz 8 x 8 que corresponderia para
representar todo el espacio. De forma anéloga a los pasos anteriores se realiza la

convoluciéon con el robot, trasladandose después el C-espacio local calculado a
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la representacion en forma de quadtree del C-espacio total. El algoritmo seguira
como en los pasos anteriores hasta llegar a la mayor resolucion posible (iteracion
5).

Al finalizar la quinta iteracién, como no sera posible continuar puesto que
se desconoce el espacio de trabajo a mayor resolucion, el resultado de la con-
volucién se trasladard directamente al quadtree, donde todos los nuevos nodos

introducidos seran hojas.

5.3 El interior de los obstaculos

De la misma forma que se puede eliminar de los calculos parte de las regio-
nes libres mediante las regiones invariantes, también es de gran interés eliminar
aquellas zonas que pertenecen al interior de los obstéculos, y asi limitar enor-
memente la regién sobre la que es necesario realizar la convolucién.

Analizando el C-espacio desde el punto de vista conceptual, los limites de los
C-obstaculos se pueden encontrar, segin se vio en apartado 2.1.2, mediante el
desplazamiento del robot por los limites del obstaculo. Si el origen del sistema
de referencia fijo al robot se encuentra en su interior, los C-obstaculos incluiran
los obstaculos. Y por lo tanto, el C-obstéculo esta realmente determinado por
los limites del obstaculo en el espacio de trabajo, y no por su interior.

Desde el punto de vista de la convolucion discreta, si los pixels A(0,0) =1
y B(i,7) = 1, el correspondiente elemento de la convolucion C(i,j) al menos
tiene un término del sumatorio distinto de cero, por lo que C(i,7) # 0. Vamos
a analizar qué ocurre al aumentar la resolucion cuando el pixel B(i,j) =1 esta
en el interior del obstaculo o en su frontera.

Si la region que determina el pixel B(i, j) estd completamente ocupada por
un obstéaculo, los pixels que forman B(i,j) a resoluciones mayores también lo
estan, por lo que también C(i,j) estard completamente ocupado por un C-
obstaculo a cualquier nivel de resolucion. De esta forma C(i,j) cumple la defi-
nicién de invarianza.

Si B(i,7) = 1 pero no representa una region completamente ocupada por
un obstéaculo, es decir, se encuentra en una frontera del obstéculo y parte de la

region esta ocupada y parte libre, entonces, alguno de los pixels que lo forman a



88 Capitulo 5. Obtencién del C-espacio Utilizando la Convolucién jerarquica

menor resoluciéon no estara ocupado. Por esta razon, no se puede asegurar que
en el espacio de las configuraciones la region ocupada por C(i,j) esté comple-
tamente ocupada por un C-obstaculo.

Por lo tanto, los pixels que estdn completamente ocupados por obsticulos
son invariantes y no necesitan ser evaluados a mayor resolucion.

Sin embargo, es necesario tener en cuenta que lo que determina los limites
del C-obstéculo son las fronteras del obstaculo, por lo tanto éstas no deben ser
eliminadas.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, el algoritmo se puede modificar
eliminando de la RDI en cada iteracién todos los pixels que forman parte del
interior de los obsticulos y no de su frontera. De este modo, la RDI se ira
limitando tinicamente a la franja alrededor de la frontera de los obstaculos donde

aparecera el C-obstéaculo.

5.4 Uso de la FFT para evaluar la convolucién

Puesto que la evaluacién de la convolucién discreta constituye un elemento fun-
damental es necesario determinar co6mo se va a evaluar dicha convolucién.

Una posibilidad seria utilizar la propia definicién de convolucién: evaluar en
cada punto del resultado el sumatorio de los correspondientes productos. Este
procedimiento, sin embargo, es poco eficiente puesto que es necesario evaluar
multiples sumas y productos para evaluar un tnico resultado. Por ejemplo, para
calcular la convolucién de dos matrices N x N se requiere un tiempo O(N?).

Otra posibilidad, es utilizar el teorema de convolucién que permite evaluar

la convolucién como un producto simple utilizando la transformada de Fourier.

Teorema 5.1 (Teorema de Convolucién)

Si dos funciones f y g definidas en R son integrables entonces
F(f©g)=F(f) x F(9g)

donde F representa la Transformada de Fourier, x el producto habitual de

funciones y ® el producto de convolucion de funciones.

Aunque este teorema estd enunciado para funciones continuas, también es

valido para funciones discretas si se utiliza la transformada de Fourier discreta
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(DFT). Por lo tanto se tendré,
DFT(f ® g) = DFT(f) x DFT(g)

por lo que realizando la transformada de Fourier inversa en los dos términos se

tiene

f®g=DFT *(DFT(f) x DFT(g))

Cuando las matrices utilizadas para representar las funciones tienen tamanos
potencia de 2, en vez del algoritmo de la DFT se puede utilizar el de la Transfor-
mada Répida de Fourier (FFT) que es mucho mas eficiente. Por ejemplo, para
una matriz de dimensién N x N, el calculo de la DFT requiere un tiempo O(N*)
y, sin embargo, si N es potencia de 2, la FFT lleva un tiempo O(N?logz(N)).
Sin embargo, también se puede utilizar la FFT cuando la dimensién de la matriz
no es potencia de 2 con resultados intermedios [CT65].

Por lo tanto, para evaluar la convolucién utilizaremos la FFT puesto reduce

el tiempo de calculo. Asi, sera necesario evaluar la expresion siguiente
f®g=FFT Y (FFT(f) x FFT(g))

Sin embargo, al utilizar la FFT se necesita que las funciones estén repre-
sentadas mediante matrices rectangulares y ademéas que dichas funciones sean
periodicas. Estos condicionantes nos llevaran a proponer las soluciones que se

presentan en los dos apartados siguientes.

5.4.1 Minimo rectangulo contenedor

En este apartado vamos a estudiar qué zonas del C-espacio se van a evaluar uti-
lizando la FFT para realizar la convolucién. Teniendo en cuenta lo presentado
en el apartado 5.2, se tiene que en cada iteraciéon Gnicamente serd necesario eva-
luar un conjunto de pixels (aquellos no invariantes). Para evaluarlos mediante
la convolucién, son necesarios los pixels que representan al robot y el mismo
conjunto de pixels del espacio de trabajo.

En general, ese conjunto de pixels no invariantes no presentara una geometria
rectangular. Sin embargo, para utilizar la FFT son necesarias matrices, y por

lo tanto regiones rectangulares.
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Definicion 5.2
Denominaremos minimo rectingulo contenedor (mrc) de un conjunto de
pixels C, al menor de los rectangulos que contienen todos los pixels del

conjunto.

De este modo, para la evaluacién de la convolucién de la RDI se puede
considerar su mre. Esto es valido puesto que segtin se vio en el Lema 4.2 el

valor de los pixels fuera de la RDI no afectan al resultado de la convolucion.
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Figura 5.5: mrc (lineas discontinuas) de un conjunto C de pixels (gris)

5.4.2 Matrices ciclicas

El hecho de utilizar la FFT para evaluar la convolucién, ademas de requerir el
uso de regiones rectangulares, presenta una caracteristica que es necesario tener
en cuenta. En concreto, el algoritmo de la FFT requiere que las funciones sean
periodicas, lo cual no se cumple en el caso considerado.

Si se considera que las matrices que se van a someter a la FFT caracterizan a
una funcién periddica seria equivalente a pensar que la matriz es ciclica. De una
forma maés grafica (figura 5.6(a)), salir por la frontera derecha implica volver por
la frontera izquierda y viceversa. Lo mismo sucede con el norte y el sur.

En el célculo del C-espacio esta periodicidad provocaria que los C-obstaculos
que quedaran fuera del C-espacio considerado se introdujeran dentro por efecto
de la periodicidad (figura 5.7).

Este problema ya lo consideré Kavraki en su trabajo [Kav95]. Para solven-
tar este inconveniente propone que el espacio de trabajo del robot debe estar
delimitado (figura 5.6(b)), es decir, los pixels de las fronteras en el espacio de

trabajo tienen que tomar valor 1 (en negro en la figura 5.6(b)). De este modo
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Figura 5.6: (a) Matriz ciclica. (b) Propuesta de Kavraki
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Espacio de
trabajo Robot C-espacio

Figura 5.7: Efecto de la periodicidad al evaluar la convolucién mediante la

FFT

se garantiza que el robot no pueda salirse de la regién por ninguna frontera, y

por lo tanto se elimina cualquier problema derivado de la periodicidad.

En nuestro caso, no es posible utilizar la solucién propuesta por Kavraki,
puesto que las convoluciones se han de realizar sobre determinadas regiones
dentro del espacio de trabajo completo. Estas regiones no pueden delimitarse
con fronteras, puesto que el robot se movera por todo el espacio y no se limitara
inicamente a estas zonas locales. Sin embargo, es necesario proponer alguna

medida para que no aparezcan C-obstaculos por efecto de la periodicidad.

La solucién que proponemos consiste en introducir un marco vacio (relleno
de 0s o pixels libres de obstéaculos) al espacio de trabajo. De tal modo que todos
aquellos C-obstaculos situados fuera de la regién evaluada, entren dentro del
marco, por lo que se evita que se reintroduzcan por efecto de la periodicidad.

Para que el marco pueda albergar todos los posibles C-obstaculos que quedan
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fuera de la region, el grosor del marco en cada eje debe venir determinado por
las dimensiones del robot en el correspondiente eje. Un ejemplo se muestra en
la figura 5.8. Si al resultado de la convolucién se le elimina el marco introducido

anteriormente, el resultado corresponde con el esperado.

Espacio de

trabajo Robot C-espacio

Figura 5.8: Eliminando el efecto de la periodicidad con un marco

5.5 Segmentacién?

Una segunda dificultad derivada del uso de la FFT proviene de la necesidad
de utilizar matrices, y por tanto regiones rectangulares para la evaluacion de
la convolucién. Es decir, lo que anteriormente habiamos definido como minimo
rectangulo contenedor.

Al ser necesario realizar la convolucion para el mre de la region de interés,
también se evaldan un conjunto de pixels (todos aquellos que no pertenecen a
la RDI) que no era necesario evaluar, a los cuales denominaremos pixels inne-
cesarios. En principio, esto no deberia suponer un gran inconveniente debido a
las ventajas que supone el uso de la FFT en cuanto al tiempo de calculo. Pero
en ciertas situaciones la cantidad de pixels innecesarios en la RDI puede hacer
que el uso de la FFT sea ineficiente.

Vamos a ilustrarlo con los ejemplos de la figura 5.9. En ella, los pixels en

gris representan la RDI. Es necesario recordar que esta RDI se corresponde con

2Una segmentacion de imégenes consiste en la division de una imagen en un conjunto de
regiones no superpuestas cuya unién es la imagen completa. El propésito de la segmentaciéon
es la descomposiciéon de la imagen en partes con un significado respecto a una aplicacién

particular. Del cap. 10 de [HS92]
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la region del C-espacio que se desea evaluar, que estd rodeada completamente
por 0s (el complemento es la regién invariante con valor 0). Al obtener el mrec
de la RDI (en lineas discontinuas), es necesario incluir gran cantidad de pixels

que no pertenecen a la RDI.
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Figura 5.9: Ejemplos en los que el minimo rectangulo contenedor contiene

un nimero muy elevado de pixels afiadidos

La forma de evitar este inconveniente serd dividir la RDI en trozos mas
pequenos de modo que sea posible evaluar cada fragmento por separado. Se
consigue de ese modo minimizar la inclusién de regiones externas a la RDI.

Esta razoén es la que nos ha motivado a definir este proceso como segmenta-
cién, aunque, como se analizard més adelante, no coincida completamente con
la definicién de segmentacion. Sin embargo, el propdsito es similar, puesto que
se desea dividir la RDI en partes més pequenas siguiendo ciertos criterios para

optimizar la evaluaciéon de la convoluciéon utilizando la FFT.

5.5.1 Criterios de segmentacion

En esta seccién se va a determinar qué criterios se van a utilizar para determinar
los diferentes trozos en los que se segmente la RDI. Para especificar estos criterios
es necesario analizar en primer lugar qué es lo que se busca con la segmentacion.

Con la RDI se habia conseguido que tinicamente fuera necesario utilizar la
misma region del espacio de trabajo que la que se desea evaluar del C-espacio.
Con la segmentacion se desea dividir la RDI en partes mas sencillas, donde
se siga cumpliendo la premisa anterior, es decir, solamente con cada una de
esas partes en el espacio de trabajo se puede evaluar la regién del C-espacio

correspondiente.
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Por lo tanto, es necesario determinar cudles son las condiciones que se deben
cumplir en la segmentacién para que sea vilida. Estas condiciones, y por tanto
la forma de segmentar, van a depender de la naturaleza de la RDI, por lo que
se va a clasificar en dos grupos. En primer lugar veremos el caso en el que la
RDI esta formada por diferentes conjuntos no 8-conexos entre si, para pasar

posteriormente al planteamiento para una RDI 8-conexa.

RDI no 8-conexa

Al tratarse de una region no 8-conexa (figura 5.9(a)), es posible identificar
cada uno de los conjuntos aislados que forman la RDI (no estan conectados entre
ellos). Una vez que ya se tienen los diferentes fragmentos que forman la RDI, se
puede comprobar que cada uno de ellos estd rodeado completamente por pixels
con valor 0 en el C-espacio. Esto es cierto puesto que lo estaba la RDI, y dado
que los fragmentos no son 8-conexos entre si, éstos también estaran rodeados de

0s.

Asi, por el Lema 4.2 se puede evaluar el C-espacio correspondiente a cada
fragmento de manera independiente, sin necesidad de conocer los valores de los
pixels que pertenecen al resto de fragmentos. Y por lo tanto, para evaluar la
convolucién utilizando la FFT tnicamente es necesario considerar los mrc para

cada fragmento en el momento de evaluar su convolucioén.

El resultado de aplicar esta segmentacion al ejemplo de la figura 5.9(a) se

muestra en la figura 5.10.
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Figura 5.10: Segmentacion de una RDI no 8-conexa
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RDI 8-conexa

En este caso no es posible separar la RDI en fragmentos separados. Un
ejemplo de este tipo es el mostrado en la figura 5.9(b), donde se puede observar
que es imposible fragmentar la region, al ser conexa, en trozos aislados. Y, sin
embargo, el mre incluye gran cantidad de pixels innecesarios. Este tipo de RDIs
se corresponden por lo tanto con RDIs convexas.

Antes de proponer una solucion vamos a recordar cémo se habia llegado a la
RDI que se esta considerando. Se habia obtenido la RDI como la misma regién
en el espacio de trabajo que la deseada en el C-espacio, gracias a que se encon-

traba completamente rodeada por pixels con valor 0, aplicando el Lema 4.2.
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Figura 5.11: Segmentacion no valida de una RDI 8-conexa

Si la region de C-espacio que se desea conocer es conexa, y se fragmenta,
ninguno de los trozos cumpliré las condiciones del lema anterior, puesto que por
alguna parte de su frontera el valor no sera 0 (figura 5.11), de tal modos que no
es posible identificar cada fragmento con una RDI. Por lo tanto, la segmentacion
planteada anteriormente no es valida, por lo que es necesario recurrir a otras
formas de realizarla.

Para que se pueda identificar cada fragmento con una RDI se propone una
segmentacién en la que los diferentes fragmentos no son disjuntos®, es decir,

estan solapados. De este modo, cualquier pixel estard en una de estas dos

3La segmentacion de iméagenes supone la division en un conjunto de regiones no super-
puestas, por lo que este proceso no coincide exactamente con una segmentacién de imagenes.

Aun asi, seguiremos llamando a este proceso segmentacion por las similitudes que presenta.
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opciones: pertenece a uno solo de los fragmentos o estd contenido en més de

uno.

e El pixel Gnicamente pertenece a un fragmento

Al pertenecer tnicamente a un fragmento, el valor que toma el pixel en
el C-espacio se obtiene al convolucionar el fragmento en el espacio de
trabajo con el robot. Por lo tanto, todos los pixels del espacio de trabajo
que influyan en el sumatorio de la convolucién deben encontrarse en el
mismo fragmento en el que se encuentra el pixel. Si no fuera asi, pixels

que influyen en el valor de la convolucién no son considerados.

Esta condicién impone una restriccion sobre el modo en que se debe rea-
lizar la segmentacion, de modo que se debe garantizar que cumpla la con-

dicién anteriormente expuesta.

e El pixel esta contenido en dos o mas fragmentos

Al realizar el sumatorio de la convolucion es necesario considerar todos
los pixels que influyen en el resultado (todos ellos contenidos en la RDI).
Se podria pensar que, como en el caso anterior, al convolucionar cada
fragmento, para obtener un valor correcto del pixel, el fragmento tiene
que contener todos los pixels necesarios para evaluarlo. Segtn el Lema 4.2
esto sblo se puede asegurar si el fragmento estd completamente rodeado
por pixels desocupados. Sin embargo, es imposible escoger fragmentos que
estén completamente rodeados por pixels desocupados puesto que la RDI

era 8-conexa.

En contra de lo que cabe esperar, esto no supone un gran problema si
el conjunto de los fragmentos que contiene al pixel a evaluar, incluye a
todos los pixels necesarios para su evaluacion. Entonces, de una forma
u otra todos los pixels que afectan al valor de la convolucién han sido

considerados.

De esta forma, si en todos los fragmentos se ha evaluado el pixel con valor
0 entonces el valor para la convolucién global es 0 puesto que todos los
términos del sumatorio (cada uno evaluado en su correspondiente frag-
mento) tomaban ese valor. De igual modo el valor es distinto de 0 si lo es

en alguno de los fragmentos.
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Un ejemplo de particion se puede observar en la figura 5.12. Aqui, se ha
segmentado la RDI en dos fragmentos, la parte inferior y la lateral. Si estos
fragmentos cumplen las condiciones impuestas anteriormente para los pixels
que pertenecen unicamente a un fragmento o a ambos, se puede realizar la
convolucién de forma independiente. Por lo tanto, serd necesario considerar el
mrc de cada uno de ellos por lo que se reduce el nimero de pixels innecesarios
incluidos. Por supuesto, después de realizar la convolucién el valor que toman

los pixels comunes seré cero si el calculado en cada uno de los fragmentos lo era.
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Figura 5.12: Segmentacion de una RDI 8-conexa

5.5.2 Automatizacién de la segmentacion

Existen una gran cantidad de técnicas para realizar la segmentacién de imégenes
([GW8T]) debido a que es un campo ampliamente estudiado en vision artificial.
Sin embargo, todas ellas estan enfocadas a la identificacién de regiones con
caracteristicas diferenciadas. Y, en ningiin momento se considera la posibilidad

de que pueda haber superposicién de las regiones.

Estas técnicas podrian ser aplicadas al caso de RDIs no conexas, pero no
cuando se trate de RDIs conexas. Ademads, segin se comentd en el apartado
anterior, en este segundo caso, la segmentacién requiere de una serie de condi-
ciones que indican que se debe proponer una técnica de segmentacién apropiada
para esta situacion. Por esta razon se ha desarrollado un método basado en la

eliminacién de las regiones innecesarias que se incluyen con el mre.
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5.5.2.1 Meétodo de eliminacién de regiones innecesarias

En esta seccion comentaremos la filosofia general del método propuesto y en

secciones sucesivas ahondaremos en sus aspectos claves.

Definicién 5.3
Denominaremos Mdzimo Rectingulo Innecesario (MRI) de un mre, al
mayor de los rectangulos (de area maxima) dentro del mrc que tnica-

mente contiene pixels innecesarios.

Utilizando el MRI es posible realizar una segmentacion en cuatro fragmen-
tos, donde Gnicamente intersectan 2 a 2. Los cuatro fragmentos se corresponden
con las bandas horizontales superior e inferior al MRI y las verticales en los la-
terales. Un ejemplo se muestra en la figura 5.13, donde se tienen los cuatro
fragmentos (O y O las bandas horizontales, O y O las bandas verticales). Ade-
més, se puede observar que las intersecciones de los fragmentos se corresponden
con las zonas correspondientes a los 4 vértices. En el caso de que alguno de los
lados del MRI coincida con el del mrc el fragmento correspondiente no existira.

A continuacion, serd necesario determinar el mre de la porcion de la RDI

contenida en cada uno de los fragmentos.

—> @9
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Figura 5.13: Segmentacion utilizando el MRI

“

En las figuras 5.14 y 5.15 se muestra el proceso de segmentacién propuesto
aplicado a los ejemplos de la figura 5.9 contemplados anteriormente. En ellas se
puede observar como en ciertas situaciones no es necesario considerar los cuatro
fragmentos. En la figura 5.14 también se puede observar cémo solamente una
parte de los fragmentos contienen RDI, por lo que es necesario determinar el

mrc.
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e

A
| B

Figura 5.14: Procedimiento de la segmentacion para el ejemplo de la figura

5.9(a)

Figura 5.15: Procedimiento de la segmentacion para el ejemplo de la figura

5.9(b)

Si consideramos el tercer ejemplo mostrado en la figura 5.16, se puede obser-
var que la segmentacion en cuatro fragmentos puede ser insuficiente. Es decir,
alguno de los fragmentos obtenidos atin puede contener una regién innecesaria
cuya superficie sea elevada. En este caso, el procedimiento puede ser aplicado
de forma recursiva sobre cada uno de los mre obtenidos, eliminando de esta
forma tantas regiones innecesarias como sea pertinente. Asi, se puede ver en la
figura 5.16 que aplicando el procedimiento de la segmentacién una segunda vez

se obtienen los resultados deseados.

5.5.2.2 Determinacion del MRI

Como se ha descrito, encontrar el MRI consiste en elegir el mayor de los rectan-
gulos que tinicamente contienen elementos innecesarios. Sin embargo, ésta no es
una tarea facil, puesto que pueden existir infinidad de rectangulos contenidos,
y, en el caso de una RDI suficientemente dispersa, distribuidos por diferentes
posiciones.

Para determinar el MRI proponemos utilizar un método aleatorio, que con-

siste en generar un numero determinado de semillas diseminadas de forma alea-
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Figura 5.16: Segmentacion recursiva

toria por el mrc. De estas semillas, tnicamente seran validas aquellas que se
sitiien en pixels innecesarios. Todas las semillas validas comenzaran a crecer,
expandiéndose en forma de rectangulo hacia aquellas direcciones en las que pue-
dan alcanzar una mayor &area, con la condicién de que tnicamente contengan
pixels innecesarios. De esta forma, escogiendo la semilla que mayor area ha
alcanzado se puede obtener el MRI.

Evidentemente, al ser un método aleatorio no tiene por qué encontrarse el
méximo de todos los posibles rectangulos. Pero si el nimero de semillas es
suficiente se encontrard uno de los mayores. Lo cual no es un inconveniente
puesto que simplemente se desea el mayor para obtener la mejor segmentacion

posible y eliminar el maximo de pixels innecesarios.

5.5.3 ;Cuando segmentar?

El criterio para decidir cuando realizar una segmentaciéon de la RDI va a ser un
punto clave a la hora de conseguir un funcionamiento 6éptimo del algoritmo. De
tal modo que, si los criterios son excesivamente restrictivos apenas se realizara
la segmentacién, con el inconveniente de que se van a realizar evaluaciones en
lugares donde no sea necesario.

Por el contrario, si los criterios son muy amplios se tendera a segmentar en

un gran namero de casos. Esto, aunque en principio pueda parecer beneficio-
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so, puede acarrear grandes perjuicios. En primer lugar, realizar el proceso de
segmentaciéon puede suponer mayor esfuerzo que el que supondria evaluar los
pixels innecesarios. Y en segundo lugar, es necesario considerar que al realizar
la segmentacion, si la RDI es conexa, se produce un solapamiento entre la re-
giones a evaluar. Realizar segmentaciones de forma masiva sobre RDIs que ya
han sido segmentadas anteriormente acarrea que existan regiones que deban ser
evaluadas multiples veces (una region en la que se solapan varias RDIs) con el
consiguiente perjuicio.

Por lo tanto, es necesario llegar a una solucién de compromiso. También, se
deben buscar criterios que se evalien de una forma rapida, de tal modo que la
comprobacién para realizar la segmentacion o no sea lo més rapida posible.

Se ha optado por considerar como criterio de segmentacioén el porcentaje de
la region ocupada por los pixels innecesarios en el mre de la RDI. De tal forma
que, si el porcentaje de la regién innecesaria supera un umbral se realizara la
segmentacién. KEste es un procedimiento extremadamente sencillo que puede

realizarse rapidamente.

5.6 Algoritmo completo

Si se anade el proceso de segmentacioén descrito anteriormente al Algoritmo 5.1
resulta el Algoritmo 5.2. En las lineas 1-5 se realiza la inicializacién de variables.
Es necesario destacar la aparicion de las listas RDIs; que representan el conjunto
de RDIs que deben ser evaluadas en la iteracién ¢. Esta lista aparece debido a
que en el proceso de segmentacion es necesario considerar cada una de las RDIs
resultantes independientemente. No obstante, en la primera iteracién solamente
es necesario considerar una tnica RDI que es todo el espacio.

En la linea 6 se realiza la iteracién donde se va refinando el nivel de reso-
lucién, mientras que la linea 7 se incluye para que se evalte la convolucién en
todas las RDIs que se han fragmentado en las iteraciones anteriores. El res-
to del algoritmo es similar al mostrado en el Algoritmo 5.1 salvo en las lineas
19-22 donde se comprueba si la RDI obtenida para ser evaluada en la siguiente
iteracion debe ser segmentada o no segin los criterios que se hayan establecido.

En el caso de que se requiera la segmentacién esta se realiza incluyendo cada
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uno de los fragmentos resultantes como las RDIs que es necesario evaluar en la

siguiente resolucion.

Algoritmo 5.2 Algoritmo completo

1:

2:

3:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22:

23:

quadtree del espacio = obtener espacio()
RDI = todo el espacio
RDIs; < RDI

: quadtree robot = obtener robot()
: quadtree C-espacio = nuevo()

: para ¢ = 1 hasta ¢ =resoluciéon total

para todo cada RDI de RDIs;
matriz del espacio = matriz del quadtree del espacio de RDI
a resolucion ¢
matriz del robot = matriz del quadtree del robot
a resolucién ¢
resultado = convolucionar(matriz del espacio, matriz del robot)
si © = resolucién total entonces
invariante = resultado
si no
invariante = obtener invariante(resultado)
no invariante — resultado\invariante /*complemento relativo a*/
RDI = determinar region de interés(no invariante)
si es necesario segmentar (RDI) entonces
RDIs; 1 < segmentar(RDI)
si no
RDIs; 11 «— RDI

pasar informacién de invariante al quadtree del C-espacio

5.7 Consideraciones finales

Una de las principales diferencias entre el algoritmo completo y el basico aparece

en las lineas 19-20, donde se realiza la segmentacién en el caso de ser necesaria.

Como se coment6 en el apartado 5.5.3, el criterio que se va a utilizar para

determinar si es necesario segmentar o no, es el porcentaje del mrc de la RDI
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ocupado por pixels innecesarios. Si supera un determinado porcentaje umbral
serd necesario segmentar.

Por lo tanto ahora se tiene una situaciéon de compromiso en el valor del
porcentaje umbral. Este valor no debe ser fijo, puesto que la segmentaciéon
también debe estar de acuerdo con la dispersiéon de la RDI. No es lo mismo una
RDI completamente agrupada donde con la segmentacién se puede eliminar gran
parte de los pixels innecesarios que una muy dispersa donde la segmentacién no
elimina apenas las zonas innecesarias. Indudablemente, la dispersién de la RDI
estard asociada a la dispersiéon del espacio de trabajo, puesto que espacios de
trabajo dispersos producirdn RDIs dispersas y espacios de trabajo organizados
RDIs agrupadas. Por lo tanto tenemos con el porcentaje umbral un parametro
de sintonizacién del algoritmo dependiendo del espacio que se esté considerando
en cada momento.

En cuanto a la linea 20 del algoritmo, donde se realiza la segmentacion,
también es necesario realizar una serie de consideraciones. El procedimiento
propuesto para realizar la segmentacién estaba basado en la determinacién del
MRI a partir de un conjunto de semillas lanzadas al azar. El nimero de semillas
que se utilice tampoco debe ser fijo, puesto que para una RDI dispersa serd
mucho méas complicado encontrar el MRI que para una RDI agrupada. Por lo
tanto, el numero de semillas a utilizar también es un pardmetro que es necesario
determinar para un correcto funcionamiento del algoritmo.

Como se ha explicado, estos dos parametros (porcentaje umbral y nimero
de semillas) no se pueden determinar con un caracter general, puesto que sus
valores 6ptimos dependen de la RDI a considerar, y en concreto de su dispersion.

Puesto que la RDI esta directamente relacionada con el C-espacio, ya que
es la regién no invariante, la medida de la dispersién se puede realizar sobre el
C-espacio. Pero, el C-espacio es lo que se esta evaluando, por lo que es desco-
nocido a priori. Por otro lado, la dispersién en el C-espacio estd intimamente
relacionada con la dispersién en el espacio de trabajo, que si es conocida a priori.
De este modo se debe establecer una dependencia funcional entre la dispersion

del espacio de trabajo y los valores 6ptimos de sintonizaciéon de la segmentacion.






C-espacio de un Robot Mévil con Giros

Cuando se considera un robot mévil con la posibilidad de girar, segin se comento
en el apartado 2.1.3, la dimensién del C-espacio aumenta para introducir una
nueva variable en la configuracién correspondiente a la orientacion. De este
modo, una configuraciéon del robot viene definida por la tupla (z,, y,, 0,), donde
(zr,yr) determinan (igual que cuando no se consideran giros) la posicion de un
punto fijo del robot respecto un sistema de referencia asociado al espacio de
trabajo y 6, la orientacion.

Si se plantea la evaluacién del C-espacio como una convolucién discreta

[Kav95] se tiene que
C(@p,yr,0n) = > Wi, ) A (w7 — iy, — ) = W @ Af (i, j)
2

donde W es la matriz que representa al espacio de trabajo y Alar al robot en la
orientacion 6. En este caso, las tnicas variables que convolucionan son las de

posicion (z,y), mientras que la orientacion es independiente.

105
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Debido a la independencia de la orientacién, algunos autores proponen la
discretizacion del eje correspondiente a la orientaciéon en el C-espacio (entre
ellos [Kav95]). De tal manera que, se puede evaluar el C-espacio completo como
un conjunto de planos con orientacion constante. Para la evaluacion de cada uno
de estos planos se puede aplicar el mismo procedimiento que para la evaluacién

del C-espacio de un robot mévil sin giros.

Teniendo en cuenta esto, se puede aplicar la convolucién jerarquica de la
misma forma que se propuso en el capitulo 5, realizindola sobre cada una de
las orientaciones. El resultado es una representacion de quadtree para cada una

de las orientaciones consideradas.

Sin embargo, puesto que las variaciones entre la representacion del robot
para dos orientaciones consecutivas van a ser pequenas, también lo seran las
variaciones que se produzcan entre dos planos consecutivos en el C-espacio.
Por lo tanto, al ser nuestro objetivo la utilizaciéon de estructuras jerarquicas,
es posible la agrupacion de los datos en la direccién angular, obteniéndose una
estructura de octree, apropiado para representar un espacio tridimensional. De

este modo se compactaran en gran medida los datos resultantes.

Una posibilidad seria construir el octree una vez que se han obtenido cada
uno de los planos del C-espacio en forma de quadtree. Asi, se pueden ir com-
binando parejas de planos para agrupar regiones similares en ambos, formando
una estructura d-slice. Y luego, de forma reiterativa combinar parejas de los
d-slices obtenidos anteriormente [SJL94| para obtener uno que incluya ambos.

Un ejemplo ilustrativo se muestra en la figura 6.1.

Otra posibilidad es integrar la variable que no convoluciona en el algoritmo
que evalia el C-espacio de forma jerarquica. De modo que, el refinamiento se
realice también en la orientacién a medida que se alcanza una mayor resolu-
cién. Asi, segun se tiene mayor precision en las variables espaciales, también se

adquiere respecto al espacio que ocupa el robot en una determinada orientacién.

Esta ultima posibilidad es la que se va a plantear en este capitulo, debido a
que se pueden ir eliminando regiones que quedaréin vacias para grandes intervalos
de angulos, por lo que se obtendrd una mayor reduccién de memoria, ya que

no es necesario evaluarlo para cada uno de los angulos. La utilizacion de los
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Combinar
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Figura 6.1: Combinacion de quadtrees para producir un octree

d-slices seria similar a, cuando se calcula el C-espacio de un robot mévil sin
giros, realizar la convolucién en forma matricial y luego calcular el quadtree.
En el siguiente apartado se determinaré cudl es la estructura de datos més
apropiada para la representacion del C-espacio, teniendo en cuenta que el re-
finamiento en el angulo se pretende realizar junto con las variables espaciales.
Posteriormente, se procederd a describir el modo de introducir la nueva dimen-

sion en el procedimiento de evaluacion del C-espacio.

6.1 Definicion de la estructura de datos

Antes de comenzar a definir la estructura de datos se necesario determinar las
caracteristicas de las funciones que van a intervenir en la evaluacién del C-

espacio:

e El espacio de trabajo es un espacio bidimensional con las coordenadas

(z,y) y por lo tanto representado mediante un funciéon bidimensional
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e El robot es una region bidimensional (z,y) para cada angulo (), represen-
tado por una funcién bidimensional. Sin embargo, como se requiere una
funcién para cada valor de angulo, éste se puede introducir en la funcién

resultando una funcion tridimensional con las variables (z,y, 6)

e El C-espacio es un espacio tridimensional con las coordenadas (z,, y,, 6,),

por lo tanto se representa mediante una funcion tridimensional

El espacio de trabajo, al representarse mediante una funcién bidimensional,
se puede representar en forma discreta mediante quadtrees. En cuanto al robot
y al C-espacio, al ser tridimensional, la estructura que parece mas apropiada
para su representacion es el octree. Asi, se puede obtener una descomposiciéon
regular en todas las coordenadas, por lo que se pueden obtener diferentes niveles
de discretizaciéon en cualquiera de ellas.

Sin embargo, la estructura de octree impone que se realice el mismo ntmero
de descomposiciones en los tres ejes. Esto es ttil cuando los tres ejes represen-
tan variables de la misma naturaleza, y ademas, abarcan intervalos semejantes,
como seria el caso de tres coordenadas espaciales. En nuestro caso, mientras
que dos ejes corresponden con coordenadas espaciales, el tercero corresponde
con una coordenada angular, y por lo tanto limitada al intervalo [0,27]. Si la
superficie por donde se mueve el robot es suficientemente grande, para alcanzar
una precisién aceptable es posible que se necesite llegar a un nivel de resolucién
elevado. Pero, ese nivel de resolucién puede llegar a no tener ningtn sentido en
la coordenada angular, puesto que se llegarian a diferenciar orientaciones que
seria imposible distinguirlas con los sistemas de percepcion del robot.

Asi, por ejemplo, supongamos que se desea representar el C-espacio corres-
pondiente a un entorno de trabajo de dimensiones 100 x 100m? con una preci-
sién de al menos 1, 5¢m. Entonces se necesitaria una resolucion de 8.192 x 8.192.
Utilizar la misma resolucién en la coordenada angular llevaria a distinguir entre
diferencias de 7,7 “rad = 0,044°, lo cual un sistema robético es incapaz de
diferenciar.

Es necesario, por lo tanto, utilizar algin tipo de estructura que permita
trabajar con diferentes niveles de resoluciéon para las coordenadas espaciales
que para la angular. La estructura que se ha elegido es una estructura hibrida

de octree y quadtree.
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6.1.1 Arbol multigrado-2*

Proponemos utilizar una estructura, que hemos disenado en este trabajo de-
nominada arbol “multigrado-2*”, y que es similar a la propuesta en [SJL94]
(d-slice), aunque la finalidad es completamente distinta, como se comentaré a
continuacion.

La estructura de arbol multigrado-2* tiene como caracteristica especial que
permite trabajar con espacios de dimensién n y con diferentes niveles de re-
solucién para cada una de las dimensiones o ejes del espacio. Para ello, cada
dimensién debe subdividirse un ntimero de veces distinto al resto. Para conse-
guirlo se utilizara una estructura de arbol con diferentes grados. Es decir, cada
uno de los nodos que forma el arbol se dividira en un nimero distinto de hijos
dependiendo del nivel en el que se encuentre dentro del arbol.

Puesto que se desea una estructura que represente una descomposicion regu-
lar del espacio, cada vez que se realiza una subdivision en una de las dimensiones
ésta debe generar dos trozos del mismo tamano. Por esta razon, el grado del
&rbol en cada nivel no puede ser cualquiera, sino que tiene que ser una poten-
cia de 2. De este modo, el grado en un nivel sera 2¥, siendo k el ntimero de
dimensiones que se subdividen en dicho nivel.

Para que esta estructura pueda reconstruir el espacio, es necesario que inclu-
ya informacién de las dimensiones que se subdividen en cada uno de los niveles,
de modo que sea posible determinar qué region del espacio representa cada nodo.

Por otro lado, para evitar la necesidad de incluir toda esa informaciéon y para
conseguir que el arbol sea més organizado es conveniente optar por sistematizar
las divisiones, de modo que el grado del arbol disminuya segin se profundiza en
el arbol. Asi, en los primeros niveles se dividiran todas las dimensiones, hasta
llegar a un nivel en el que alguna no necesite dividirse mas. En este punto el
grado para ese nivel se reducird, dividiéndose el resto de dimensiones, hasta
llegar de nuevo a un nivel en el que otra dimensién alcance su maximo nivel
de resolucioén, por lo que de nuevo se reducira el grado del arbol para ese nivel.
De este modo, se continuaré reduciendo el grado hasta que ninguna dimensién
requiera mayor nivel de resolucién. Por lo tanto, tinicamente serd necesario
especificar en qué nivel del arbol deja de dividirse cada una de las dimensiones.

Un ejemplo de este tipo de arbol se muestra en la figura 6.2.
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Figura 6.2: Arbol multigrado-2*

Una diferencia del arbol multigrado-2* con el d-slice radica en la ordenacion
del arbol. Mientras que en el arbol multigrado-2* se comienza con el mayor
grado posible y se va disminuyendo segiin se aumenta de nivel en el arbol, en
el d-slice se comienza con el menor grado y se aumenta segin se aumenta de
nivel. Por otro lado, el d-slice inicamente considera espacios tridimensionales,
pues es propuesto como una estructura intermedia para agrupar quadtrees y asi

formar un octree.
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6.1.2 Arbol multigrado-2* para representar el C-espacio y

el robot

En el caso de estudio que nos ocupa, para representar el robot y el C-espacio
tenemos que considerar espacios tridimensionales correspondientes a los tres

grados de libertad. En ambos casos el grado maximo del arbol sera 23.

Dos de las dimensiones corresponden a coordenadas espaciales, mientras que
la tercera se corresponde con una coordenada angular por representar una orien-
tacién. Por no necesitarse una precision elevada en la coordenada angular, no se
requiere alcanzar un alto nivel de resolucion. Sin embargo, las dos coordenadas
espaciales serdn comparables por su naturaleza, por lo que ambas alcanzaran el
mismo nivel de resolucién, en general alto pues pueden representar un espacio
amplio. Teniendo en cuenta estas caracteristicas, la coordenada angular se deja-
ra de dividir en niveles anteriores que las espaciales, mientras que las espaciales

permaneceran hasta el nivel més profundo del arbol.

Nivel 0
Nivel 1

Nivel 2

Nivel m

Nivel m+1

Nivel n-1 S 3 i
Nivel n

Figura 6.3: Arbol multigrado-2* para representar el C-espacio

En la figura 6.3 se presenta un esquema de la estructura de arbol multigrado-
2% para representar el C-espacio y el robot. En ella se puede observar c6mo los
primeros niveles del drbol son de grado 23. Al llegar al nivel m la coordenada
angular deja de dividirse pasandose a tener niveles de grado 22, correspondién-

dose con divisiones en las dos coordenadas espaciales. De este modo, al aplicarse
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(a) (b) ()

(d)

Figura 6.4: Representacion espacial de una plataforma rectangular con un

arbol multigrado-2* en diferentes niveles de resolucion
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esta estructura para la representacion del C-espacio y el robot, Gnicamente es
necesario especificar el nivel m en el que deja de dividirse la coordenada angular.

En la figura 6.4 se muestra la representaciéon espacial de una estructura de
este tipo para el robot. Para una mejor visualizacién de los diferentes niveles
del arbol se ha representado de forma incremental. Esto se ha mostrado asi, ya
que segun se profundiza en el arbol, nodos en niveles inferiores pueden llegar
a ocultar nodos de niveles anteriores. En estas representaciones, el eje verti-
cal se corresponde con la coordenada angular, mientras que los ejes del plano
horizontal corresponden a los ejes espaciales.

En la figura 6.4(a) aparecen representados los nodos ocupados cuando se
trabaja con la misma resolucién en las tres direcciones, por lo que todos ellos
pertenecen al mismo nivel del arbol. Al anadir a la representaciéon los nodos
correspondientes al siguiente nivel (figura 6.4(b)) aparecen los nodos de tamafio
menor. Estos nuevos nodos respecto a las coordenadas espaciales tienen doble
resolucion, al igual que sucede con la coordenada angular. Si en este momento
se anaden a la representacion los nodos correspondientes al proximo nivel (figura
6.4(c)) se puede comprobar que ahora los nuevos nodos introducidos, aunque
en las coordenadas espaciales, tienen tamano mitad que sus antecesores, en el
eje angular las dimensiones son iguales. Por lo tanto, en este nivel ya no se ha
seguido dividiendo el eje angular, por lo que el drbol ha pasado de ser de grado
8 a ser de grado 4. Al introducir los nodos del ultimo nivel (figura 6.4(d)) se
observa el mismo comportamiento al seguir siendo de grado 4.

En la figura 6.4, una vez que se ha representado con el maximo nivel de reso-
lucién, se puede observar que se corresponde con un robot de forma rectangular

que presenta todas las orientaciones posibles al rotar alrededor de su centro.

6.2 Aspectos a considerar con la inclusién de la

orientacion

Como se analizo en el capitulo 5, la aplicacion de la convolucién jerarquica en la
evaluaciéon del C-espacio de un robot mévil conlleva un refinamiento, a medida
que se alcanza mayor resolucion, tnicamente en los lugares que es necesario.

Con la introduccién de la orientacion en el C-espacio también serd necesario el
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refinamiento de ésta, y ademas, al ser una variable que no convoluciona, necesita
una atencién especial.

Por otro lado el concepto en el que esta basada la convolucién jerarquica es
el de la regién invariante. Este, al estar definido para un espacio bidimensional,
también debe ser reconsiderado al introducir la tercera dimensién correspon-
diente a la orientacion.

Estos dos aspectos son los que seran expuestos en este apartado, antes de
proceder a adaptar la convolucién jerarquica para considerar la posibilidad de

giros en el robot movil.

6.2.1 Refinamiento de la orientacién: robot virtual

Con el refinamiento de la orientacion se van a obtener discretizaciones con di-
ferentes niveles de resoluciéon sobre esta variable angular. En cada una de estas
discretizaciones el intervalo que incluye todas las posibles orientaciones [0, 27]
serd dividido en dos subintervalos de la misma amplitud. Por lo tanto, cada
uno de los subintervalos resultantes representa un conjunto de orientaciones del
robot.

La representacion el robot en cada intervalo de orientaciones se puede realizar
mediante el drea barrida por el robot al girar en los valores de dngulos definidos
por el intervalo. Asi, aparece la idea de robot virtual, cuya geometria coincide
con el area barrida por el robot real en un intervalo de dngulo. Un ejemplo de
esta representaciéon se muestra en la figura 6.5. En ella se representa un robot
y el area barrida por éste cuando se consideran diferentes niveles de resolucion.
Asi, para un determinado intervalo, el robot se representa mediante el contorno
de la superficie barrida (trazo rojo en la figura 6.5).

Para cada orientacién perteneciente a un determinado intervalo, la superficie
del robot se encuentra incluida dentro del robot virtual para dicho intervalo.
De este modo, si se considera el C-espacio para el robot virtual sin considerar
giros, la region libre de C-obstaculos calculada también lo serd para el robot en
cualquier orientacién del intervalo.

De este modo, segin se aumenta el nivel de resolucién en la variable angular,
el intervalo de angulos representado es menor, y por lo tanto, el &drea barrida

por el robot se asemeja cada vez mas a la region ocupada por el robot en
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Robot
n-31/2 3n/2-2n
0-n/4 n/4-1/2 n/2-31/4 3n/4-n n—5m/4 5n/4-3n/2  3n/2-Tn/4 Tn/4-2n

Figura 6.5: Superficie barrida por el robot en un intervalo de orientaciones

(robot virtual)

cualquiera de las orientaciones pertenecientes al intervalo. Por esta razoén, el
C-espacio evaluado se ird asemejando cada vez més al C-espacio para cualquier

orientacion fija del intervalo.

6.2.2 Regidén invariante del C-espacio

El concepto principal en el que se sustenta la convolucion jerarquica es el de las
regiones invariantes. En aquel momento, el concepto de invarianza solamente
tenia un significado espacial asociado a las dos variables que convolucionaban.
Cuando se introduce la orientacién del robot, como una dimensién més en el
C-espacio, el concepto de region invariante debe ser extendido.

Una primera generalizacién podria incluir la tercera dimension simplemente
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pasando de regién a volumen invariante. De tal modo que, un volumen en el
C-espacio seria invariante si se mantiene libre u ocupado de obstaculos indepen-
dientemente de cualquier resolucién mayor que se utilice para su evaluaciéon.

Esta generalizaciéon seria apropiada si las tres dimensiones convolucionaran,
puesto que la evaluacién del volumen se puede realizar con una tnica convo-
lucién. Sin embargo, segin se explico al principio del capitulo, la orientaciéon
es una variable que no convoluciona, y por lo tanto es necesario evaluar una
convolucién entre el espacio de trabajo y el robot para cada uno de los valores
de adngulo. Por tanto, esta extension del concepto no parece apropiada, pues-
to que al realizarse convoluciones independientes para los diferentes intervalos
angulares del robot no es necesario que se determinen regiones invariantes que
incluyan varios intervalos, sino a cada uno de ellos de forma separada.

Para una ampliacién més acorde a esta circunstancia, se puede hacer uso
del refinamiento de la orientacion presentado en el apartado anterior, ya que
aparecio precisamente por ser una variable que no convoluciona. En concreto,
la utilidad provendra por el uso del drea barrida por el robot en un intervalo
de angulos. Se puede considerar un robot virtual que ocupa el area barrida, y
evaluar el C-espacio que corresponde a este robot.

A partir de esta regién invariante se puede realizar la siguiente definicién:

Definicién 6.1 (Regién invariante angular)

Denominaremos regién invariante angular a la region invariante del
C-espacio evaluado para un robot virtual en un intervalo angular, si
la regién se mantiene libre u ocupada independientemente de cualquier
nivel de resoluciéon mayor que se utilice en las variables espaciales y en

la orientacion.

Es interesante caracterizar cudles son estas regiones invariantes angulares, a
partir de las caracterizaciones de las regiones invariantes. En el capitulo 5 se
lleg6 a dos caracterizaciones de las regiones invariantes: una se corresponde con
el interior de los obstéculos, el cual lleva a una region del C-espacio ocupada; la
segunda corresponde con la region libre del C-espacio que esta rodeada por las
fronteras inferior e izquierda también por C-espacio libre.

Respecto al interior de los obstaculos, como ya se explicdé en su momento,
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siempre va a formar parte del C-obstaculo por estar la coordenada de referencia
del robot dentro de éste. Puesto que es un punto fijo del robot siempre estard
dentro de él independientemente de la orientacién. Por lo tanto, si una regién es
invariante para el robot virtual por este motivo, también lo serd para cualquier
otro intervalo de orientaciones, por lo que se trata de una regién invariante

angular.

Si se considera la segunda causa de invarianza, el area barrida por el robot al
rotar en un intervalo de angulos incluye al robot en cualquier orientacién. Por
lo tanto, el C-espacio libre evaluado para el robot virtual también lo es para el
robot en cualquier orientaciéon. De este modo la regiéon libre de C-obstéaculos
invariante para el robot virtual lo sera para cualquier orientacién, y por lo tanto,

también es una regién invariante angular.

6.3 Algoritmo modificado

Una vez que se han realizado las consideraciones anteriores, se esta en disposicién
de proceder a explicar el algoritmo propuesto cuando el robot moévil tiene la

capacidad de girar.

Es necesario destacar que el procedimiento coincide basicamente con el de la
convolucién jerarquica, salvo que se anade un refinamiento en la orientacién a
medida que se obtiene una mayor resoluciéon espacial. Como se trabajara con un
menor nivel de resolucién en la coordenada angular que en las espaciales, llegara
un momento en el que no serd posible continuar con el refinamiento angular,

por lo que se seguird tinicamente alcanzando mayor resolucién espacial.

Se comenzara con el nivel de resolucién 1. Asi, la orientacion se dividira
en dos intervalos, cada uno de ellos representado por el correspondiente robot
virtual. De este modo se suponen dos robots virtuales, para los cuales es nece-
sario obtener el C-espacio sin giros en el nivel de resolucién 1. Para cada uno
de ellos se buscara la region invariante angular (RIAl, RIAY), que lo seguird
siendo para cada subintervalo angular, y por lo tanto no necesita ser evaluada

con mayor precisiéon, ni angular ni espacial. Las complementarias de estas regio-

nes se deben evaluar con mayor precision (RIAi, RIAY). El resultado obtenido
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de la convolucién se puede trasladar al primer nivel del drbol que representa al

C-espacio, dividiéndose el nodo raiz en 8 nodos.

Al proceder con el siguiente nivel de resoluciéon, cada uno de los interva-
los angulares debe ser dividido en 2, por lo que ahora se suponen 4 robots
virtuales para los que es necesario obtener el C-espacio, en este caso al nivel
de resolucién 2. Cada uno de los 4 robots virtuales tiene asociada una regién
no invariante (aquella asociada al intervalo angular al que pertenece), por lo
que la convolucién no necesita realizarse en todo el espacio, sino solamente en
la regiéon no invariante. De forma analoga al paso anterior, se puede obte-
ner para cada uno de los cuatro robots virtuales una regién invariante angular
(RIA?, RIA3, RIAZ RIA?), y sus correspondientes no invariantes, que serd
donde se evaluara la convoluciéon en el siguiente nivel de resolucién. Este resul-
tado también se puede trasladar al arbol obtenido, siendo los niveles de grado

8.

Este procedimiento se repetira hasta evaluar el nivel de resolucién m, a partir
del cual suponemos que ya no se requiere mayor precision en la coordenada
angular. En este punto se tendran C-espacios para 2™ robots virtuales sin
capacidad de girar. Asi mismo, el drbol hasta este punto es de grado 8, puesto

que se han producido divisiones en las tres coordenadas.

Para los iteraciones posteriores no se va a dividir la coordenada angular. Por
lo tanto, como tnicamente se dividen las coordenadas espaciales, para cada una
de las orientaciones que se han alcanzado en el paso anterior se puede proceder
como si se tratara del C-espacio de un robot sin giros. De este modo, el adrbol
pasard a ser de grado 4, como corresponde al quadtree utilizado para representar

al C-espacio de un robot sin giros.

Una representacion en pseudocodigo se muestra en los Algoritmos 6.1 y 6.2.
El Algoritmo 6.1 se corresponde con la realizacién de divisiones en la variable
angular, segtin se aumenta la resoluciéon. Y el Algoritmo 6.2 comienza cuando ya
no es necesario realizar mas divisiones en la variable angular, puesto que ya se
ha alcanzado la mayor resolucién angular requerida, pero es necesario trabajar

con mayor resolucién espacial.

De las lineas 1 a la 5 se realiza la inicializacién de las variables necesarias.

Cabe destacar el uso de la lista RDIs; ;) que representa a todo el conjunto de
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regiones de interés que serd necesario considerar a la resolucién ¢. Puesto que
la evaluacion se hace por capas para intervalos de dngulos, se determina a qué

capa pertenece mediante el indice j.

Algoritmo 6.1

1: quadtree del espacio = obtener espacio()

2: RDI = todo el espacio

3: RDIs(y,;) — RDI

4: arbol multigrado del robot = obtener robot()
5: arbol multigrado del c-espacio = nuevo()

6: para ¢ =1 hastat=m

7:  para j = 1 hasta j = 2

8: para todo RDI de RDIs[i][j/2]

9: intervalo angular — [(j — 1)%F, j27]

10: matriz del espacio = matriz del quadtree del espacio de RDI
11: a resolucion ¢

12: matriz del robot — matriz del arbol multigrado-2* del robot

13: a resolucién ¢ en el intervalo angular

14: resultado = convolucionar(matriz del espacio, matriz del robot)
15: invariante = obtener invariante(resultado)

16: no invariante = resultado\invariante /*complemento relativo a*/
17: RDI = determinar region de interés(no invariante)

18: si es necesario segmentar (RDI) entonces

19: RDIs[i+1][j] <« segmentar(RDI)

20: si no

21: RDIs[i+1][j] < RDI

22: pasar informacion de invariante al quadtree del C-espacio

En la linea 6 comienza el primer bloque de iteraciones en el que se va aumen-
tando la resolucion. La resoluciéon méaxima que se considera es m, que es donde
deja de dividirse la variable angular. Como la evaluacién se realiza por capas
de resolucién angular es necesario evaluar la convolucién para cada capa en la

linea 7. Al aumentar la resolucién tanto en las variables espaciales como en la
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angular, el nimero de intervalos angulares depende de la resolucién a la que se
trabaje.

Después es necesario realizar la convolucién para todas las regiones de interés
que se determinaron en el paso anterior (linea 8). En este punto es necesario
comentar que, como el paso de una resoluciéon angular a otra esta basado en las
regiones invariantes angulares, las RDIs a utilizar son aquellas que corresponden

a los intervalos angulares previamente evaluados, que son la mitad en niimero.

Algoritmo 6.2
23: para ¢ = m + 1 hasta i = resolucion total

24:  para j = 1 hasta j = 2™
25: para todo RDI de RDIsi][j]

26: intervalo angular = [(j — 1)2%, j 2X]

27: matriz del espacio = matriz del quadtree del espacio de RDI
28: a resolucion ¢

29: matriz del robot = matriz del arbol multigrado-2* del robot

30: a resolucion ¢ en el intervalo angular

31: resultado = convolucionar(matriz del espacio, matriz del robot)
32: si i = resolucién total entonces

33: invariante = resultado

34: si no

35: invariante = obtener invariante(resultado)

36: no invariante = resultado\invariante /*complemento relativo a*/
37: RDI = determinar region de interés(no invariante)

38: si es necesario segmentar (RDI) entonces

39: RDIs[i+1][j] < segmentar(RDI)

40: si no

41: RDIs[i+1][j] « RDI

42: pasar informacion de invariante al quadtree del C-espacio

El resto del pseudocédigo es similar al expuesto para el robot sin giros. La
unica consideracién adicional a tener en cuenta es que ahora la matriz del robot

se corresponde con la del robot virtual en el intervalo angular.

El siguiente bloque de pseudocodigo (Algoritmo 6.2) comienza en el primer
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nivel de resolucion (m + 1) en el que ya no se divide la coordenada angular.
Termina cuando se alcanza el maximo nivel de resolucién espacial requerido.
Ademas, como se ha alcanzado la méxima resoluciéon angular, los intervalos
angulares que es necesario evaluar siempre son la misma cantidad 2. El resto

es similar al ultimo bloque del Algoritmo 6.1.

6.4 Caso de estudio

Para comprobar el correcto funcionamiento del algoritmo se va obtener el C-
espacio para un plataforma con forma rectangular moviéndose libremente por
un espacio de trabajo R2 con tres obsticulos. Para el espacio de trabajo se ha
considerado una discretizacién con una resolucién de 1024 x 1024 y para el robot
se ha tomado una resolucién angular de 64. De este modo, el C-espacio tendré
una resolucion de 1024 x 1024 x 64.

En la esquina superior derecha de la figura 6.4 se muestra el espacio de
trabajo, con los obstaculos en color negro y el robot en gris. En la misma
figura se muestra el C-espacio evaluado para ambos en una estructura de arbol
multigrado-2¥. Para una mejor visualizaciéon del resultado se muestra en la
figura 6.4 unicamente los dos C-obstaculos que estan préximos, donde se puede

comprobar como llegan a unirse.
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Figura 6.6: Espacio de trabajo con el robot y el C-espacio evaluado
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Figura 6.7: Detalle de dos C-obstéaculos






Técnicas y Herramientas

Este capitulo se dedica a una breve exposicién de las principales técnicas y
herramientas que se han utilizado en la realizacién de esta tesis doctoral. Como
técnica destacar las redes neuronales artificiales, que son métodos computa-
cionales empleados para almacenar informaciéon de patrones y generalizar para
patrones desconocidos. En cuanto a las herramientas, distinguir el SNNS como
una herramienta para implementar redes neuronales artificiales y la biblioteca

FFTW para realizar transformadas de Fourier discretas.

7.1 Técnicas

En esta seccién se expone la técnica que se ha considerado apropiada para la
determinacién de los pardmetros 6ptimos a utilizar en el algoritmo para realizar

la segmentacion: las redes neuronales artificiales. A este respecto se muestra el

125



126 Capitulo 7. Técnicas y Herramientas

concepto de neurona artificial y red neuronal en general, particularizando para

el tipo de red neuronal utilizada, el perceptréon multicapa.

7.1.1 Redes neuronales artificiales

Las redes neuronales artificiales (RNA) son un grupo de métodos computacio-
nales, cuya denominacién procede de la similitud que muestran con el modelo
de procesamiento neuronal biolégico. El cerebro humano almacena la informa-
cion en forma de patrones con distintos niveles de complejidad. Este proceso de
almacenar informacion en patrones, utilizarlos y resolver problemas con ellos es
el que tratan de imitar las redes neuronales. Por esta razén, en primer lugar, se
van a examinar conceptos elementales acerca de la neurona biologica, que son
los que sustentan, en parte, la definicion de las Redes Neuronales Artificiales

(RNA).

7.1.1.1 La neurona biolégica

La unidad funcional del cerebro, la neurona, esta constituida por un cuerpo
celular o soma (entre 10 y 80 pm) del que surge un denso arbol de ramificaciones
(dendritas) y una fibra tubular o axén (entre 100 pm y 1 metro). Esta neurona
es un elemento de proceso muy simple con un canal de entrada formado por
las dendritas, un procesador que seria el cuerpo celular y un canal de salida

constituido por el axon (Figura 7.1).
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Figura 7.1: Esquema basico de la neurona biolégica

Una neurona de la corteza cerebral recibe unas 10.000 entradas, y envia a su
vez salida a varios cientos de neuronas. La transmisiéon de la informacion de una

neurona a otra se lleva a cabo mediante una complicada reaccion electroquimica



7.1. Técnicas 127

a través de las unién entre el axén y las dendritas, o sinapsis. Las sinapsis libe-
ran sustancias quimicas transmisoras que elevan o reducen el potencial eléctrico
de la célula. Una vez que el potencial eléctrico rebasa cierto limite, se envia
al axon un impulso eléctrico o potencial de accién que, finalmente, llega a las
sinapsis y libera transmisores en los cuerpos de otras células. Las sinapsis que
aumenten el potencial seran excitadoras y las que lo disminuyen inhibitorias.
Dichas conexiones sindpticas muestran ademas plasticidad, es decir, puede al-
terarse la intensidad de las conexiones en respuesta al patréon de estimulacién.
Las neuronas establecen también nuevas conexiones con otras neuronas. Las
neuronas en la corteza cerebral, ademés, se organizan en capas y en grupos
especializados. Se puede decir que, el procesamiento de la informacion es muy

complejo, no lineal y con un elevado grado de paralelismo.

7.1.1.2 Redes neuronales artificiales

Las Redes Neuronales Artificiales (RNA) intentan imitar el funcionamiento del
cerebro humano donde el elemento béasico de una RNA es la neurona artificial
o elemento de proceso (EP).

Asi una Red Neuronal Artificial se puede definir como una estructura de pro-
ceso de informacién, paralela y distribuida, formada por Elementos de Proceso
(EP), interconectados a través de canales unidireccionales llamados conexiones,
con una salida tnica que se distribuye sobre un ntimero de conexiones (Figura
7.2). La salida puede ser de cualquier tipo numeérico (binario, bipolar, entero,
real, etc.). Pero a diferencia del cerebro donde las neuronas pueden interconec-
tarse de manera incontrolada, las redes se disponen en un ntmero limitado de
capas donde existen interconexiones entre las neuronas de cada nivel.

Dentro de una capa, las neuronas suelen ser del mismo tipo y la mayoria de

las redes neuronales van a estar formadas por tres niveles o capas:

e Capa de entrada recibe datos o senales procedentes del exterior y las

propaga hacia la capa intermedia.

e Capa intermedia o de neuronas ocultas que no recibe, ni suminis-
tra informacion al entorno. Las neuronas o nodos de esta capa oculta

contienen valores intermedios que son calculados por la red.
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Capa de entrada

: Capa oculta

: Capa de salida

Salida de informacion

Figura 7.2: Arquitectura de Red Neuronal Artificial

e Capa de salida cuyas neuronas proporcionan la respuesta de la red.

Se puede plantear como conclusion que los tres conceptos clave que las RNA

intentan imitar del cerebro humano son:

e El procesamiento en paralelo de la informacién. Las diferentes neuronas
estan operando de forma paralela, permitiendo tratar grandes volimenes

de informacién en poco tiempo.

e La memoria distribuida. La informacién almacenada se encuentra en las

sinapsis.

e La capacidad de adaptacién al entorno. Las sinapsis van variando con el

tiempo, modificando su valor a partir de ejemplos.

El altimo aspecto senalado es clave, ya que es el que incorpora la capacidad
de aprendizaje y, en definitiva, la posibilidad de obtener informacién a partir de
los ejemplos que se le van a presentar. Para esto, es necesario, primero, plantear

el modelo de RNA que se va a utilizar.

7.1.1.3 Modelo de neurona artificial

Las redes neuronales artificiales se han desarrollado bajo diferentes enfoques

en los tdltimos 50 anos. Sin embargo, la critica sobre la experimentacion sin
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Figura 7.3: Modelo basico de funcionamiento de una nerurona artificial

directrices y la ausencia de rigor matemético que caracterizé una buena parte

de los primeros trabajos, hizo que se perdiera el interés sobre estos métodos

durante mucho tiempo. En 1986 [RHWS&6] se dan a conocer de nuevo las RNA,

aumentando el interés por éstas dentro de la comunidad cientifica.

El modelo de Rumelhart y McClelland (1986) define un elemento de proceso,

o neurona artificial, como un dispositivo que a partir de un conjunto de entradas,

x;,% = 1,..n (0 vector x), genera una tnica salida y. En la Figura 7.3 se muestra

el modelo bésico funcionamiento de neurona en el que se distinguen:

e Un conjunto de entradas o vector de entrada =, de n componentes.

e Un conjunto de conexiones o sinapsis, caracterizadas cada una de ellas por

un peso sindptico w;;, que representa la intensidad de la interaccién entre
la neurona presinaptica j y la postsindptica ¢. Este peso puede variar
en un intervalo que incluye tanto a valores negativos (entrada inhibito-
ria) como valores positivos (entrada excitatoria). Asimismo incluye un
valor de bias b; que, de forma independiente a las entradas, determina el

comportamiento de la neurona.

Una regla de propagacion s(w;j,;(t),b;), que proporciona el potencial

postsinaptico, h;(t).

Funcién de activacion, a;(t) = f;(a;(t — 1), h(t)), que determina el estado
de activacion de la neurona en funciéon del estado anterior a(t — 1), y
del valor postsinaptico h;(t). El objetivo de esta funcién es limitar la

amplitud de la senal de salida de la neurona dentro de un intervalo de



130 Capitulo 7. Técnicas y Herramientas

valores normalizado. Habitualmente se utiliza una funcién sigmoidea con

un intervalo de valores entre 0 y 1.
o Una funcién, F;(t) que proporciona la salida y;(t) = F;(a,(t))

Por tanto, mateméaticamente, el modelo bésico de neurona se podria resumir:
yi(t) = Fi(ai(t)) = Fi(fi(ai(t — 1), hi(t))) = Fi(fi(ai(t — 1), s(wiz, 2;(t))))

7.1.1.4 Aprendizaje de la red neuronal artificial

La principal propiedad de una red neuronal artificial es la capacidad de apren-
der del entorno en el que opera y de realizar cambios a través de ese apren-
dizaje. Existen diferentes algoritmos para desarrollar la labor de aprendizaje.
En general, los diferentes algoritmos se pueden englobar en dos grupos que se

corresponden con dos tipos de aprendizaje ([RN95]):

e No supervisado. El propésito de un algoritmo de aprendizaje no su-
pervisado es descubrir modelos o caracteristicas a través de los datos de

entrada.

e Supervisado. En el aprendizaje supervisado se introduce el comporta-
miento deseado en el proceso de ensefianza (por ejemplo el valor de la
funcion a identificar). Se necesitan, pues, tanto las entradas como las sa-
lidas. La red procesa las entradas y compara los resultados obtenidos por
las salidas con los valores esperados. La diferencia entre ambos valores
se propaga hacia las capas intermedias haciendo que el sistema ajuste los
pesos que definen el comportamiento de la red. Este tipo de aprendizaje
supervisado aparece como el més adecuado a la hora de automatizar el
procedimiento de aproximacién de funciones. Dentro de este tipo, uno de
los modelos de red més utilizado y que ha presentado mejores resultados

es el denominado Perceptron Multicapa (MLP, Multi-Layer Perceptron).

7.1.1.5 Perceptréon multicapa

El tipo de red neuronal Perceptrén Multicapa fue desarrollado por Rumelhart,
Hinton y Willians ([RHWS86]) en 1986. Es la extension y generalizacion de

otro tipo de red, el perceptron simple, que estaba constituido sélo por dos
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grupos de neuronas: unas de entrada y otras de salida, conectadas entre si. Las
redes neuronales perceptrén multicapa constan habitualmente de las tres capas
descritas anteriormente: una primera capa de entrada, una capa intermedia u
oculta y una capa de salida.

La informacion se propaga de capa en capa (de entrada a salida) por medio
de las conexiones existentes entre las neuronas de cada una de ellas. De esta
forma cada neurona de la capa de entrada se encuentra conectada con cada una
de las neuronas de la capa intermedia, y cada una de estas tltimas lo estara a
su vez con cada uno de los nodos de la capa de salida. Cada par de neuronas o
nodos es conectado por un peso o fuerza matematica que indica el grado y tipo
de interaccién entre los nodos, de forma que este peso o fuerza puede ser positivo
o negativo. Por ejemplo, un peso +0,9 entre un nodo de entrada y uno oculto
indicaria que el nodo de la capa oculta ha sido fuertemente estimulado por el
nodo de entrada. Un peso de +0,1 indicaria una conexién mucho més débil. La
salida de un determinado nodo representa la suma de los valores individuales de
entrada multiplicados por los respectivos pesos de conexién entre estos nodos de
entrada y un determinado nodo de salida. Los nodos de las capas intermedias
calculan la suma de los productos entre los valores de las neuronas de entrada y
los valores de los pesos asociados a las conexiones entre ambas capas de neuronas.
Esta suma es utilizada por cada una de las neuronas de la capa intermedia para

calcular el valor de una funcion sigmoidea (o funcion de similitud).

Método de aprendizaje de MLP

El primer paso para la utilizacién de una RNA se corresponde con una etapa
de entrenamiento o aprendizaje. Para ello es necesario disponer de un conjunto
de datos cuyo comportamiento es conocido y que va a ser utilizado en esta
fase. Asi, los datos utilizados para el aprendizaje se denominan “conjunto de
entrenamiento”. El entrenamiento es un proceso reiterativo en el que la red
aprende a través de los ejemplos mostrados. Durante el aprendizaje se procesan
varias veces los mismos pares de vectores de entrenamiento y en cada paso del
aprendizaje se modifican los pesos de las conexiones. El tiempo de aprendizaje
es muy variable y puede durar segundos o semanas.

Al principio del entrenamiento, los pesos de conexion asignados son valores
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aleatorios. Los datos de entrada se presentan a la capa de entrada de la red.
Esta informacion se utiliza para realizar varias operaciones a lo largo de las dis-
tintas capas de la red, hasta que se llega a la capa de salida, en la cual se genera
un resultado. En una segunda etapa, el resultado que proporciona la red es
comparado con el resultado esperado para cada uno de los patrones de entrena-
miento. Si el valor estimado por la red en el entrenamiento se encuentra dentro
del error de tolerancia, esta estimacién se considera correcta y se presentaran
las siguientes entradas. El error de tolerancia se refiere al error aceptado en la
estimacién para que la clasificacion sea considerada correcta. Si la estimacién
no se encuentra dentro del error de tolerancia, la matriz de conexién de la red
se cambia, para reducir el error. Se calcula una sefial de error que se propaga
hacia atras a través de la red neuronal. Esta senal es un factor matemaético que
ajusta el valor de cada peso en la red neuronal para reducir la diferencia entre
la salida estimada y la real. El hecho de que el error se propague desde la capa
de salida hacia la entrada es lo que hace que este tipo de redes se denomine de
retropropagacion o de propagaciéon hacia atras (backpropagation).

El procedimiento de entrenamiento continta hasta que la red clasifica correc-
tamente a todos los patrones de entrenamiento. Si no se puede conseguir una
clasificacion correcta al 100%, se continia el entrenamiento hasta un punto final
que se ha definido de antemano.

El procedimiento basico para entrenar la red se resume en los siguientes

pasos:
e Introducir los vectores de entrada en la red y calcular la salida.

o Comparar los valores proporcionados por la red con los vectores de salida

correspondientes a las entradas, y asi calcular el error cometido por la red.

e Determinar en qué direccion ( + 6 - ) hay que cambiar los pesos con el

objetivo de reducir los errores.
e Determinar la cantidad en la que hay que modificar los pesos.
e Modificar los pesos.

e Repetir los pasos anteriores con todos los patrones de entrenamiento hasta
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que el error medio para el conjunto de entrenamiento se reduzca hasta un

nivel adecuado.

Las ecuaciones relevantes para el entrenamiento de una RNA perceptrén con
una capa intermedia, que utiliza un aprendizaje hacia atrés, se pueden resumir

de la siguiente forma:

T
e Presentar el vector de entrada, z¥ = (24,25, ...,2%)", en la capa de en-

trada.

e Calcular el valor de los niveles de excitaciéon de las neuronas de la capa

N
intermedia, de acuerdo con la expresion st = > uwx? +b;
Jj=1

e Calcular las salidas de las neuronas de la capa intermedia y? = F;(s?)

e Calcular el valor de los niveles de excitacion de las neuronas de la capa de

L
salida, de acuerdo con la expresion s = > w;py? + by,
i=1

e Calcular las salidas de la red y; = Fy(s})

e Calcular la sensibilidad de las neuronas de la capa de salida a partir
del error apreciado en la salida con el vector de salida deseado d? =
(5, db,....d5)"

0 = (di = y) Fr(s)

e Calcular la sensibilidad de las neuronas de la capa intermedia de acuerdo

con la expresion 67 = F/(s?) kf:l w0y

e Actualizar los pesos y los términos “bias” de las conexiones que unen
las neuronas de la capa intermedia con las de la capa de salida. Los
parametros 17 y p son los que van a determinar la velocidad y calidad del

proceso de aprendizaje.

wik(t + 1) = wir (t) + 1oLy} + p(war(t) — wi(t — 1))

b(t + 1) = be(t) + nopyy + p(be(t) — bi(t — 1))

e Actualizar los pesos y los términos “bias” de las conexiones que unen las

neuronas de la capa de entrada con las de la capa intermedia:
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wji(t+ 1) = wyi(t) + 0oy} + p(w;i(t) — wii(t — 1))

bi(t+1) = bi(t) +noywy + p(bji(t) — bji(t — 1))

e Calcular el término de error:

1 2
EP = 52(%‘?42)
Dado que este término refleja la capacidad de adaptacion de la red, hay que

tenerlo en cuenta para determinar si la red aprende de forma satisfactoria o no.

Validacién de la RNA

El paso final en el diseno de la red de retropropagacion es la validacion. Se
trata de evaluar la capacidad de la red entrenada para generalizar. En esta fase,
se introduce otro conjunto de prueba o test, formado por patrones no utilizados
previamente durante el entrenamiento de la red. El valor estimado por la red
se comparara con el real de este conjunto. A diferencia del entrenamiento, la
validacion es rapida, ya que implica un sélo paso a través de la red neuronal, y
la matriz de conexién no es manipulada. Esta validaciéon se considera necesaria
ya que uno de los principales problemas del entrenamiento de la RNA es el
sobre-entrenamiento. Asi, si la red se entrena “demasiado” pierde capacidad
de generalizacién. Para evitarlo, normalmente lo que se hace es controlar el
aprendizaje, evaluando periédicamente la red durante el entrenamiento, con un
conjunto de datos independiente (un subconjunto que sea representativo y que
no se haya utilizado en dicho entrenamiento).

En la Figura 7.4 se muestra la relacion entre el error y la duracion del entre-
namiento. Durante el entrenamiento, el error de la red disminuye gradualmente
hasta un minimo. En el conjunto de prueba el error puede disminuir al principio
y comenzar a aumentar si se ha producido un sobre-entrenamiento.

Otra causa de un falso aumento de clasificacion durante el entrenamiento
y, que puede observarse durante la fase de validacién, es que el conjunto de
entrenamiento tenga un tamano pequeno. Para cualquier método multivariante,
existe un aumento en la probabilidad de observar cambios en la relacién entre

los datos entrada y los de salida, a medida que disminuye la relaciéon entre el
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Figura 7.4: Problemas en el entrenamiento de la RNA

tamafio del conjunto de patrones y el nimero de parametros (o pesos). Por
otro lado, la diferencia entre el rango de clasificacion durante el entrenamiento
y el rango en la verdadera validacién también parece depender del nimero de
neuronas ocultas. Asi, si el nimero de neuronas en la capa oculta es excesivo
se producird un “sobre-ajuste” que implica también pérdida de capacidad de
generalizacién. Normalmente, se realizaran entrenamientos con distinto ntiimero

de neuronas en la capa oculta para encontrar el nimero 6ptimo.

7.2 Herramientas

Esta seccion estd dedicada a la exposicion de las principales herramientas soft-
ware que han sido necesarias para la consecucion del objetivo final del trabajo
de investigacion objeto de esta memoria. En primer lugar se presenta SNNS,
una herramienta muy difundida para el desarrollo de gran cantidad de redes
neuronales. En cuanto a la segunda herramientas, FFTW, se trata de una bi-
blioteca de funciones que permite la evaluacion de la Transformada Répida de

Fourier en varias dimensiones.

7.2.1 SNNS

A la hora de desarrollar una red neuronal, se puede plantear la codificacién de
los diferentes procedimientos de aprendizaje mediante un lenguaje de progra-
macién. Sin embargo, esta opcién apenas es utilizada, dado que existe una gran
cantidad de aplicaciones para el disenio, aprendizaje o entrenamiento mediante

redes neuronales utilizando diferentes paradigmas.

De entre todas las disponibles, se ha elegido el SNNS (Stuttgart Neural Net-
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work Simulator), que ha sido desarrollado en la Universidad de Stuttgart, y
distribuida bajo licencia GNU (GNU’s Not Uniz).

Esta herramienta tiene una gran versatilidad, pues permite el diseno de gran
cantidad de estructuras de redes neuronales, asi como de un conjunto amplio
para las funciones de activacion de las neuronas artificiales. Para ello dispone de
un interfaz grafico donde se pueden incluir las diferentes neuronas que forman
la red, asi como las conexiones entre ellas.

Ademés, dispone de multitud de paradigmas de entrenamiento de la red,
pudiendo experimentar con ellos para encontrar el que mejores resultados pro-
porcione para el problema planteado. Para la etapa de entrenamiento dispone
de una ventana grafica en la que se muestra la evolucion del error tanto para
los datos de entrenamiento como para los de prueba, de tal modo que se puede
seguir la evolucién del entrenamiento de la red y evitar el sobre-entrenamiento.

Otro aspecto de gran importancia es que, a partir de la herramienta snns2c,
permite la generacion de codigo fuente en lenguaje C. Asi, se consigue la explota-
cién de una red neuronal ya entrenada como un médulo en cualquier aplicacion.
Esto serd de gran utilidad en nuestro caso para la obtencién de los pardmetros
de sintonizacién on-line.

Todas estas razones son las que han llevado a la eleccién de SNNS como la
herramienta para la realizacién de la red neuronal, de entre todas las de libre

distribucion.

7.2.2 FFTW

Como es bien conocido, la Transformada Discreta de Fourier (Discrete Fourier
Transform, DFT) se utiliza ampliamente para realizar anélisis frecuencial de
senales no periddicas. El algoritmo para el calculo de la DFT es bastante com-
plicado, ya que implica la realizacién de multiples sumas y multiplicaciones con
ntimeros complejos'. La Transformada Répida de Fourier (Fast Fourier Trans-
form, FFT) es una herramienta que permite alcanzar el mismo objetivo, pero

con menos sobrecarga en los calculos.

1Por ejemplo, la realizacion de la DFT para una sefial de 8 muestras requerirfa 49 productos
complejos y 56 sumas complejas. Aunque este es un caso manejable, sin embargo, para un

caso realista con sefiales de 1024 muestras, se requieren 2 x 107 sumas y productos complejos
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La idea subyacente en la FFT es el conocido enfoque divide y vencerds, ya que
divide la muestra original de N puntos en secuencias de tamano mas pequeno de
forma recursiva. Asi, la DFT requiere (N —1)? productos complejos y N(N —1)
sumas complejas frente al enfoque de la FFT, que para un tamano que sea
una potencia de 2, divide la senal en una serie de muestras de 2 puntos que
simplemente requieren un producto y una suma y la recombinacién de los puntos.
Cuando el nimero de puntos de la muestra original no es una potencia de 2, la
divisién de la secuencia se realiza para la obtencién de secuencias mas pequenas

que puedan ser evaluadas con menor cantidad de operaciones complejas.
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Figura 7.5: Transformadas de Fourier reales en 2D, Mflops para diferentes

tamafos (potencia de dos) de muestra

Existen multiples versiones del algoritmo para el calculo de la FFT, tanto de
libre distribucién como propiedad de algin vendedor, y muchas de ellas utilizan
el calculo paralelo para acelerar los calculos. Entre todas estas posibilidades se

han hecho pruebas con varias de las bibliotecas disponibles. Entre ellas, destaca
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la biblioteca FFTW, desarrollada por el MIT, y que como se muestra en la
figura 7.5 presenta un rendimiento éptimo (usando Mflops? como medida de
la velocidad); y la biblioteca complib.sgimath de Silicon Graphics, que obtiene
resultados generalmente un poco inferiores, aunque en algunos casos mejores
que FFTW.

La biblioteca de funciones que proporciona FFTW presenta algoritmos op-
timizados cuando se trata de secuencias cuyo tamano no es una potencia de 2.
Para obtener este rendimiento ajusta la descomposiciéon de las muestras median-
te programacion dinamica (plan®) teniendo en cuenta el procesador, la memoria,
y el compilador ([FJ98]). Para la evaluacion de cada uno de estos fragmentos se
genera de forma dinamica codigo especializado (codelet) para ese tamano. Ade-
maés, tiene la funcionalidad de aprender de las planificaciones que ha realizado
anteriormente para generar planificaciones de tamanos diferentes.

Por estas caracteristicas, ademas de ser un software de libre distribucién, se
opto6 por la biblioteca FFTW, puesto que las transformadas que son necesarias

realizar serian de tamanos muy diversos.

2Millones de operaciones de coma flotante por segundo.
3Las divisiones 6ptimas de las sefiales de un tamafo determinado para evaluar la FFT



Procedimiento de Evaluacion del

C-espacio

En este capitulo se va a presentar cémo deben ser utilizados los algoritmos
anteriormente propuestos en busca de un 6ptimo rendimiento. Tal y como se
comenté en el apartado 5.7, en los algoritmos propuestos para el calculo del C-
espacio, el proceso de segmentacion tiene una gran dependencia con el espacio
de trabajo. Ademas, la segmentacion se puede ajustar mediante dos pardme-
tros que rigen su comportamiento: el porcentaje maximo de region innecesaria
permitida sin segmentar y el nimero de semillas que se utilizan para encontrar

el MRI

De este modo, este capitulo se va a estructurar de la siguiente forma. En un

primer apartado, se va a estudiar el comportamiento del algoritmo para diferen-

139
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tes espacios de trabajo con el objeto de analizar como afectan los parametros
de la segmentacion en el rendimiento del algoritmo.

Después, se presentard el procedimiento para la aplicacién del algoritmo,
haciendo especial énfasis en el uso de una red de neuronas artificiales como
herramienta que determine la dependencia funcional entre el espacio de trabajo
y los parametros que deben ser utilizados.

Como se ha senalado, en la convolucién jerarquica una tarea fundamental
es la realizacién de segmentaciones en el espacio de trabajo que determinen las
regiones de interés. Se estudiard con detalle su realizaciéon para el caso de una
plataforma mévil sin giros, dado que su extensién a una plataforma con giros se
realiza de forma inmediata.

Por ultimo, se compararén los resultados obtenidos con este nuevo método
propuesto con el ya clasico de realizar la convoluciéon en forma de matrices.
Asi, se realizard una comparativa entre ambos haciendo un gran hincapié en los

requerimientos de memoria, lo cual era el principal objetivo de este trabajo.

8.1 Analisis del rendimiento del algoritmo

Con objeto de caracterizar el comportamiento del algoritmo frente a los dos
parametros utilizados en la segmentacion (el porcentaje de region innecesaria
en el mrc de la RDI y el nimero de semillas utilizadas para encontrar el MRI)
se ha aplicado a diferentes espacios de trabajo. Estos espacios de trabajo tienen
unas dimensiones de 6,4 m x 6,4 m tomados con una resolucién de 6,25 mm
en cada lado. Asi, se pueden representar mediante matrices de 1.024 x 1.024
pixels. Ademés, se ha supuesto un robot de 37,5 ¢m x 21,25 e¢m, lo que supone
aproximadamente el 2% del espacio de trabajo.

Para abarcar un amplio intervalo de posibilidades se han considerado espa-
cios de trabajo con caracteristicas bien diferenciadas. Asi, se han escogido los

siguientes espacios de trabajo con:
e 2 obstaculos que ocupan el 0,1 %
e 2 obstaculos que ocupan el 10 %

e 20 obstéaculos que ocupan el 0,1 %
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e 20 obstaculos que ocupan el 10 %

Es necesario resaltar, que aunque se considerard tnicamente un espacio de
trabajo para cada situacion, el experimento se ha realizado para varios espacios
de cada tipo, observando una tendencia similar.

A continuacién se analizara el tiempo de célculo y el consumo de memoria
empleados por el algoritmo para cada uno de los cuatro escenarios y, posterior-
mente, se hard una especial incidencia en sus valores minimos, pues son los que

fijaran el rendimiento 6ptimo del algoritmo.

Escenario 1: Porcentaje de ocupacion de 0,1% y 2 obstaculos

En esta situacién, cada uno de los obstaculos ocupara el 0,05% del total
del espacio de trabajo, lo que equivale a 524 pixels. Esto indica que tendran
un tamano suficiente para “producir” agrupaciones de pixels. Al encontrarse el
99,9% del espacio libre de obstaculos se pueden realizar grandes agrupaciones
de pixels libres. Ademds, una gran regiéon no necesitara ser evaluada a gran
resolucion.

En la figura 8.1 se muestran los perfiles de tiempo consumido y memoria
requerida en la evaluacion del C-espacio para un espacio de trabajo con es-
tas caracteristicas. En dichos perfiles se muestra la dependencia con los dos
parametros utilizados para la segmentacion.

En cuanto al perfil de tiempos se puede observar que:

e Cuando el criterio de segmentacién es muy restrictivo, lo que equivale a
un umbral de regién innecesaria muy grande (cercano al 100% de la regién
total), el tiempo tiende a un valor méximo. Esto es debido a que se con-
sume mucho tiempo evaluando regiones sin informacién (completamente

vacias o llenas).

e Cuando la condicién de segmentacion es poco restrictiva tambien se puede
observar un gran aumento en el tiempo de calculo debido a que se realiza
la segmentacion en cuanto existe la mas minima regién innecesaria. Por
ello, se puede deducir que la mayor parte del tiempo se pierde intentando

realizar la segmentacion.



142 Capitulo 8. Procedimiento de Evaluacién del C-espacio

Porcentaje de ocupacion en el espacio de trabajo=0,1%
N° de obstaculos= 2
Tiempo minimo= 0,270 s

Tiempo (s)

Porcentaje de ocupacion en el espacio de trabajo=0,1%
N de obstaculos=2
Memoria minima= 3,168 Mb

=
o

Memoaria (Mb)
-

3.5

1o de T
0 1 ?cheﬂmlpaw Segmem

Figura 8.1: (a) Tiempo y (b) memoria utilizados en el computo del C-
espacio para un espacio de trabajo con inicamente 2 obstaculos que ocupan

el 0,1% del espacio total
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Otro aspecto importante a tener en cuenta es en qué iteracion del algorit-
mo se inicia la segmentacién. En este escenario, las regiones innecesarias, al
ser tan grandes, se empezaran a eliminar en los primeros pasos del algoritmo,
siendo tnicamente necesario realizar pequefios refinamientos segin se alcance
mayor resolucién. Por lo tanto, las segmentaciones siempre se realizan sobre
regiones representadas por pequenias cantidades de pixels. Asi, la dependencia
con el numero de semillas utilizadas para encontrar el MRI es practicamente
inapreciable debido a que la buisqueda se realiza sobre un conjunto pequeno.

Observando el perfil de memoria se puede ver que, cuando el criterio de
segmentacién es muy restrictivo, se requiere una mayor cantidad de memoria.
Esto concuerda con la conclusién obtenida del perfil de tiempos que indica que

practicamente no se segmenta y se realiza la convolucién para todo el espacio.

Escenario 2: Porcentaje de ocupacion de 10% y 2 obstaculos

En este espacio de trabajo, cada uno de los obstaculos ocupa el 5% de la
regién. En cuanto a la region libre, aunque representa menor superficie que el
caso anterior (el 90%) por haber tinicamente dos obstaculos, sigue estando muy
agrupada.

Si se analizan los perfiles con respecto a los parametros de la segmentacion
(figura 8.2), se pueden observar los efectos anteriormente descritos de una forma
més pronunciada.

El perfil de tiempos presenta una caracteristica similar al caso anterior, en-
contrandose mas acentuado el incremento en el tiempo cuando el criterio para
segmentar es poco restrictivo. Esto es debido a que, como las regiones en el
interior de los obstaculos también son innecesarias, y éstas tienen un tamano
considerable (cada uno de los obstaculos ocupa el 5%), el proceso de segmen-
tacion debe eliminarlas. Por esta razoén, se tiene que realizar gran cantidad de
segmentaciones para ajustarse al contorno del C-obstéaculo, lo que implica un
excesivo incremento de tiempo.

En cuanto a la iteracién en la que se comienzan a realizar las segmentaciones,
al considerar el interior de los obstaculos como regiones innecesarias los criterios
de segmentacion en dichas regiones no se cumplen hasta que no se alcanza una

mayor resolucién. Por lo tanto, las regiones a segmentar tienen un nimero mayor
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Porcentaje de ocupacidn en ¢l espacio de trabajo=10,0%
N° de obstdculos= 2
Tiempo minimo= 3,500 s
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Figura 8.2: (a) Tiempo y (b) memoria utilizados en el computo del C-
espacio para un espacio de trabajo con tinicamente 2 obstaculos que ocupan

el 10% del espacio total
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de pixels, por lo que es méas costoso encontrar el MRI. Asi, se puede observar
cémo aparece una mayor dependencia con el numero de semillas utilizadas.
Analizando la dependencia de la memoria, se observa la reduccion dréstica

en el consumo de memoria cuando se permiten hacer segmentaciones.

Escenario 3: Porcentaje de ocupacion de 0,1% y 20 obstaculos

En este caso, al aumentar el nimero de obstaculos, la regién ocupada por
cada uno de los obstaculos es menor (0,005%). Asi, cada uno de ellos estara
representado, como media, por 52 pixels, por lo que las agrupaciones son muy
pequenas. La regién vacia, aunque es muy grande, requerird de numerosas
segmentaciones para eliminarse, al existir multiples obstéaculos dispersos por el
espacio.

La disminucion en el tiempo de célculo aparece (figura 8.3), como en los
casos anteriores, cuando se suaviza el criterio de segmentaciéon. Sin embargo,
no se presenta el aumento que se observaba en los escenarios anteriores cuando
el criterio de segmentacion era tan débil que inducia a la segmentacién en casi
cualquier circunstancia. Este resultado se puede interpretar como el caso opues-
to al segundo escenario: cuando los obstaculos tienen un tamano muy pequeno,
apenas apareceran regiones innecesarias en su interior. Por esta razéon la seg-
mentacion tiende a separar los diferentes C-obstéculos (eliminar la region libre
que hay entre ellos), sin necesidad de tomar fracciones de cada uno de ellos para
adaptarse a su contorno. En cuanto al consumo de memoria el andlisis muestra
la misma, tendencia que en los escenarios anteriores.

También se puede observar la escasa dependencia con el nimero de semillas.
Este efecto también es atribuible al pequefio tamano de los obstéculos: como su
region interior es muy pequena no se llega a segmentar nunca, mientras que la
regién libre comienza a eliminarse en los primeros pasos del algoritmo. Por lo
tanto, como en el primer escenario, la evaluaciéon del MRI se realiza de forma

rapida al tener pocos pixels.

Escenario 4: Porcentaje de ocupacion de 10% y 20 obstaculos

En este ultimo caso, los obstaculos son de un tamafio lo suficientemente

grande como para que su interior influya en el proceso de segmentacion, por
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Porcentaje de ocupacion en el espacio de trabajo= 0,1%
N° de obstaculos= 20
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Figura 8.3: (a) Tiempo y (b) memoria utilizados en el computo del C-
espacio para un espacio de trabajo con 20 obstaculos que ocupan el 0,1%

del espacio total
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Figura 8.4: (a) Tiempo y (b) memoria utilizados en el computo del C-
espacio para un espacio de trabajo con 20 obstaculos que ocupan el 10%

del espacio total
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tratarse de regiones innecesarias. Por otro lado, el espacio vacio ademés de no

ser muy elevado estd muy disperso, ya que existen muchos obsticulos.

Si analizamos los perfiles obtenidos en la figura 8.4 se puede observar que el
perfil de tiempos difiere de forma considerable con respecto a los de los escenarios
anteriores. Se observa un gran pico cuando el criterio de segmentacién es que
se encuentre un 70% de region innecesaria. Para explicarlo es necesario tener
en cuenta que el interior de los obstaculos también es regién innecesaria. Por
esta razon, al ocupar los obstaculos una regiéon considerable, la RDI esta muy
dispersa, lo que implica que se requieran numerosas segmentaciones para obtener
regiones que cumplan las propiedades exigidas. Ademés, en este punto, se puede
apreciar un claro aumento del tiempo con el nimero de semillas utilizado que
no se habia apreciado anteriormente. Este aumento de tiempo se debe a que
el interior de los obstaculos tiene un tamano suficiente para ser eliminado, pero
solamente alcanza los criterios de segmentacién a resoluciones elevadas. Por lo
tanto, se requiere una gran cantidad de tiempo para encontrar el MRI, que se

ve agravado con el ntmero de semillas.

Cuando el criterio de segmentar se hace algo menos restrictivo, la segmenta-
cién se comienza a realizar en etapas anteriores para el interior de los obstaculos
reduciendo el tiempo necesario para ésta, y eliminando la dependencia con el
ntmero de semillas. El caso limite se obtiene de nuevo cuando se aplica la seg-
mentacién en cuanto existe la mas minima porcién de regién innecesaria. En
este caso el tiempo vuelve a aumentar debido a que se requiere un gran tiempo

en la segmentacion.

Si se analizan las necesidades de memoria se puede comprobar que coincide
con los resultados obtenidos previamente. Ademas es posible apreciar que el
punto en el que se comienza a segmentar la memoria requerida comienza a

disminuir.

Consideraciones finales

A partir de los escenarios anteriores se puede concluir que es necesario en-
contrar aquellos valores que consiguen que el proceso de segmentacién se realice

de forma eficiente. Si no es asi, se pueden producir situaciones en las que el
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consumo de tiempo de calculo, o de memoria, se ve enormemente alejado de su
valor 6ptimo.

Para determinar de forma analitica cudndo una segmentacién es apropiada
0 no, es necesario determinar el tiempo que requiere la realizaciéon de la FFT
de cada una de las RDI, asi como el tiempo necesario para realizar la segmen-
tacion. El tiempo necesario en realizar la FFT de una matriz depende de forma
compleja! con las dimensiones de las matrices.

Si a esto se une el hecho de que no hay una relacion directa entre las ca-
racteristicas del espacio de trabajo y los parametros 6ptimos del algoritmo, se
puede deducir que la dependencia funcional es imposible determinarla de forma,
analitica.

Asi, al no ser posible obtener de forma analitica una dependencia funcional
entre los espacios de trabajo y los pardmetros 6ptimos para el algoritmo, seria
adecuado utilizar herramientas de mineria de datos. Estas permiten la extrac-
cion de estas dependencias a partir de la experiencia. De modo que se puedan
determinar los parametros a utilizar para una situaciéon concreta a partir de los
obtenidos en experiencias anteriores.

Estos parametros, ademéas de depender del espacio de trabajo, también de-
penden de las dimensiones del robot. Sin embargo, esa dependencia funcional
no tiene una gran importancia en cuanto que en una aplicacién practica el robot
siempre serd el mismo. Por lo tanto, inicamente es necesario determinar los pa-
rametros 6ptimos para un robot determinado. De este modo se debe determinar
el procedimiento a seguir para realizar la evaluacion de los C-espacios utilizando

este algoritmo.

8.2 Procedimiento de evaluacion

La dependencia funcional que relaciona el espacio de trabajo con los parame-
tros 6ptimos del algoritmo, para un robot determinado, a partir de resultados
experimentales se puede extraer utilizando diferentes técnicas. Entre ellas se
encuentran las técnicas estadisticas, como pueden ser la regresion lineal multi-

variable, o la regresién no lineal multivariable para dependencias més complejas.

LCuando las dimensiones son potencias de 2 es conocida, pero cuando las dimensiones no

lo son depende en gran medida de la descomposicién que se pueda realizar.
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Otra posibilidad es la utilizacién de algoritmos genéticos, que también son am-
pliamente utilizados para la aproximaciéon de funciones. Sin embargo, estos
métodos consisten en la estimacién de unos parametros para que una determi-
nada funcién se aproxime a los resultados. Y por lo tanto requieren la asuncién

de alguna dependencia determinada.

El método que se ha considerado mas apropiado en nuestro trabajo es el de
las redes neuronales, pues presentan una gran capacidad para aprender y gene-
ralizar, ademas de las posibilidades de experimentar con diferentes arquitecturas

de redes o algoritmos de entrenamiento.

En la figura 8.5 se muestra un esquema del procedimiento a seguir que pro-
ponemos en este trabajo. Antes de proceder a aplicar el algoritmo es necesario
extraer las caracteristicas del espacio de trabajo (como puede ser la dispersion).
A partir de dichas caracteristicas una red neuronal artificial determinara los pa-
rametros de la segmentacion (% de region innecesaria, nimero de semillas). Una
vez obtenidos estos pardmetros ya se puede aplicar el algoritmo con garantias

suficientes de que se estén utilizando los valores 6ptimos.

Parametros
de
Caracteristicas segmentacion

i

- Y v -
3 . —| Algoritmo = s ¢

Espacio de trabajo C-espacio

Figura 8.5: Procedimiento para la evaluacién del C-espacio

Esta red neuronal determinaré los valores que se deben utilizar para evaluar
el C-espacio de un robot concreto. Si se desea evaluar para otro robot diferente,

la red neuronal debe ser substituida por otra acorde al nuevo robot.



8.3. La red neuronal 151

8.3 La red neuronal

Al pretender determinar una dependencia funcional mediante la red neuronal,
ésta debe disponer previamente de los valores éptimos obtenidos para algunos
espacios de trabajo. Por lo tanto, debe tratarse de una red neuronal supervisada.
De entre las posibles, se ha elegido el perceptrén multicapa por ser un tipo de
red neuronal que ha sido ampliamente utilizado para representar funciones con
un alto grado de no linealidad.

En primer lugar es necesario determinar cuéles seran las entradas de la red
neuronal, las cuales deben caracterizar el espacio de trabajo. Una vez que se
tengan las entradas de la red, se deber4 realizar el diseno de la misma. Posterior-
mente, para realizar la fase de aprendizaje es necesario establecer un conjunto
de datos de entrenamiento que sea suficientemente significativo para que la red
pueda extraer la informacion requerida. Y, por dltimo, para verificar su correc-
to aprendizaje se tiene que analizar los resultados obtenidos por ésta, para un

conjunto de datos desconocidos para la red.

8.3.1 Caracterizaciéon del espacio de trabajo

La caracterizaciéon de la dispersién del espacio de trabajo se puede abordar
desde diferentes puntos de vista. Un método podria consistir en el anélisis de la
transformada de Fourier del espacio de trabajo. A partir de la transformada de
Fourier se puede extraer una estimacion de la dispersiéon mediante del ancho de
banda y las separaciones entre los picos del espectro. Otra posible estimacion
de la dispersién puede venir dada por la entropia del espacio de trabajo, lo
cual proporciona una medida del orden o desorden que presentan los datos.
Cualquiera de estos métodos implica un alto procesamiento de los datos, lo que
significa un alto coste para una tarea previa a la ejecucién del algoritmo como
es la sintonizaciéon 6ptima.

En la estructura del quadtree que representa al espacio de trabajo se en-
cuentra implicita esta informacion. Esto es facilmente explicable desde el punto
de vista de que el quadtree consiste en la agrupacién de pixels que presentan
caracteristicas similares. Una gran dispersion de los datos producird una gran

cantidad de hojas en el altimo nivel del quadtree, que representa la mayor reso-
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lucién. El caso extremo se corresponde con un tablero de ajedrez, en el que se
obtendrian el mayor niumero posible de nodos hoja. Por el contrario, un espacio
muy agrupado presentard un gran ntmero de nodos hoja en los primeros niveles.
En la figura 8.6 se muestra cémo varia el nimero de nodos hoja en los diferen-
tes niveles para un espacio muy disperso, como es el tablero de ajedrez (figura
8.6(a)), o para otro méas agrupado (figura 8.6(b)). De esta forma, a partir de las
ramificaciones del arbol es posible estimar la dispersiéon del espacio de trabajo.
Por lo tanto, lo tinico necesario es contabilizar la proporciéon de nodos hoja que

existen en cada nivel del arbol.

T N S S

(b)

Figura 8.6: Presencia de los nodos hoja en los diferentes niveles del arbol

dependiendo de su dispersion

Ademas, estas hojas pueden tomar dos valores (ocupado, libre). Es intere-

sante tener informacién, no sélo de la dispersion sino, de la cantidad de espacio
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libre y ocupado por ellas, por lo que se debe hacer un recuento separado de las
hojas que representan zonas ocupadas o libres.

Entonces, es necesario contabilizar tanto las hojas vacias como las llenas en
cada uno de los niveles del arbol. Para que estos valores puedan ser utiliza-
dos con mayor facilidad es conveniente que se encuentren normalizados, por lo
que se pueden considerar en términos de porcentaje. Asi, para cada nivel i se
consideraré el porcentaje de hojas libres y el porcentaje de hojas ocupadas:

N© hojas vacias ~ N© hojas llenas
21 ’ 21

Los resultados asi obtenidos, en los niveles de resoluciones elevados, van a
tener por lo general valores muy pequenos. Esto es debido a que una gran parte
del espacio ya se ha considerado en los niveles anteriores, y por lo tanto se van
reduciendo las hojas que puede haber en niveles sucesivos. Al ser estos valores
muy pequenos se requerira una gran precision para diferenciar unos de otros.

Otra forma de contabilizar las hojas, que elimina el problema de trabajar
con valores tan pequenos, consiste en determinar el porcentaje de hojas libres
y ocupadas tnicamente respecto a aquellos nodos que existan en el nivel, sean

hojas o no. Entonces para cada nivel se tiene

N© hojas vacias N© hojas llenas

N© nodos en el nivel’ N9 nodos en el nivel

Es facil de comprobar que ambos contienen la misma informacién, pero, con
la ventaja que los valores evaluados siguiendo el segundo procedimiento, en cada
nivel, varian entre 0 y 1.

A continuacion vamos a considerar diversos espacios de trabajo y vamos a
interpretar como el conjunto de porcentajes de nodos hojas por nivel caracte-
riza cada espacio de trabajo (figura 8.7). Para un escenario con tnicamente 2
obstaculos que ocupan un 0,1% del total (figura 8.7(a)) se tiene una gran region
libre, lo que se traduce en nodos hojas vacios en los primeros niveles del arbol.
Como los obstéiculos son muy pequeios, los nodos hojas ocupados tienen que
aparecer en niveles muy profundos. Si se compara con un espacio de trabajo
en el que los 2 obstaculos ocupan el 10% (figura 8.7(b)), se puede observar, en
primer lugar, que los nodos ocupados aparecen mucho més pronto, puesto que

las regiones que ocupan los obstaculos son mayores. En segundo lugar, la regién
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libre se ve reducida, por lo que los nodos en los primeros niveles se ven reduci-
dos. En cuanto a la dispersién, como unicamente hay dos obstaculos la regién
libre estd muy agrupada, lo que también hace que los nodos vacios aparezcan
en los primeros niveles.

Porcentaje de ocupacion en el espacio de trabajo=0.1% Porcentaje de ocupacién en el espacio de trabajo= 10.0%
N° de obstaculos= 2 N° de obsticulos= 2

1 T T T T T T T T

°

Porcentaje
Porcentaje
o

| | | | |
1 2 3 4 5 6 7
Nivel
(a) (b)
Porcentaje de ocupacién en el espacio de trabajo=0.1% Porcentaje de ocupacién en el espacio de trabajo= 10.0%
N° de obstaculos= 100 N° de obstaculos= 100
1 T T T T T T T T 1 T T T T T T T T
0.9 0o
081 A 081 A
0.7F m — A 0.7 A
@ 061 B @ 061 1
z z
§ 05 g s
< <
0.4 0.4
03 03f
02 02
1 2 3 4 5 6 8
Nivel
(c) (d)

Figura 8.7: Distribucién de nodos hoja ocupados y vacios por nivel en el

arbol para diferentes espacios de trabajo

Para ver claramente la repercusion de la dispersion se han considerado tam-
bién espacios de trabajo compuestos por 100 obstéculos. Si estos obstaculos
ocupan el 0,1 % del espacio total (figura 8.7(c)) se observaa, en primer lu-
gar, que los nodos que representan los obstaculos son de tamano muy pequerno,
préacticamente solo aparecen en el tltimo nivel. En segundo lugar, al estar muy
dispersos, no existen grandes regiones vacias, lo que conlleva que los nodos va-
cios aparezcan en niveles més profundos, en comparacion con la figura 8.7(a) en

la que el espacio libre es similar. Si consideraremos un espacio de trabajo con



8.3. La red neuronal 155

100 obstéaculos que ocupan el 10% (figura 8.7(d)), se puede apreciar como los
nodos ocupados aparecen en niveles anteriores al escenario previo, por ser obs-
taculos de mayor tamano. Respecto a los nodos vacios se observa que, aunque
en menor cantidad, también aparecen a partir del nivel 3 debido a la dispersién.
Comparando este aspecto con el escenario de la figura 8.7(b) se puede ver la
diferencia del nivel en que aparecen los nodos y, sobre todo, la gran diferencia
de region que representan en dichos niveles.

Por lo tanto, parece claro que con estos valores se puede caracterizar la
dispersion existente en el espacio de trabajo, no sélo en cuanto al espacio libre,

sino también en cuanto al tamano de los obstaculos y la regién ocupada.

8.3.2 Diseno de la red neuronal

Asi, para disefiar una red neuronal que determine los parametros de sintoniza-
cion 6ptimos en funcion del espacio de trabajo, los valores de los porcentajes
de nodos hoja en cada nivel deben ser las entradas a la red neuronal. Asi mis-
mo, las salidas de la red neuronal seran los parametros éptimos para realizar la
segmentacion.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores se ha disenado un percep-
tron multicapa con 20 neuronas en la capa de entrada?, 50 neuronas en la capa
oculta y 2 neuronas en la de salida. Como funciones de activacién de las neu-
ronas se han considerado sigmoides por ser las funciones que se suelen utilizar
para este tipo de redes neuronales.

Para conseguir que la red neuronal aprenda las salidas que debe producir
para cada conjunto de entradas se tiene que utilizar un tipo de entrenamiento
supervisado. Entre los diferentes tipos que se pueden considerar se ha utilizado
una variacién del algoritmo de retropropagacién, el algoritmo de retropropa-
gacién con momento. La ventaja de introducir el momento radica en que el
aprendizaje es méas rapido, puesto que incluye en cada paso de entrenamiento
la tendencia observada en los pasos anteriores

La retropropagacion con momento es el algoritmo de entrenamiento que se

2Se han considerado espacios de trabajo con discretizados con 1024 x 1024 pixels, por lo
que el guadree tiene 10 niveles. Tomando dos entradas por cada nivel para determinar el

porcentaje de nodos ocupados y libres se obtienen las 20 entradas de la red.
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mostro en el apartado 7.1.1.5 en el que los valores de los pesos en cada paso de

entrenamiento se modifican segin la ecuacion:
wik(t + 1) = wik(t) + 775kyi + u(wik(t) — U}ik(t — 1)) (81)
donde §;, es la sensibilidad de la neurona calculada de la forma

(di —y;)F!(s;) si la neurona i es de la capa de salida
0; = M
' F!(s;) > wikdy si la neurona i es de la capa de oculta
k=1
Los pardmetros n y p son los que determinan la velocidad y calidad del

proceso de aprendizaje. Asi,

e 7) representa el parametro de entrenamiento y determina el tamano del

paso en la direccion opuesta al gradiente de la superficie de error.

e 4 es el momento, y determina la importancia que tiene el cambio anterior

en cada paso de entrenamiento.

Ademas de estos términos, para mejorar el comportamiento del algoritmo de

entrenamiento se incluyen en la equacion 8.1 otros dos mas:

e Un término constante (c) sumado a la derivada de la funcién de activacion,

para evitar que las regiones planas en las superficies de error.

e El error maximo propagable dj —yi, para evitar correcciones muy bruscas

en los pesos.

8.3.3 Conjunto de datos de entrenamiento

El conjunto de datos de entrenamiento se ha creado con diferentes espacios de
trabajo con unas dimensiones de 6,4 m x 6,4 m y una resolucién de 6,25 mm
en cada lado. De tal modo que se pueden representar mediante matrices de
1.024 x 1.024 pixels.

Cada uno de los espacios de trabajo se ha generado de forma aleatoria,
de modo que contenga obstaculos con formas tales como rectangulos, elipses y
tridngulos, pudiendo superponerse para formar figuras mas complejas. También,
con el objeto de que estos espacios de trabajo reflejen la mayor cantidad de

situaciones posibles se han creado teniendo en cuenta dos criterios: el espacio
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ocupado por los obstaculos y la dispersién que presentan. De este modo, los
espacios seleccionados presentan porcentajes de ocupaciéon por los obstaculos de
0,1, 0,2, 0,5, 1, 2, 5y 10% con un nimero de obstaculos que varian entre
2, 5, 10, 20, 50 y 100. Se han generado 10 espacios con cada combinacion de
ocupacion y nimero de obstaculos, obteniendose un total de 420 espacios de
trabajo.

Para evaluar el C-espacio se ha considerado un robot de 37,5 ecm x 21, 25 ecm,
lo que supone aproximadamente el 2%q del espacio de trabajo.

Después, se han evaluado los C-espacios correspondientes a cada espacio de
trabajo con el algoritmo propuesto utilizando gran cantidad de pardmetros de
sintonizacién con objeto de determinar los que proporcionan un comportamiento
optimo. De este modo, se obtiene la salida que debe proporcionar la red neuronal

para cada uno de los espacios de trabajo.

8.3.3.1 Representatividad de los datos de entrenamiento

Una vez que se ha establecido el conjunto de datos de entrenamiento, es decir, los
espacios de trabajo con sus correspondientes pardmetros éptimos, es necesario
comprobar que es un conjunto de datos con un comportamiento que puede ser
aprendido. Por lo tanto, en este apartado se pretende comprobar que existe
algun tipo de relacién entre los espacios de trabajo considerados y los valores
minimos de tiempo y memoria alcanzado para cada uno de ellos.

Segin se comentd en el apartado 3.1, el teorema de complejidad del quad-
tree acota el numero de nodos necesarios para representar una regiéon en forma
de quadiree como O(p), siendo p el perimetro de la region a representar. Asi,
también estd acotada la cantidad de memoria necesaria para su representacion.
Como la mayor parte de los algoritmos generales que hacen uso de estructu-
ras de quadtrees suelen recorrer todos los nodos del arbol, la complejidad de
estos algoritmos también estd determinada por el perimetro de los objetos que
representan.

Por estas razones vamos a comprobar si los resultados éptimos del algoritmo
propuesto tienen algin tipo de dependencia con el perimetro de los obstaculos
en el espacio de trabajo como indica el teorema de complejidad del quadtree.

Para ello en la figura 8.8 se han representado los valores minimos de tiempo
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Figura 8.8: Dependencia del tiempo de calculo (a) y memoria (b) con la

frontera de los obstaculos para todos los espacios de trabajo.

y memoria alcanzados para todos los espacios de trabajo por el algoritmo con
respecto al perimetro de los obstaculos que contiene cada uno de ellos. En ella se
puede observar el claro comportamiento lineal tanto para el tiempo como para
la memoria. En la figura se muestra también la recta de regresion lineal con
sus parametros: m, la pendiente; b, la ordenada en el origen; y r, el coeficiente
de correlacion. Este comportamiento lineal, ademés de adecuarse al teorema de
complejidad del quadtree, parece ser coherente con el hecho de que el algoritmo
propuesto pretende limitarse tinicamente al contorno de los obstéaculos, evitan-
do calcular a grandes resoluciones tanto la region libre como el interior de los

obstéculos.
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Figura 8.9: Dependencia del tiempo de calculo (a) y memoria (b) con la

frontera de los obstaculos para los espacios de trabajo con 2 obstéaculos.

Si se analizan el tiempo de calculo y la memoria, clasificando los espacios
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Figura 8.10: Dependencia del tiempo de célculo (a) y memoria (b) con la

frontera de los obstaculos para los espacios de trabajo con 10 obstaculos.

"
22 ]
1af .
Recta de regresion * 20 1
2 m=9.391x 10"
b=0104 . 18 ]
r=0828
100
= =16 4
2 =
) o g
g ~
g4 + _— £ 14 ]
s - + S
£ et g
. / 5 = | 4
e . 10| Recta de regresion
r s + * m=1747x10°
4
e LT 8 b-4s3l ]
s
2of +
B, e - 5 ]
-

Frontera de los obstaculos (pixels)

(a)

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

9000 10000

0

1000 2000
Frontera de los obstaculos (pixels)

(b)

3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Figura 8.11: Dependencia del tiempo de célculo (a) y memoria (b) con la

frontera de los obstaculos para los espacios de trabajo con 20 obstaculos.

de trabajo en funciéon del nimero de obstaculos (figuras 8.9, 8.10, y 8.11) se

puede comprobar como afecta el nimero de obstaculos en la recta de regresion.

La dependencia en la recta de regresiéon con el ntimero de obstaculos, y no

inicamente con su frontera, puede deberse a dos factores:

e En el algoritmo no se esté utilizando solamente el quadiree que represen-

ta el espacio de trabajo, sino que también estd presente el quadtree del
C-espacio. Por lo tanto, existird una dependencia con el tamafio de la
frontera de los C-obstaculos. Esto conduciria a una dependencia con el

nimero de C-obstéculos.

Al haberse generado los espacios de trabajo de forma aleatoria pueden

aparecer obstaculos proximos que en el C-espacio se juntan para formar
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uno solo, y por tanto, se reduce la frontera, o por el contrario estar alejados,

por lo que la frontera en el C-espacio aumenta.

e Si se tienen espacios de trabajo con varios obstaculos de pequeno tamaiio,
su frontera puede ser semejante al de un tnico obstéculo mayor. Co-
mo el proceso de segmentacién tiene una gran influencia en el tiempo de
ejecucion del algoritmo, al aumentar la dispersion (mayor ntimero de obs-
taculos) se incrementaria el tiempo de calculo, aunque el tamano de la
frontera fuera semejante. La dispersion no viene reflejada en el niimero de

pixels de la frontera.

De cualquier modo, la presencia de la linealidad es una garantia para consi-
derar que los datos de entrenamiento de la red tienen consistencia y por lo tanto

la red puede llegar a aprenderlos.

8.3.4 Resultados del entrenamiento

Para entrenar la red neuronal se han tomado entre el 70% y el 80% de los
espacios de trabajo expuestos en el apartado anterior. El resto de los espacios
de trabajo se han utilizado para comprobar la capacidad que ha alcanzado la
red neuronal para encontrar los parametros 6ptimos a utilizar en el algoritmo y
la capacidad de generalizacién para espacios de trabajo desconocidos.

Una vez entrenada la red neuronal es necesario comprobar el porcentaje de
aciertos y fallos para el conjunto de datos de prueba. Por lo tanto, debemos
establecer el criterio que va a ser utilizado para determinar si la red neuronal
acierta en la determinacién de los pardmetros o no. Al tratarse de una red
neuronal que no clasifica patrones sino que aproxima una funciéon desconocida,
el criterio para determinar si la red funciona correctamente debe ser la certeza
con la que proporciona un valor préoximo al esperado.

En este caso para el que se esta utilizando la red neuronal, no se puede olvidar
que el objetivo ultimo es encontrar unos pardmetros con los que el algoritmo se
comporte de forma 6ptima. Si se observan los perfiles de tiempo obtenidos en el
apartado 8.1 se puede llegar a la conclusién que en muchos casos no es necesario
obtener valores precisos de los parametros a utilizar puesto que la diferencia de

tiempos entre unos y otros es muy pequena. Por lo tanto, para establecer el



8.4. Tiempos de calculo y memoria para la plataforma sin giros 161

criterio de acierto de la red neuronal es mucho més apropiado comprobar si el
algoritmo tarda un tiempo préximo al éptimo con los pardmetros propuestos
por la red.

Para medir si el algoritmo tarda un tiempo aproximado al tiempo minimo
se ha optado por medir el porcentaje de error cometido con respecto al tiempo
minimo. También, es necesario establecer qué porcentaje de error es admisible
como véalido. Si se observan las figuras del apartado 8.1, y sobre todo la figu-
ra 8.4, se puede ver coémo pequenas variaciones alrededor del minimo pueden
producir incrementos grandes sobre el tiempo de calculo. En el escenario de la
figura 8.4 el tiempo minimo (5,849s) se encuentra alrededor del porcentaje de
region innecesaria del 50%, por lo que pequenas variaciones pueden hacer que
se llegue facilmente a un tiempo de 20s.

Por las razones anteriormente mencionadas se han considerado dos criterios

para determinar el acierto de la red:

1. Si el error es menor al 50% del tiempo minimo se considera acierto, si no

es fallo

2. Si el error es menor al 100% del tiempo minimo se considera acierto, si no

es fallo

Los resultados obtenidos para el conjunto de datos de prueba son los siguien-

tes:
e Con el criterio 1 se han obtenido el 71% de aciertos
e Con el criterio 2 se han obtenido el 90% de aciertos

Con ambos criterios se observa que el entrenamiento de la red ha sido correcto

8.4 Tiempos de calculo y memoria para la plata-

forma sin giros

Una vez que ya se ha establecido el procedimiento completo para evaluar el
C-espacio, se va a realizar una comparacion de los resultados obtenidos con los

que proporciona el método de convolucién matricial.
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Puesto que el tiempo de calculo para el procedimiento propuesto de evalua-
cion del C-espacio depende de las caracteristicas del espacio de trabajo se han
considerado diversos casos. En la tabla 8.1 se encuentran desglosadas las medias
de los tiempos de célculo para los espacios de trabajo dependiendo del niimero
de obstaculos que tengan y el porcentaje del espacio que ocupen. El método
de evaluaciéon del C-espacio mediante la convoluciéon matricial con la FFT es

independiente del espacio de trabajo y tarda 0,16 segundos.

Ocup.
0,1 0,2 0,5 1 2 5
Obst.

2 0,30 0,41 0,50 0,67 1,30 1,59

5 0,62 0,68 1,07 1,60 2,26 3,39
10 0,74 0,91 1,37 1,81 2,51 3,74
20 1,26 1,30 1,85 2,25 3,25 4,22
50 5,19 6,13 8,36 | 10,78 | 13,37 | 16,28

Tabla 8.1: Tiempos (s) de calculo del C-espacio con el procedimiento pro-
puesto para diferentes tipos de espacios de trabajo. Evaluar el C-espacio

mediante la convolucién matricial con la FFT lleva 0,16 s.

Sin embargo, el proposito del procedimiento que se ha desarrollado pretende
reducir la cantidad de memoria necesaria para realizar la evaluaciéon. En este
sentido, se muestra en la tabla 8.2 el porcentaje de memoria necesario frente al
método matricial que requiere 21Mb.

Como se puede comprobar, se producen reducciones considerables en la ma-
yor parte de los casos. Por lo tanto se ha conseguido el objetivo principal bus-
cado al introducir el uso de quadirees y octrees en la evaluacion del C-espacio
que consistia en la gran reduccién de memoria. Sin embargo, se ha perdido
la independencia con el espacio de trabajo que presentaba el método matricial

puesto que evaluaba a gran resoluciéon tanto las zonas libres como las que no.
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Ol 01 | 02 | 05 1 2 5
Obst.
2 15,62% | 15,90% | 16,57%| 17,52%| 21,57% | 24,05%
5 20,90% | 24,28% | 25,05% | 26,86% | 29,05% | 33,57%
10 22.62% | 26,62%| 28,05% | 28,33% | 36,57% | 44,52%
20 26,10% | 30,14% | 38,38% | 43,71% | 52,76% | 71,52%
50 40,67% | 47,90% | 57,80% | 70,57%| 77,00% | 96,95%

Tabla 8.2: Porcentaje de memoria requerida por el procedimiento para eva-

luar el C-espacio en comparacion con la requerida por el método matricial






Conclusiones y Trabajos Futuros

En este capitulo se van a destacar, las principales aportaciones realizadas en
este trabajo de investigacién, asi como las conclusiones més importantes que de
él se pueden extraer. Aunque éste tiene un caracter completo, a partir de él
aparecen una serie de lineas sobre las que se pretende seguir realizando labores
de investigacion. Se comprueba asi la validez de los resultados obtenidos y en

qué medida podran dar lugar, en un futuro, a otros prometedores resultados.

Asi, se procede a presentar las principales conclusiones de este trabajo de

tesis doctoral:

e Se ha propuesto una operaciéon, que se ha denominado convolucion je-
rarquica, para evaluar la convolucién discreta de funciones utilizando es-
tructuras jerarquicas de datos. La utilizacién de esta operaciéon permite

realizar evaluaciones parciales con resoluciones altas s6lo en determinadas

165
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regiones, lo que permite optimizar los consumos de recursos computacio-

nales.

Este método se ha fundamentado con una rigurosa base matemética lo que
garantiza su viabilidad, y ha permitido llevarlo a la practica con resultados
cuya exactitud queda avalada por la base tedrica desarrollada. Asi, las
definiciones realizadas de conjunto invariante junto con los teoremas que
lo soportan constituyen la piedra angular de la convolucién jerarquica y
proporcionan la justificacion de las operaciones que se llevan a cabo dentro

del método propuesto.

La convolucién jerarquica se ha aplicado para evaluar la representaciéon de
los obstéaculos en C-espacio para un robot movil sin giros. Esto es posible
debido a que este tipo de robots se pueden representar mediante funcio-
nes que cumplen las condiciones que aparecen impuestas en los teoremas
enunciados y que permiten el uso de la convolucion jerarquica. Su aplica-
cion ha permitido obtener el C-espacio con una alta resolucién en espacios
de trabajos de grandes dimensiones. Este resultado tiene gran importan-
cia practica dado que los métodos existentes, que utilizan discretizaciones
homogéneas, no eran capaces de obtener el C-espacio para entornos rea-
les por los grandes requisitos de memoria para realizar las operaciones de

convolucién.

Para poder llevar a cabo la evaluacién del C-espacio con la convolucion
jerarquica de forma 6ptima se ha necesitado particionar o segmentar las
regiones de interés durante el proceso de evaluacién, de tal modo que se
obtengan regiones compactas y de caracteristicas uniformes. Para ello, se
han analizado los requisitos que el proceso de segmentaciéon debe cumplir
de modo que éste no afecte al método fundamental de la convolucién.
Asi, se ha mostrado que en cada instante el procedimiento para realizar la
segmentacion se puede parametrizar mediante dos factores: el porcentaje

de region innecesaria que la desencadena y el numero de semillas utilizadas.

La aplicacion de las definiciones y teoremas planteados en el método de

convolucién jerarquica y la propuesta de una técnica de segmentacién han
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permitido desarrollar e implementar algoritmos para la evaluaciéon de C-
espacios. Asi, se ha realizado una importante labor experimental con un
amplio conjunto de espacios de trabajo. Para analizar de forma exhaustiva
el comportamiento de estos algoritmos con respecto a los pardmetros que
determinan el proceso de segmentacion. Asimismo, se ha encontrado, ain
en el caso de utilizar valores 6ptimos de dichos pardmetros, una depen-
dencia de los recursos computaciones (tiempo y memoria) con respecto al
tamafio de la frontera de los obstaculos. Asi, se comprueba la validez del
algoritmo ya que el resultado esta de acuerdo con los resultados tedricos

establecidos por otros autores en la bibliografia.

A la vista de los resultados experimentales del comportamiento de los al-
goritmos desarrollados, se ha propuesto un procedimiento completo para
la evaluacion del C-espacio, que incluye una red neuronal artificial co-
mo elemento predictivo de los valores 6ptimos de los parametros de la
segmentacion. Asi, se ha mostrado que los conjuntos de aprendizaje utili-
zados tienen las caracteristicas adecuadas para conseguir realizar la tarea
de aprendizaje propuesta. Ademas, esto requiere definir las entradas de
dicha red. Con ello se ha conseguido tener como resultado del aprendizaje
un elevado porcentaje de aciertos, por lo que se tiene como principal con-
clusion, la calidad y viabilidad del procedimiento propuesto para utilizar
la convolucién jerarquica en la evaluacién practica del C-espacio de un

robot.

También, se ha utilizado la convolucién jerarquica para evaluar el C-
espacio de una plataforma movil con giros. La apariciéon de una varia-
ble de configuraciéon que no convoluciona ha hecho necesario adaptar la
convolucién jerdrquica para que incluya este nuevo tipo de variables, siem-
pre siguiendo con el criterio de intentar reducir el consumo de memoria.
Asi, se ha propuesto una nueva estructura jerarquica de datos, el arbol
multigrado-2*, para la representacion del su C-espacio. Esta resuelve los
problemas que surgieron para este tipo de estructura robética, aunque es
seguro que se podra utilizar en otras aplicaciones donde esté presente la

operacion de convolucion.
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A partir de los resultados de este trabajo de investigacion, se pueden plantear
algunos puntos en los que es posible extender el trabajo presentado y que dan

una idea de la importancia de esta linea de investigacién para el futuro:

e Teniendo en cuenta la gran influencia que presenta el proceso de segmenta-
cion, se propone estudiar sus caracteristicas y proceder a su formalizacion.
Asi, se espera obtener diferentes resultados teoricos y practicos que lleven
a un procedimiento mas optimizado de la evaluaciéon del C-espacio deri-

vado de una mejor segmentacion.

e Se propone introducir la operacién de convolucién jerarquica en la eva-
luacion de C-espacios de manipuladores. Su aplicacion seréd especialmente
interesante en determinadas situaciones, como pueden ser los robots re-
dundantes, en las que las limitaciones de recursos computacionales puedan
comprometer la evaluacién de esta representacion con criterios restrictivos

de exactitud.

e Se plantea aplicar los métodos de planificacién existente sobre los C-
espacios representados mediante estructuras jerarquicas. Se propone llevar
a cabo la planificacién, siempre que sea posible, a medida que se vaya ob-
teniendo la informacién de zonas libres. Asi, no seria necesario, por tanto,
evaluar el C-espacio final, con alta resolucién, para realizar la labor de

planificacién de caminos libres de colisiones.
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