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Todos para uno, uno para

todos

Los Tres Mosqueteros

ALEJANDRO DUMAS

1. Un robot no puede

da~nar a un ser humano, o

por inacci�on, permitir que

un ser humano resulte

da~nado;

2. Un robot debe obedecer

las �ordenes dadas por los

seres humanos, excepto

cuando tales �ordenes

entren en con
icto con la

primera ley;

3. Un robot debe proteger

su propia existencia, hasta

donde esta protecci�on no

entre en con
icto con la

primera o la segunda ley.

C��rculo vicioso

ISAAC ASIMOV





robot. A reprogrammable, multifunctional ma-

nipulator designed to move material, parts, tools,

or specialized devices through various programmed

motions for the performance of a variety of tasks.

Robot Institute of America, 1979.

parallelization.(n.) Turning a serial computa-
tion into a parallel one. Also sometimes turning a

vector computation into a parallel one. This may

be done automatically by a parallelising compiler

or (more usually) by rewriting (parts of) the pro-

gram so that it uses some parallel paradigm.

A Glossary of Parallel Computing Terminology,
IEEE Parallel & Distributed Technology,

February 1993
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Cap��tulo 1

Rob�otica y Paralelismo: Un

Matrimonio Perfecto

1





Rob�otica y Paralelismo: Un Matrimonio Perfecto 3

Calvin: Antes no me

gustaba escribir

redacciones, pero ahora

disfruto.

He comprendido que se

escribe con al intenci�on de

in
ar ideas 
ojas,

oscurecer un razonamiento

pobre e inhibir la claridad.

<Con un poco de pr�actica,

puede convertirse en una

niebla intimidante e

impenetrable!

El �Ultimo Libro de Calvin

y Hobbes

BILL WATTERSON

E
n tiempos pasados el grupo de usuarios de ordenado-

res paralelos estaba limitado a aqu�ellos que trabajaban

para organizaciones con enormes presupuestos, capaces

de invertir grandes cantidades de dinero para comprar ordena-

dores con esta especial arquitectura.

En la actualidad vivimos una situaci�on en la que el c�alculo

paralelo ya no se ve como una rara sub�area de la inform�ati-

ca; de hecho, los ordenadores con m�as de un procesador son

bastante populares y las predicciones dicen que este tipo de

m�aquinas va a dominar el mercado de los ordenadores perso-

nales en un futuro pr�oximo. A este panorama de computadores

con arquitectura paralela hay que sumar una tendencia cada

vez m�as extendida: el uso de un grupo de estaciones de tra-

bajo conectadas en red para realizar trabajos colaborativos y

concurrentes.



4 Rob�otica y Paralelismo: Un Matrimonio Perfecto

Mientras somos testigos de los pasos de gigante que se dan

en el mundo de la computaci�on paralela, todav��a estamos muy

lejos del mundo so~nado por Asimov en 1942, cuando en el

n�umero de marzo de la revistaAstounding Science Fiction apa-

reci�o el relato corto C��rculo vicioso (Roundaround), en el que

se establec��an las Tres Leyes de la Rob�otica1. Sin embargo,

tambi�en se han producido grandes avances en este campo y

se puede decir que la sociedad est�a cada d��a m�as habituada a

tratar con robots en la vida cotidiana |aunque estos no sean

humanoides como en la literatura o en el cine2.

1.1 Robots Redundantes

En una primera gran divisi�on se puede hablar de dos tipos de

robots: m�oviles y articulados. El n�umero de movimientos es-

paciales independientes entre s�� |cada uno de ellos denomina-

do Grado de libertad(Degree of freedom, DOF)| determi-

nar�a la versatilidad del robot. Por ejemplo, un coche se mueve

en un espacio 2D con tres grados de libertad: posici�on (x, y) y

orientaci�on. Similarmente, se necesitan 6 variables para de�nir

la posici�on y orientaci�on de la pinza de brazo manipulador (x,

y, z, balanceo (roll), cabeceo (pitch) y gui~nada (yaw)). Aparece
el concepto de Redundancia cuando se tiene un n�umero ma-

1Fue el propio Isaac Asimov (1920?{1992) el que acu~n�o la palabra

rob�otica, como ciencia que estudia los sistemas que permiten la construc-

ci�on de robots, y el que, a trav�es de su extensa producci�on escrita, impulso
su avance (Engelberger, creador del primer robot industrial, Unimate, en

1958, confes�o que su fascinaci�on por los robots era consecuncia de la lectu-

ra de Yo, Robot (I, Robot, 1968) |colecci�on de relatos cortos que incluye

C��rculo vicioso| en su infancia [AWG83]. Sin embargo, Karel Capek

(1890{1938) debe su reputaci�on, por encima de todo, a haber inventado

la palabra robot para su obra teatral R.U.R. (Rossum's Universal Robots,

1920), aunque varios biografos coinciden en que el verdadero creador de la

palabra fue su hermano Josef, tambi�en escritor, que la propuso a petici�on
de Karel cuando �este no lograba encontrar un nombre para los ingenios

de vida arti�cial |ilustrando el t��tulo de este cap��tulo aparecen Sulla y

Primus, en la primera edici�on del gui�on de R.U.R. (Praga, 1920)| que

constituyen el eje central del texto.
2Existe una amplia caterva de robots procedentes de la literatura, el

cine o la televisi�on, algunos de los cuales se han convertido en iconos ge-

neracionales como Mar��a, la robot de Metropolis (Friz Lang, 1927), R2D2

y C3PO, de la exitosa serie de pel��culas La Guerra de las Galaxias (Star

Wars, George Lucas) o Bender, el robot de la serie de dibujos animados

Futurama (del creador de Los Simpson, Matt Groening).
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yor de grados de libertad que el n�umero de variables necesarias

para de�nir un cuerpo en el espacio de trabajo.

Figura 1.1: Robot redundante tipo serpiente

Es indiscutible la potencia que se a~nade con cada grado de

libertad redundante. As��, en el caso del coche se estar�� intro-

duciendo redundancia si se permitiera que �este se desplazara

lateralmente, adem�as de girar, moverse hacia delante y mo-

verse hacia atr�as, facilitando enormemente el aparcamiento,

por ejemplo; en el caso de un robot manipulador, basta pen-

sar en un brazo humano, con sus 7 grados de libertad (3 en

el hombro, 1 en el codo y 3 en la mu~neca), capaz de adaptar-

se a distintas condiciones utilizando variadas con�guraciones

que aprovechan la fuerza de diferentes m�usculos: acerc�andolo

al cuerpo cuando carga un peso o dobl�andolo hacia arriba por

el codo y apoyando la palma de la mano cuando empuja un

objeto.

Figura 1.2: Brazo articulado sobre plataforma

Son muchas las situaciones en las que la mejor soluci�on es

adoptar una estructura rob�otica que incorpore redundancia; es-

tos posibles robots redundantes van desde el caso simple de un
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brazo planar de tres articulaciones hasta complejas combina-

ciones de manipuladores montados sobre m�oviles (Figura1.2),

pasando por robots hiper-redundantes [LOH94], [KP99] con

morfolog��as semejantes a serpientes (Figura 1.1) o incluso ASI-

MO3, con sus 26 grados de libertad (Figura 1.3) que Honda

present�o p�ublicamente el 12 de noviembre de 2001 como el

primer robot humanoide disponible para ser alquilado4.

Figura 1.3: Robot humanoide redundante con 26 grados de

libertad

Entre las optimizaciones que a~naden las con�guraciones re-

dundantes destacan5:

Mec�anicas y cinem�aticas:

� maximizar la transmisibilidad de fuerza (elegir la

soluci�on que mejor transmita la fuerza al efector

�nal);

3Es claro el homenaje que la compa~n��a japonesa quiere dedicar al padre

literario de la Rob�otica.
4http://www.world.honda.com/news/2001/c011112.html (revisado en

junio de 2002).
5http://www.robotics.utexas.edu (revisado en junio de 2002).
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� maximizar la disponibilidad de rango de articula-

ci�on (manteniendo cada articulaci�on lo m�as cerca

posible de su posici�on central);

� minimizar la velocidad de las articulaciones (eligien-

do la soluci�on que requiera la menor cantidad de

movimiento);

� maximizar la destreza (eligiendo la soluci�on que evi-

te singularidades y maximice la destreza del efector

�nal);

� minimizar la energ��a (eligiendo soluciones que mi-

nimicen la velocidad y la inercia);

� maximizar la rigidez (eligiendo soluciones que mini-

micen la desviaci�on).

Sortear obst�aculos: Se puede utilizar la redundancia

para evitar obst�aculos que de otra manera impedir��an

al efector �nal llegar a su destino: la con�guraci�on del

manipulador puede envolver al obst�aculo.

Tolerancia a fallos: En el caso de un robot tradicional Redundancia

y Tolerancia

a Fallos

El robot planar

de la �gura 1.4

puede llegar a

cualquier

punto objetivo

a pesar de que

se produzca un

fallo mec�anico

en cualquiera

de sus tres

articulaciones.

con 6 grados de libertad, cuando uno de estos falla, la

habilidad para completar una tarea se ve comprometida;

un robot redundante puede reorganizarse para compen-

sar la p�erdida de un grado de libertad mec�anico [RM96]

(Figura 1.4).

Lamentablemente, no todo son ventajas, ya que a mayor

n�umero de grados de libertad mayor es la complejidad y el

precio se dispara (se puede doblar el precio de un robot al

pasar de 4 a 6 grados de libertad [ROS98]).

Por ello se han desarrollado numerosas soluciones matem�ati-

cas que tratan de resolver algunos de los complejos problemas

cinem�aticos que incorporan los robots redundantes ([HT95] o

[KT96]).

1.2 El Espacio de las

Con�guraciones

A diferencia de los seres humanos, para los que realizar cual-

quier actividad supone poner en marcha un engranaje que fun-
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Figura 1.4: Tolerancia a fallos mec�anicos en un robot redun-

dante

ciona, principalmente, de forma inconsciente, los robots deben

incorporar entre sus capacidades razonamiento automatizado,

m�etodos de percepci�on del entorno y mecanismos de control

de sus acciones [LGF86].

As��, cuando un robot aut�onomo realiza alg�un trabajo eje-

cutando diferentes secuencias de movimientos en un espacio

de trabajo ocupado por objetos, un encadenamiento de tareas

evoluciona recabando datos, proces�andolos y produciendo re-

sultados que sirven de nuevos datos de entrada.

En esta compleja estructura conviven numerosas t�ecnicas

procedentes de diferentes disciplinas: para que un robot pue-

da interaccionar de forma aut�onoma con un entorno de trabajo

cambiante, es necesario dotarle de una capacidad sensorial que

permita una descripci�on precisa de aquellos puntos del espacio

que est�an ocupados por obst�aculos; por otro lado, para que un

robot se mueva de forma segura dentro de estas zonas parcial-

mente ocupadas por objetos en movimiento, se debe conocer,

en cualquier instante de tiempo, el conjunto de par�ametros que

de�nen la posici�on y orientaci�on de todos los puntos del robot
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con respecto a un sistema de referencia �jo.

Dependiendo de su geometr��a, el robot podr�a adoptar una Geometr��a del

robot

Algunos robots

se pueden

mover

libremente

dentro de un

espacio de

trabajo; otros

tienen un

punto de

anclaje �jo.

Asimismo,

existen robots

formados por

un �unico

elemento

r��gido,

mientras que

otros cuentan

con una serie

de elementos,

r��gidos o no,

unidos por

articulaciones.

serie de con�guraciones, denomin�andose espacio de las con-

�guraciones (C-espacio) del robot al conjunto de todas sus

posibles con�guraciones. Este concepto, que es esencialmen-

te una herramienta de representaci�on, fue introducido en la

Rob�otica por Lozano-P�erez, y ocupar�a un papel fundamental

en la descripci�on de este trabajo de investigaci�on.

Cada punto del C-espacio es una tupla de una cierta di-

mensi�on, donde se especi�can los valores para los par�ametros

que se corresponden con los grados de libertad del robot. La

posici�on y la orientaci�on del robot en su espacio de trabajo

queda completamente determinada si se especi�can los valores

para los grados de libertad del robot.

Figura 1.5: Grados de libertad de un robot articulado con dos

elementos

En la �gura 1.5 aparece un robot articulado en el plano, cu-

ya cadena cinem�atica est�a formado dos elementos conectados

mediante una articulaci�on de revoluci�on. Adem�as, el primer

elemento puede girar respecto a un eje perpendicular al pla-

no. Una con�guraci�on arbitraria del robot viene especi�cada

dando el valor del �angulo que forma el primer elemento con

el eje x y el valor del �angulo que forma el segundo elemento

respecto del primero. Por tanto, una con�guraci�on viene dada

por la tupla bidimensional (�1; �2). En este caso el espacio de

las con�guraciones est�a formado por todas las tuplas (�1; �2)

con �1; �2 2 [��; �).
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Es f�acil comprender la necesidad de m�etodos simples para

la evaluci�on del espacio de las con�guraciones, pues, al conta-

rio que con el espacio de trabajo, cuya dimensi�on permanece

constante, al aumentar el n�umero de grados de libertad aumen-

ta la dimensi�on del C-espacio. Como ejemplo de lo intratable

que puede llegar a ser el problema, se considera [CGK93] un

brazo rob�otico con k articulaciones, con cada grado de libertad

discretizado en n niveles. Tal robot tendr��a un C-espacio con

nk con�guraciones diferentes. Si tomamos n = 90, un brazo

con cuatro articulaciones (k = 4) tendr��a m�as de sesentaicinco

millones6 de con�guraciones, mientras que un brazo con seis

articulaciones (k = 6) llegar��a a superar los quinientos mil mi-

llones7 de con�guraciones.

1.2.1 Plani�caci�on de Movimientos

Un elemento crucial en la construcci�on de robots aut�onomos

es el Plani�cador de Movimientos. �Este trata de encontrar unPlani�caci�on

de Caminos

A diferencia de

la plani�caci�on

de

movimientos,

no se tiene en

cuenta qu�e es

lo que hay que

hacer para

lograr el

movimiento,

s�olo busca un

camino posible.

movimiento continuo que lleve al robot desde una con�guraci�on

inicial a otra �nal, sujeto a la restricci�on de que en ning�un

momento de dicho movimiento se produzca colisi�on alguna con

obst�aculos en el espacio de trabajo o devolver un fallo, si no

existe un camino que enlace ambos puntos.

Se han desarrollado muchos algoritmos de plani�caci�on de

movimientos, que son de gran inter�es te�orico, pero que no se

utilizan en la pr�actica debido a su coste computacional [HA92].

Por otro lado, Un punto de vista incorrecto y muy extendido

es el que considera que la plani�caci�on de movimientos consis-

te esencialmente en detectar colisiones. Adem�as, se ocupa de

calcular caminos libres de colisiones entre obst�aculos m�oviles,

de coordinar el movimiento de varios robots, de plani�car mo-

vimientos para empujar y deslizar objetos con el �n de lograr

relaciones exactas entre estos, de plani�car la manera de coger

los objetos de forma estable, etc.

1.2.2 Control de Movimientos

Una vez generada la secuencia de con�guraciones por las que

tiene que pasar un robot, desde la inicial a la �nal, un con-

665610000 exactamente.
7531441000000 exactamente.
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trolador tiene que realizar las operaciones oportunas para que

el robot siga este camino. En de�nitiva, a partir de la secuen-

cia generada por el plani�cador de movimientos, el controlador

tiene que encontrar la fucni�on temporal que de�ne los pares a

aplicar a los actuadores del robot en cada instante de tiempo

y aplicarlos [SV89].

Este proceso se realiza en dos fases, generaci�on de trayec-

torias, que de�ne el per�l de velocidad a lo largo del camino,

y seguimiento de la trayectoria, que calcula los pares que se

deben aplicar a los actuadores en cada momento para poder

realizar el movimiento requerido.

1.2.3 >Por qu�e el Espacio de las

Con�guraciones?

En esta secci�on se van a analizar las principales ventajas que

se obtienen al trabajar en el espacio de las con�guraciones en

lugar de en el espacio de trabajo.

Como ya se ha comentado anteriormente, la caracter��stica

fundamental que hace tan atractivo al espacio de las con�gu-

raciones, es la simpli�caci�on del problema que conlleva poder

reducir la decripci�on del robot a un punto. As��, como conse-

cuencia, algunas de las tareas que se bene�cian son la plani�-

caci�on de movimientos y el control de los mismos y la genera-

ci�on de trayectorias. En la otra cara de la moneda, aparece la

di�cultad a~nadida de evaluar cu�al es el conjunto de con�gura-

ciones prohibidas (C-obst�aculos), es decir, las con�guraciones

que producir��an colisiones, ya sean entre partes del robot y

obst�aculos en el espacio de trabajo o entre los propios elemen-

tos del robot (autocolisiones), adem�as de aquellas que violan

alguna restricci�on mec�anica.

A continuaci�on se comparan cada una de estas tareas cuan-

do se realizan a partir del espacio de las con�guraciones o a

partir del espacio de trabajo, comprob�andose la mejor elecci�on

del primero.

Si se trata de realizar la plani�caci�on de movimientos den-

tro del espacio de trabajo ser�a necesario plani�car los movi-

mientos de todos y cada uno de los puntos que forman par-

te de los distintos elementos del robot. Sin embargo, traba-

jando en el espacio de las con�guraciones, se reduce dr�asti-
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camente el problema, ya que cada una de las distintas con-

�guraciones intermedias por las que tiene que pasar el ro-

bot desde su con�guraci�on origen a su con�guraci�on desti-

no se corresponde con un punto en el C-espacio, por lo que

la plani�caci�on a realizar es la del movimiento de un pun-

to. Ejemplos de plani�cadores en el espacio de trabajo son

[Nil69][HWW98][KK91], mientras que ejemplos del segundo

caso son [LPW79][KSLO94][Bag96][BK00].

Una ventaja adicional viene dada por el hecho de que com-

probar si existe o no colisi�on entre el robot y los obst�aculos,

o si se producen autocolisiones consiste simplemente en veri�-

car si el punto correspondiente al robot en una con�guraci�on

pertenece o no a los obst�aculos representados en dicho espacio;

De forma general, el punto que representa a una con�guraci�on

con
ictiva pertenece al C-obst�aculo, siendo los dem�as puntos

con�guraciones libres de colisi�on.

En cuanto a las trayectorias, se puede decir que el hecho de

conocer previamente las con�guraciones que producen colisi�on

o no con los obst�aculos, supone un gran avance para facili-

tar el desarrollo de algoritmos generadores |se puede generar

el per�l de velocidad teniendo en cuenta la distancia entre la

con�guraci�on plani�cada y la que produce colisi�on, entre otros

criterios|, mientras que realizar el seguimiento de trayectorias

tambien recibe un bene�cio por parte del espacio de las con�-

guraciones, ya que las variables que de�nen una con�guraci�on

constituyen las referencias para el controlador, simpli�cando el

dise~no de los algoritmos. Adem�as, al tener las restricciones que

los obst�aculos imponen en las variables de control, se favorecen

dichos algoritmos.

Finalmente, disponer expl��citamente de una representaci�on

de los obst�aculos en el espacio de las con�guraciones permi-

te abordar el caso de la plani�caci�on din�amica con mayores

garant��as de �exito, permitiendo no s�olo considerar las restric-

ciones en el control debidas a la naturaleza de los actuadores,

sino tener tambi�en en cuenta las restricciones propiciadas por

la presencia de obst�aculos en el espacio de trabajo. Ciertamen-

te, disponer de una representaci�on expl��cita de los obst�aculos

en el espacio de las con�guraciones no resuelve el problema,

pero ayuda de forma sensible a hacerlo m�as abordable.
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1.3 C�alculo Paralelo

Un computador paralelo es un conjunto de procesadores que

son capaces de trabajar cooperativamente para resolver un

problema computacional. Esta de�nici�on es lo su�cientemente

amplia como para englobar computadores paralelos que tienen

cientos de procesadores, redes de estaciones de trabajo, esta-

ciones de trabajo multiprocesadoras y sistemas empotrados.

Una de las ventaja que aportan los ordenadores paralelos es

que ofrecen el potencial de concentrar gran cantidad de recur-

sos |ya sea el n�umero de procesadores, la cantidad de memo-

ria o el ancho de banda de E/S| para importantes problemas

computacionales.

Sin embargo, los programas concurrentes son inherente-

mente m�as complejos que los programas secuenciales; se podr��a

decir que son a los programas secuenciales lo que el ajedrez es

a las damas. As��, se puede considerar que los programas pa-

ralelos son programas secuenciales extendidos con mecanismos

para especi�car la concurrencia, las comunicaciones y la sincro-

nizaci�on, con todas las complicaciones que esto conlleva para

lograr dise~nos adecuados.

Adem�as, los algoritmos paralelos que se dise~nen deber�an

explotar tanto el paralelismo intr��nseco del problema como la

arquitectura del ordenador paralelo sobre el que se van a im-

plementar.

El paralelismo tradicionalmente se ha dedicado a resolver

problemas de clasi�caci�on, de b�usqueda y de c�alculo num�erico.

Generalmente, lo que se requiere es una computaci�on tremen-

damente r�apida y que se procesen enormes cantidades de datos

en poco tiempo. En otros casos el tiempo de ejecuci�on no es un

par�ametro que se desee optimizar, siendo, en estos casos, la ca-

pacidad de resolver problemas hasta el momento inabordables

la aportaci�on de la programaci�on paralela.

El �area de la rob�otica ha demostrado ser un excelente cam-

po de cultivo donde sembrar la semilla paralela.

1.4 Estado del Arte

En esta secci�on se va a hacer un repaso de los trabajos m�as

destacados, entre los que hacen uso de la tecnolog��a disponible
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para realizar c�alculos en paralelo, que han propiciado algunos

avances en la evaluaci�on del espacio de las con�guraciones.

En el campo de la Rob�otica hay muchas facetas susceptibles

de paralelizaci�on, ya que es una rama en la que t��picamente

se deben manejar grandes cantidades de datos para obtener

resultados intermedios que a su vez sirven de entrada para

nuevos c�alculos. Adem�as, para que estos c�alculos sean �utiles,

tienen que estar disponibles lo antes posible, ya que un robot

es un sistema que, l�ogicamente, est�a fuertemente restringido

en tiempo real, pues de su respuesta a determinados est��mulos

depende su buen funcionamiento.

Tradicionalmente, el campo dentro de la Rob�otica donde

mayor ha sido la incursi�on del uso de t�ecnicas paralelas es el

que se dedica a realizar labores de plani�caci�on |y algunos deC�alculos pre-

vios

En la mayor��a

de los m�etodos

de

plani�caci�on

de caminos

existentes son

necesarios

algoritmos

auxiliares que

se encarguen

de realizar

alg�un preproce-

samiento,

como es la

evaluaci�on del

C-espacio.

sus algoritmos auxiliares|, lo que, adem�as, est�a ��ntimamente

relacionado con el objetivo de este trabajo de investigaci�on.

En [Hen97] se realiza una revisi�on detallada de los distintos

enfoques paralelos utilizados en la plani�caci�on de movimien-

tos. [LPP91][CGK93][Bag96][AG97] son ejemplos de trabajos

que realizan plani�caci�on en paralelo y que trabajan sobre el

C-espacio.

El prerrequisito principal para todos los algoritmos de pla-

ni�caci�on de movimientos que utilicen una representaci�on es-

pec���ca del espacio de las con�guraciones es la transformaci�on

de los obst�aculos en dicho espacio. A continuaci�on se comen-

tan los trabajos m�as importantes que realizan esta tarea en

paralelo.

En [DHS89], se presenta un algoritmo sist�olico para el c�alcu-

lo del C-espacio para un conjunto de obst�aculos en el plano pa-

ra un robot rectil��neamente convexo. Se asume que los obst�acu-

los y el robot est�an representados mediante una imagen binaria

N �N . El algoritmo est�a dise~nado para una red de tipo malla

de N �N procesadores (utilizando la representaci�on can�onica

de una imagen en una matriz de procesadores) y tiene un tiem-

po de ejecuci�on asociado de O(N), lo que es asint�oticamente

�optimo.

Un problema similar para robots de formas arbitrarias con

intersecci�on de ejes de uni�on se trata en [LPP91]. De esta forma

se reconoce que se puede calcular una familia de mapas pri-

mitivos, que pueden ser combinados mediante superposici�on
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basada en la distribuci�on de los objetos reales. El algoritmo

funciona sobre una Connection Machine de 8192 procesadores.

En [GJ91], los obst�aculos del C-espacio para un robot de

n DOF's se aproximan mediante conjuntos de rebanadas (sli-
ces) de dimensi�on n�1, construidas recursivamente a partir de
rebanadas 1D. Las tareas para calcular las proyecciones de di-

chas rebanadas tienen una dependencia en forma de �arbol y se

plani�can en una topolog��a (triple) de matriz lineal, de estrella

y de �arbol. Se consigue un speedup cercano a 11 utilizando 12

Transputers para un manipulador de dos eslabones.

En [JL95], utilizando una superclase de los ordenadores ti-

po malla, un hipercubo N � N , se consigue realizar un algo-

ritmo similar al de [DHS89] para robot con forma de pol��gono

convexo para im�agenes N �N en un tiempo O(logN)

Finalmente, en [The00][TBCM01][TBC+02], se identi�can

diferentes niveles de paralelismo presentes en el formalismo

matem�atico para la evaluaci�on del espacio de las con�guracio-

nes de robots m�oviles y articulados de [Cur98]; Adem�as, se

proponen soluciones paralelas que, utilizando una t�ecnica de

slicing, explotan uno o varios de estos niveles. Por otro lado,

se presentan excelentes resultados para implementaciones, en

entornos distribuidos, de algoritmos para robots m�oviles.

Estos �ultimos trabajos son de especial relevancia para la

presente investigaci�on, pues sientan las bases de la problem�ati-

ca relacionada con el c�alculo paralelo del C-espacio mediante

productos de convoluci�on.

1.5 Objetivos de la Investigaci�on

El uso del espacio de las con�guraciones para simpli�car la

plani�caci�on de movimientos es un concepto presente en la

Rob�otica desde 1983, a~no en que lo populariz�o Lozano P�erez

[LP83].

Un paso especialmente relevante se da en [Kav93], donde

se aproxima el problema a partir del hecho observado de que

cuando un robot es un objeto r��gido que s�olo se puede mover

de forma translacional, el espacio de las con�guraciones es la

convoluci�on del espacio de trabajo y del robot. Se hace uso

del algoritmo para la Transformada R�apida de Fourier (Fast

Fourier Transform, FFT) para calcular esta convoluci�on. El



16 Rob�otica y Paralelismo: Un Matrimonio Perfecto

m�etodo es particularmente prometedor para espacios de traba-

jo con muchos y/o complicados obst�aculos, o cuando la forma

del robot no es simple. Este m�etodo se puede bene�ciar del

hardware y la experiencia existentes para el c�alculo de la FFT.

En 1998, Curto [Cur98] presenta un formalismo matem�ati-

co que permite representar los obst�aculos en el espacio de las

con�guraciones para un mayor n�umero de tipos de robot, es

decir, no se limita al caso de los m�oviles, sino que generaliza el

m�etodo para que sea aplicable al caso de los robots articulados.

Es en este punto donde surge la justi�caci�on de este traba-

jo: superar las limitaciones de los m�etodos existentes y permitir

contemplar cualquier tipo de robots, inclu��dos los redundan-

tes, para los que ninguno de los m�etodos comentados es v�alido.

As��, en [TMCB02] se comparan, para un robot planar de dos

articulaciones, el m�etodo propuesto en [Cur98] con un nuevo

m�etodo que, como se ver�a en sucesivos cap��tulos, supone la

piedra angular de la generalizaci�on a cualquier tipo de robots.

Por tanto, el objetivo principal de este trabajo es proponer

un nuevo m�etodo general que permita obtener una represen-

taci�on de los obst�aculos en el espacio de las con�guraciones de

cualquier estructura rob�otica.

Adem�as, el m�etodo debe estar bien fundamentado, de for-

ma te�orica, por un formalismo s�olido y de car�acter general.

El nuevo m�etodo debe intentar explotar la independencia

de los distintos elementos que constituyen la estructura rob�oti-

ca, de forma que se pueda evaluar las con�guraciones que pro-

duzcan colisi�on, asociadas a cada uno de ellos. Dada su voca-

ci�on general, se procurar�a en lo posible utilizar procedimientos

bien conocidos por la comunidad cient���ca para realizar las

tareas auxiliares necesarias.

Por otro lado, como ya se ha explicado en secciones anterio-

res, la evaluaci�on del C-espacio supone un proceso muy costoso

dado el volumen de informaci�on que se maneja, lo que es espe-

cialmente problem�atico en el caso de los robots redundantes.

Por tanto, se analizar�a el problema teniendo en cuenta que la

reducci�on tanto del tiempo de c�alculo como de los recursos uti-

lizados es una caracter��stica ideal a incorporar en la soluci�on,

por lo que se procurar�a explotar las ventajas de procedimientos

existentes que proporcionan estas ventajas.

El m�etodo debe ser aplicable en entornos bidimensionales

y tridimensionales, tanto para manipuladores conocidos como



1.6. Organizaci�on de esta Memoria 17

el manipulador planar o un robot PUMA, como a estructu-

ras redundantes. As��, se dise~nar�an y propondr�an algoritmos

que cubran estos casos. Un an�alisis detallado de los anteceden-

tes bibliogr�a�cos en la materia permite poner de mani�esto

la ausencia de representaciones de C-espacios para robots re-

dundantes, por lo que la consecuci�on de estos resultados y su

interpretatci�on constituyen un objetivo importante para este

trabajo.

Posteriormente, se dise~nar�an algoritmos completamente nue-

vos para ser explotados en un entorno paralelo que, dada la

naturaleza del problema, permitir�an obtener unos mejores re-

sultados que satisfagan los objetivos planteados. Para realizar

esta tarea, se explotar�an previamente las ventajas de la simu-

laci�on del rendimiento de los algoritmos paralelos en diferentes

entornos, de forma que sea justi�cable su posterior implemen-

taci�on.

1.6 Organizaci�on de esta Memoria

Una vez establecidos los puntos de partida en los que se enmar-

ca el presente trabajo se desglosan a continuaci�on los diferentes

apartados en los que se ha organizado la memoria.

El cap��tulo segundo est�a dedicado a la evaluaci�on del espa-

cio de las con�guraciones. En �el se presentan los fundamentos

te�oricos que sirven de base para desarrollar el m�etodo que se

presenta en este trabajo de investigaci�on. Tambi�en se lleva a

cabo un an�alisis detallado de algunas de las t�ecnicas que se han

desarrollado en el �area, tanto para el caso de robots m�oviles co-

mo para el de los robots articulados, destacando sus ventajas

e inconvenientes. De esta manera, se podr�a valorar la nove-

dad que supone la introducci�on del m�etodo propuesto, cuya

formalizaci�on se expone en el cap��tulo que le sigue.

As��, en el cap��tulo tercero se propone un formalismo ma-

tem�atico para el nuevo m�etodo de evaluaci�on de las con�gura-

ciones de un robot que presentar��an colisiones con los objetos

del espacio de trabajo. Dada la forma particular en que este

m�etodo descompone el espacio de con�guraciones en la uni�on

de distintos conjuntos, que se eval�uan por separado seg�un un

mismo procedimiento, se le ha denominado Deconstrucci�on del
espacio de las con�guraciones.
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Es en el cuarto cap��tulo donde se justi�ca la denominaci�on

del m�etodo propuesto. Como ya se ha expuesto, el objetivo

principal de este trabajo es proporcionar un m�etodo general

para la evaluaci�on del C-espacio, v�alido para cualquier estruc-

tura rob�otica. Esto incluye a los robots redundantes. Conse-

cuentemente, este apartado se reserva para ilustrar, a modo

de ejemplo, la aplicaci�on del formalismo matem�atico a algunos

manipuladores industriales tanto en un espacio bidimensional,

como en uno tridimensional. Para una mejor comprensi�on del

m�etodo, se parte del caso m�as sencillo, un robot planar de una

�unica articulaci�on, hasta uno m�as complejo, un robot PUMA

redundante con cuatro articulaciones. Para todos los casos se

proporciona un algoritmo y una respresentaci�on gr�a�ca de la

aplicaci�on de la deconstrucci�on.

A continuaci�on, en el siguiente cap��tulo se desarrolla una

revisi�on de las t�ecnicas paralelas existentes, as�� como de la �-

losof��a de trabajo en entornos distribuidos. En esta secci�on se

pretende exponer las nociones b�asicas del �area de la Programa-

ci�on Concurrente para que permita una absoluta comprensi�on

del trabajo desarrollado. Tambi�en se presenta una introduc-

ci�on al uso de las redes de Petri, y en particular a las redes de

Petri coloreadas, que van a servir para describir los algoritmos

paralelos propuestos y su simulaci�on.

En ese mismo cap��tulo, se presentan las diferentes herra-

mientas auxiliares que permiten el dise~no y la validaci�on te�ori-

ca de los algoritmos paralelos (Renew), la consecuci�on de una

implementaci�on mejor en t�erminos de rendimiento y efectivi-

dad (MPI y FFW), y las que son indispensables para realizar

un an�alisis de los experimentos y ayudan a depurar y mejorar

el dise~no de las distintas versiones de los algoritmos paralelos

(XMPI). Adem�as, se expone un estudio de las ventajas e in-

convenientes que aportan cada una de esta herramientas, para

poder as�� justi�car su elecci�on.

El siguiente cap��tulo se ocupa del dise~no e implementaci�on

de los algoritmos paralelos. Para ello, antes se hace un pro-

fuso an�alisis del formalismo para el c�alculo del espacio de las

con�guraciones bajo el prisma del paralelismo. Se identi�can

todas las oportunidades generales de introducir paralelismo y

se proponen soluciones paralelas gen�ericas. Posteriormente, si-

guiendo una de las soluciones propuestas, se aplica al caso,

que se considera m�as general (de los estudiados en el cap��tulo
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cuarto): un robot PUMA redundante. Para ello se expone la

metodolog��a de dise~no empleada para la mejor obtenci�on de

los algoritmos, analizando cada uno de los aspectos que con-

forman un algoritmo paralelo ideal, y justi�cando cada una

de las decisiones de dise~no tomadas. Asimismo, se detalla una

descripci�on exhaustiva de c�omo ser�a la implementaci�on del di-

se~no �nal, y �nalmente, se presenta el algoritmo en una red de

Petri coloreada. Con �esta se hacen unos experimentos que va-

lidan te�oricamente el algoritmo paralelo propuesto y justi�can

su implementaci�on en varios entornos paralelos.

En el s�eptimo cap��tulo se presentan los resultados aporta-

dos por este trabajo y se valora la bondad de los mismos. Por

un lado se analizan los resultados que proporcionan los algo-

ritmos de la deconstrucci�on para todos los casos analizados en

el cap��tulo cuarto. En concreto, la representaci�on gr�a�ca del

C-espacio para los robots redundantes y su interpretaci�on se

pueden considerar una de las aportaciones m�as importantes de

este trabajo.

Por otro lado, puesto que uno de los objetivos �nales del

trabajo es la implementaci�on paralela de los algoritmos pro-

puestos, se presentan los tiempos de c�alculo asociados, anali-

zando la especial casu��stica del c�alculo concurrente.

Para �nalizar, en el cap��tulo octavo se exponen las prin-

cipales conclusiones a las que ha llevado el desarrollo de este

trabajo, as�� como las l��neas de investigaci�on que abren los re-

sultados alcanzados.

Adem�as, en sendos ap�endices se desarrollan dos aspectos

te�oricos relevantes para que el lector profundice si esto es ne-

cesario: el ap�endice A, que explica en qu�e consiste el m�eto-

do de Denavit-Hartenberg, cl�asico en la Rob�otica y de apli-

caci�on muy interesante en la deconstrucci�on del C-espacio; y

el ap�endice B, que indica, de forma general, c�omo se deben

discretizar las expresiones matem�aticas a las que se llega en

el cap��tulo 3, lo que es necesario para poder implementar los

algoritmos que se exponen en el cap��tulo 4.
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El se~nor Jones vive a 500

millas de ti. Los dos sal��s

de casa a las 5:00 y

conduc��s el uno hacia el

otro. El se~nor Jones viaja

a 35 mph, y tu conduces a

40 mph. >A qu�e hora te

cruzar�as con el se~nor Jones

en la carretera?

Calvin: \Con el tr�a�co

que hay por aqu�� a las

5:00, >qui�en sabe?".

Siempre pillo las preguntas

con truco.

Calvin y Hobbes

BILL WATTERSON

Y
a se ha comentado que la idea fundamental del es-

pacio de las con�guraciones es representar el robot co-

mo un punto en un espacio apropiado |el espacio de

las con�guraciones del robot|. Esta proyecci�on simpli�ca de

forma dr�astica las tareas de plani�car y controlar los movi-

mientos de un robot. Sin embargo, aparece como problema

adicional el proyectar los obst�aculos en este espacio.

Tanto los obst�aculos como el tipo de robot considerado

determinar�an la proyecci�on. En cuanto a los primeros, no se

impondr�a ninguna limitaci�on debida a su forma geom�etrica,

n�umero de v�ertices, etc. Respecto al segundo, una clasi�caci�on

muy gen�erica es aquella que diferencia entre robots que pue-

den moverse libremente en su espacio de trabajo, denominados

m�oviles, y aquellos que tienen un punto �jo. Otra los clasi�ca

en robots articulados o no-articulados, dependiendo de si su

estructura mec�anica est�a formada por uno o varios elementos

que se mueven.

Tomando como base estos criterios de clasi�caci�on exis-

tir��an cuatro tipos de estructuras rob�oticas. Sin embargo, los

robots m�as implantados en las aplicaciones actuales son los
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m�oviles constituidos por un �unico elemento y los articulados

con un punto �jo. Existen aplicaciones muy espec���cas donde

se utilizan robots m�oviles articulados, aunque en lo relativo a

este trabajo se pueden considerar como un robot m�ovil m�as un

robot articulado.

Se empezar�a presentando un conjunto de nociones necesa-

rias para de�nir el concepto de espacio de las con�guraciones

de un robot y la representaci�on de los obst�aculos en este espa-

cio, para un objeto r��gido que se mueve. Posteriormente, en las

secciones siguientes, se van a analizar de forma detallada los

m�etodos utilizados por diferentes autores para la generaci�on

de los C-obst�aculos.

2.1 Conceptos Te�oricos

Aunque los conceptos de con�guraci�on y espacio de las con�-

guraciones ya fueron introducidos en el cap��tulo previo, en esta

secci�on se presentan de forma m�as rigurosa, incluyendo unos

casos particulares que ayudar�an a comprenderlos.

2.1.1 Espacio de las Con�guraciones de un

Objeto R��gido M�ovil

Sea A un objeto r��gido |el robot| que se mueve en un es-

pacio de trabajo W (�gura 2.1). Se representa W como un

espacio Eucl��deo Rn de dimensi�on n, donde n = 2 o 3. En �el se

de�ne un sistema de referencia �jo denominado FW . Se repre-

senta A en una posici�on y orientaci�on de referencia como un

subconjunto compacto de Rn. En A se establece un sistema

de referencia, FA, que se mueve con �el, de tal forma que cada

punto en el robot tiene unas coordenadas �jas respecto a FA.

Los or��genes de ambos sistemas, FW y FA, se denotan por OW

y OA, respectivamente. OA se denomina el punto de referencia

de A.

De�nici�on 1 Una con�guraci�on q de A es una especi�-
caci�on de la posici�on y la orientaci�on de FA con respecto
a FW .
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Figura 2.1: Robot m�ovil en W = R3

La con�guraci�on de referencia de A, que se denota por 0, es

una �unica con�guraci�on de C seleccionada de forma arbitraria.

De�nici�on 2 El espacio de las con�guraciones de A es
el espacio C de todas las posibles con�guraciones de A.

El espacio de las con�guraciones es intr��nsicamente inde-

pendiente de la elecci�on de los sistemas de referencia FA y

FW . Solamente la representaci�on de C depende de la elecci�on

de estos sistemas.

El subconjunto de W ocupado por A en una con�guraci�on

q se denota por A(q) o A(q). El robot en su con�guraci�on de

referencia se denota por A(0) o A(0). Cuando A est�a en la

con�guraci�on q, un punto a de A se denota por a(q) en W .

As��, para dos con�guraciones q y q0 cualesquiera, a(q) y a(q0)

son el mismo punto de A, pero no tienen por qu�e coincidir en

W .

Estas de�niciones son v�alidas de forma general para cual-

quier tipo de robot, aunque son directamente aplicables para
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un objeto r��gido que se mueve libremente en su espacio de tra-

bajo. Para particularizarlas a robots articulados con un punto

�jo es necesario realizar algunas consideraciones adicionales, lo

que se efectuar�a en secciones posteriores.

2.1.2 Obst�aculos en el C-espacio para un

Objeto R��gido M�ovil

En general,W contiene obst�aculos �jos que son regiones de Rn.

B denota tanto al obst�aculo f��sicamente como al subconjunto

de Rn que lo representa. En lo sucesivo se considerar�a que los

obst�aculos son r��gidos y que est�an �jos en W . Por tanto, cada

punto de B tiene una posici�on �ja con respecto a FW .

De�nici�on 3 El obst�aculo B en W se proyecta en C

sobre la regi�on

CB = fq 2 C=A(q) \B 6= 0g

CB se denomina obst�aculo en el espacio de las con�gu-
raciones o C-obst�aculo.

�Esta es la de�nici�on propuesta por Lozano-P�erez [LP83] y

es admitida de forma un�anime en la bibliograf��a. Por tanto, un

C-obst�aculo representa el conjunto de con�guraciones deA que

producen colisi�on con B. Los C-obst�aculos son las restricciones

en el movimiento del robot debidas a la presencia de obst�aculos

en el espacio de trabajo.

De�nici�on 4 El conjunto

Cfree = fq 2 C=A(q) \B = 0g

se denomina espacio libre. As��, una con�guraci�on en
Cfree se denomina una con�guraci�on libre de colisio-
nes.
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Ejemplo

A continuaci�on se ilustrar�an con un ejemplo sencillo las no-

ciones y de�niciones establecidas previamente. En concreto,

se mostrar�a una representaci�on gr�a�ca del C-obst�aculo que se

obtiene cuando se considera un robot m�ovil cuyo espacio de

trabajo se encuentra ocupado por un �unico obst�aculo.

Figura 2.2: C-obst�aculo para un disco rob�otico y un obst�aculo

poligonal

Sea A un robot con forma de disco que se mueve libremen-

te en W = R2, donde existe un obst�aculo B poligonal como se

muestra en la �gura 2.2. En W se elige un sistema de referen-

cia FW . En A se establece un sistema de referencia FA que se

mueve con el robot, cuyo origen OA se sit�ua en el centro del

disco. En este caso una con�guraci�on q vendr��a dada por la

posici�on del punto de referencia OA respecto de FW . Entonces

el espacio de las con�guraciones ser��a C = R2. El C-obst�aculo

CB debido al pol��gono B se obtiene aumentado B de forma

isotr�opica con el radio de A. El l��mite de CB es la curva se-

guida por el punto OA cuando A da vueltas sobre el contorno

de B. De esta forma se tienen de�nidas todas las posibles con-

�guraciones del robot A que producen colisi�on con el pol��gono

B.

2.1.3 Espacio de las Con�guraciones para

un Robot Articulado

En las de�niciones presentadas previamente se hab��a conside-

rado un objeto r��gido m�ovil, en un espacio de trabajo bidimen-

sional o tridimensional. Estas nociones se pueden extender pa-

ra robots formados por varios objetos r��gidos, que se mueven,



28 Evaluaci�on del Espacio de las Con�guraciones

conectados por articulaciones mec�anicas que imponen unas res-

tricciones a su movimiento relativo. Un ejemplo t��pico es un

brazo manipulador, que consta de una secuencia de objetos

r��gidos conectados en una cadena mediante articulaciones.

Un robot articulado A se compone de una serie de obje-

tos r��gidos m�oviles A1; : : : ;Ap (llamados eslabones) conecta-

dos por articulaciones que limitan los movimientos relativos de

cada par de objetos que conectan.

Una articulaci�on de revoluci�on restringe el movimiento re-

lativo de Ai y Aj a una rotaci�on alrededor de un eje �jo con

respecto a ambos elementos. Una articulaci�on prism�atica es

una conexi�on que limita el movimiento relativo a una trasla-

ci�on a lo largo de un eje �jo con respecto a ambos objetos.

Sea FAi
el sistema de referencia unido a Ai, i 2 [1; p]. Por

la de�nici�on 1 en la p�agina 24, la con�guraci�on de A es una

especi�caci�on de la posici�on y la orientaci�on de cada sistema

de referencia FAi
, i 2 [1; p], con respecto a FW . Si los distintos

objetos pudieran moverse de forma independiente enW = Rn,

el espacio de las con�guraciones de A ser��a

C 0 = (Rn � SO(N))� � � � � (Rn � SO(N))| {z }
p

donde SO(N) es el Grupo Ortogonal Especial de matrices

N �N con columnas y �las ortonormales y determinante +1.

Sin embargo, las distintas articulaciones imponen restricciones

en las con�guraciones posibles de C 0. Estas restricciones selec-

cionan un subespacio C de C 0 de dimensi�on m�as peque~na, que

es el espacio de las con�guraciones de A.

El C-espacio de las con�guraciones de un robot articulado

con p articulaciones prism�aticas o de revoluci�on es una varie-

dad de dimensi�on p [NS83][Spi82]. Una carta de esta variedad

se puede de�nir simplemente asociando un �angulo, entre 0 y

2�, con cada articulaci�on de revoluci�on y un n�umero real con

cada articulaci�on prism�atica. Entonces, una con�guraci�on q

se representa por una lista (q1; � � � ; qp) de coordenadas, don-

de cada una describe la posici�on y la orientaci�on relativa de

dos elementos unidos en A. Los robots con articulaciones de

revoluci�on tienen espacios de las con�guraciones conectados

de forma m�ultiple y son necesarias varias cartas para formar

un atlas. Sin embargo, en la pr�actica, basta con considerar



2.1. Conceptos Te�oricos 29

una �unica carta para cada coordenada angular perteneciendo

al intervalo [0; 2�), y aplicar aritm�etica m�odulo 2� para cada

coordenada.

2.1.4 C-Obst�aculos para un Robot

Articulado

Existen dos tipos de obst�aculos en el espacio de las con�gura-

ciones para un robot articulado:

1. Los correspondientes a la colisi�on de un elemento Ai con

los obst�aculos en su espacio de trabajo.

2. Los originados por la colisi�on entre dos elementos, Ai y

Aj, del robot.

En [Lat91] se proponen las siguientes de�niciones para estas

dos clases de C-obst�aculos:

De�nici�on 5 El C-obst�aculo debido a la interacci�on de
un elemento Ai con un obst�aculo Bj se denota por CBij
y se de�ne por

q = (q1; � � � ; qi; � � � ; qp) 2 C=Ai(q1; � � � ; qi) \Bj 6= 0

De�nici�on 6 El C-obst�aculo debido a la interacci�on del
elemento Ai con el elemento Aj, siendo i < j, se denota

por CAij y se de�ne por

q = (q1; � � � ; qi; � � � ; qj ; � � � ; qp) 2 C=

Ai(q1; � � � ; qi) \Aj(q1; � � � ; qj) 6= 0

Ejemplo

Sea A un robot articulado formado por dos elementos, A1 y

A2, que son segmentos de rectas y que est�an conectados por

una articulaci�on de revoluci�on. El primer elemento est�a unido

a la base mediante otra articulaci�on de revoluci�on. El robot se
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mueve en W = R2, donde existe un conjunto B de obst�aculos

puntuales. Se eligen como sistemas de referencia FW enW , FA1

unido aA1 y FA2
unido aA2, como se muestra en la �gura 2.3.

Una con�guraci�on q vendr��a dada por la orientaci�on relativa de

dos elementos unidos, siendo en este caso q = (�1; �2). Entonces

el espacio de las con�guraciones ser��a C = S1 � S1, donde S1

denota el c��rculo unidad en R2 [Cur98].

Figura 2.3: Manipulador planar de revoluci�on

En la �gura 2.5aparecen los C-obst�aculos que se obtienen,

debidos a los nueve obst�aculos situados en el espacio de trabajo

(�gura 2.4). Un obst�aculo puntual en W se transforma en una

curva en C, que representa todas las posibles colisiones del

obst�aculo con la longitud completa del robot.

Espacio de Trabajo

Figura 2.4: Obst�aculos en el espacio de trabajo
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Figura 2.5: Obst�aculos en el espacio de las con�guraciones

El c�alculo de los CAij se puede realizar adaptando los

m�etodos que se presentar�an para robots m�oviles. De todas for-

mas, �unicamente ser��a necesario calcularlos una s�ola vez para

un determinado robot articulado. Sin embargo, los C-obst�acu-

los CBij es necesario calcularlos cada vez que su espacio de

trabajo se modi�que.

Es importante destacar que esto �ultimo conlleva una gran

complejidad computacional que es necesario optimizar, llegan-

do a la intratabilidad cuando el n�umero de grados de libertad

es muy grande |y con ello la dimensi�on del espacio de las

con�guraciones|. No es de extra~nar, por tanto, que �este haya

sido el objetivo fundamental de muchos trabajos de investiga-

ci�on, entre los que se incluye el que recoge esta memoria.

2.2 M�etodos para la obtenci�on de

los C-obst�aculos

Con la intenci�on de proporcionar una visi�on global de la evo-

luci�on de las distintas t�ecnicas que han contribuido al avance

en la representaci�on de los C-obst�aculos, en el cap��tulo 1 se

presentaba una revisi�on muy somera de los principales traba-

jos. Ahora, una vez de�nidos m�as formalmente los conceptos

de espacio de las con�guraciones y de C-obst�aculo, e introdu-

cidos unos sencillos ejemplos donde, intuitivamente, se pon��a

de mani�esto la forma de generar un C-obst�aculo, se van a re-
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visar, con mayor grado de detalle, los procedimientos que han

proporcionado distintos autores.

Hay que destacar que, como se muestra a continuaci�on,

la mayor��a de los trabajos, principalmente en sus or��genes, se

centran en robots m�oviles. A continuaci�on, surgieron distintos

procedimientos donde se extend��an estas t�ecnicas a articulados

y, posteriormente, se propusieron nuevos m�etodos especialmen-

te pensados para este tipo de robot. En general, existen pocos

trabajos de investigaci�on dedicados a articulados trabajando

en espacios tridimensionales.

Los detractores del espacio de las con�guraciones aducen

que la principal di�cultad que esta idea plantea es proyectar

los obst�aculos en ese espacio de una forma r�apida, e�ciente y

exacta. El an�alisis que se presenta a continuaci�on servir�a para

mostrar c�omo se ha intentado salvar estas di�cultades. Con �el

se pretende, adem�as, contrastar las diferentes t�ecnicas surgidas

con la propuesta en esta tesis doctoral y, de esta forma, poner

de mani�esto las principales aportaciones y mejoras introduci-

das.

2.2.1 C�alculo de los C-obst�aculos para

Robots M�oviles

En esta secci�on se van a examinar las diferentes t�ecnicas uti-

lizadas para construir los C-obst�aculos, para un objeto r��gido

que se mueve libremente sobre un plano ocupado por obst�acu-

los. Solamente se considerar�a que los objetos en el espacio de

trabajo, tanto obst�aculos como el robot, est�an representados

por modelos algebraicos. Estos modelos presentan como princi-

pal ventaja que los objetos se pueden describir por un n�umero

peque~no de par�ametros y, adem�as, incluyen un caso particular

muy interesante, como es la representaci�on mediante pol��gonos

o poliedros.

En [Lat91] se presenta una recopilaci�on de los principales

trabajos que abordan este problema con la construcci�on de

dos representaciones diferentes de los C-obst�aculos, denomi-

nadas, respectivamente, representaci�on de un C-obst�aculo con
C-restricciones y representaci�on l��mite de un C-obst�aculo.
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Representaci�on de un C-obst�aculo con C-restricciones

Se caracteriza por utilizar la l�ogica como herramienta, de forma

que de�ne un predicado CB que toma una con�guraci�on q como

argumento. CB(q) toma valor verdadero si y s�olo si q 2 CB,

donde CB es el C-obst�aculo representado por CB. Este es el

resultado de un teorema propuesto y demostrado en [LP83]

para espacios de trabajos poligonales, donde se propone una

determinada expresi�on para el predicado CB. Posteriormente,

en [Don84] se propone una ampliaci�on de esta expresi�on que

recoge la extensi�on a espacios de trabajos poli�edricos. Otras

expresiones del predicado CB han sido propuestas en [Can88].

Representaci�on l��mite de un C-obst�aculo

En este caso, se trata de una descripci�on expl��cita del l��mite

del C-obst�aculo CB, como una lista de caras, lados y v�ertices,

con sus ecuaciones y su relaci�on topol�ogica de adyacencia. En

[LP83] se proponen dos m�etodos para construir el C-obst�aculo,

uno con mayor tiempo de ejecuci�on que el otro, donde tanto

A como B pueden ser pol��gonos o poliedros. En [AB88] se

describe otro m�etodo que directamente construye el l��mite de

CB a partir de la descripci�on deA yB, primero para pol��gonos

y despu�es para poliedros.

Caracter��sticas Comunes

En ambas, el coste computacional depende de la geometr��a de

los objetos, en concreto, del n�umero de v�ertices. Adem�as, los al-

goritmos propuestos para las dos representaciones inicialmente

tienen como limitaci�on que tanto el robot como los obst�aculos

sean convexos. Posteriormente, se considera que los objetos no

convexos se pueden descomponer en una uni�on de convexos, lo

que supone una carga computacional adicional.

Para �nalizar, en [Cur98] se realiza una revisi�on detallada

de estas t�ecnicas, las m�as representativas para la generaci�on de

los C-obst�aculos para robots m�oviles, y se llega a las siguientes

consideraciones:

1. En todos los algoritmos, una caracter��stica importante

a destacar es que su tiempo de computaci�on depende,

tanto si se trata de pol��gonos convexos o no convexos
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como de poliedros, del n�umero de v�ertices del robot y de

los obst�aculos.

2. Una condici�on necesaria en todos ellos es que los v�ertices

y lados de los obst�aculos y del robot han de estar perfec-

tamente identi�cados. Esto supone que existe, bien un

conocimento del espacio de trabajo modelado mediante

ecuaciones algebraicas, o bien un sistema de visi�on con

su�ciente precisi�on como para tener una representaci�on

exacta del entorno.

2.2.2 C�alculo de los C-obst�aculos para

Robots Articulados

Existen distintos m�etodos para construir los C-obst�aculos pa-

ra robots articulados y la mayor��a de ellos se centran en ma-

nipuladores cuyo espacio de trabajo es R2. Pocos contemplan

manipuladores que trabajen en espacios tridimensionales, co-

mo el PUMA, el SCARA, etc. A continuaci�on se comentan

las caracter��sticas m�as destacadas de los principales m�etodos

propuestos.

En general los trabajos desarrollados para la construcci�on

de la regi�on del C-obst�aculo para robots articulados usan dos

m�etodos: Descomposici�on aproximada en celdas y Ecuaciones
del l��mite de un C-obst�aculo.

Descomposici�on aproximada en celdas

Se trata de aplicar la idea del planteamiento de descomposi-
ci�on aproximada en celdas propuesta para robots m�oviles a

robots articulados. Este consiste en decidir si las celdas gene-

radas por la descomposici�on del C-espacio pertenecen o no a

la regi�on del C-obst�aculo, utilizando las ecuaciones expl��citas

que de�nen los l��mites de los C-obst�aculos. Para m�oviles es-

tas ecuaciones se pueden establecer utilizando los m�etodos co-

mentados en la secci�on previa. Este planteamiento podr��a ser

directamente aplicable a articulados, pero las ecuaciones ex-

pl��citas de los l��mites de los C-obst�aculos son m�as dif��ciles de

establecer y de explotar. En su lugar se utiliza un m�etodo que

consiste en discretizar el intervalo de movimiento de cada arti-

culaci�on en intervalos m�as peque~nos; despu�es, se comprueba si
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el robot colisiona o no con los obst�aculos cuando las distintas

articulaciones se encuentran en estos subintervalos.

Siguiendo este planteamiento se puede calcular, de forma

aproximada, la regi�on de los C-obst�aculos y construir un grafo

de conectividad, que se utiliza para buscar un canal que conecte

la con�guraci�on inicial a la �nal en etapa de plani�caci�on de

movimientos.

En [Cur98] se realiza una revisi�on detallada de las distintas

variantes que ha propiciado este m�etodo ([Gou84], [Fav86] y

[LP87]).

Ecuaciones del l��mite de un C-obst�aculo

Engloba a aquellos m�etodos que calculan las ecuaciones exac-

tas del l��mite del C-obst�aculo. En estos trabajos se consideran

las ecuaciones algebraicas que de�nen los obst�aculos y las ex-

presiones matem�aticas que describen la cinem�atica del robot.

A partir de las condiciones que se establecen cuando los ele-

mentos del robot intersectan con los obst�aculos se calculan las

ecuaciones expl��citas del l��mite de los obst�aculos en el espacio

de las con�guraciones. Este m�etodo, para manipuladores ar-

ticulados concretos, se presenta en [LPP91] y [NB91] y para

cualquier tipo de manipulador general en [GM90] y [Hwa90].

As�� como el m�etodo de la descomposici�on aproximada en

celdas se aplica indistintamente a un brazo planar o espacial,

los procedimientos que calculan las ecuaciones algebraicas de

los C-obst�aculos dependen en gran medida de los grados de

libertad del brazo. En los dos apartados siguientes se anali-

zan por separado los procedimientos m�as representativos que

siguen esta vertiente, para robots planares, en primer lugar, y

para espaciales, posteriormente.

Manipuladores articulados en el plano. Uno de los

primeros an�alisis de la geometr��a de los l��mites de los C-

obst�aculos para distintos brazos planares fue presentado

por Lumelsky en [Lum87]. En ese trabajo el autor plan-

tea que la transformaci�on de los obst�aculos del espacio de

trabajo al espacio de las con�guraciones est�a fuertemen-

te relacionado con la cinem�atica inversa del mecanismo

rob�otico. Adem�as, para un manipulador planar con dos

articulaciones de revoluci�on y cuyos elementos son seg-
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mentos de l��neas rectas (�gura 2.3), las dos con�guracio-

nes, codo arriba y codo abajo (distinto signo de �2), que

puede que adoptar el manipulador para que el efector �-

nal est�e en contacto con un obst�aculo puntual situado en

las coordenadas cartesianas (x; y), se obtienen a partir de

la resoluci�on de las ecuaciones de la cinem�atica inversa.

En [LPP91] se propone simpli�car las expresiones para

�1 y �2 utilizando las coordenadas polares del punto en

lugar de coordenadas cartesianas. Para obtener la trans-

formaci�on de los obst�aculos desde el espacio de trabajo al

C-espacio hay que calcular todos los puntos de contacto

a lo largo de toda la longitud del robot y no s�olo con el

efector �nal. Considerando las colisiones con el segundo

elemento (con el primero son triviales), la soluci�on no es

�unica, sino que hay un conjunto in�nito de soluciones.

As��, se llega a unas expresiones, en funci�on de la distan-

cia, s, desde la segunda articulaci�on al objeto, que �uni-

camente de�nen los choques del segundo elemento con

el obst�aculo puntual. Para puntos situados a una distan-

cia s menor que la longitud del primer elemento, hay

que tener en cuenta las con�guraciones con las que �este

contacta con el obst�aculo [NB91].

Un m�etodo general para obtener las ecuaciones del l��mite

del C-obst�aculo para manipuladores planares con n ele-

mentos se propone en [GM89]. Utiliza modelos pol��gona-

les para los elementos del robot y los obst�aculos y deter-

minan los l��mites de los obst�aculos en el espacio imagen

|se usa un cuaterni�on para representar el desplazamien-

to planar de un sistema de referencia desplazado respec-

to de uno �jo| del robot. Despu�es, los l��mites de los

obst�aculos son transformados de nuevo al espacio de las

con�guraciones del robot.

Es interesante considerar la geometr��a de los obst�aculos

en el espacio de las con�guraciones en funci�on de su po-

sici�on en el espacio de trabajo ([MF93] [NB91]). En la

�gura 2.4 se muestran nueve obst�aculos puntuales que se

encuentran en el espacio de trabajo de un manipulador

planar de revoluci�on. Est�an igualmente espaciados, con

� variando desde �� hasta � con incrementos de �=4.
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Los cuatro que se encuentran situados a mayor distan-

cia radial del origen s�olo pueden chocar con el segundo

elemento, mientras que el resto pueden colisionar con am-

bos. En la �gura 2.5 se muestran los nueve obst�aculos en

el espacio de las con�guraciones.

� Los cuatro obst�aculos m�as alejados s�olo pueden co-

lisionar con el segundo elemento y aparecen con for-

ma de S invertida.

� El resto (que pueden colisionar con ambos elemen-

tos) se muestran como l��neas rectas, paralelas al eje

�2, para los choques con el primer elemento; y con

l��neas curvadas para las colisiones con el segundo

elemento.

En [LPP91] y [NB91] se propone construir mapas de pri-

mitivas del C-espacio para un manipulador dado alma-

cenando el C-espacio generado a partir del hecho de que

el �unico par�ametro que afecta a la curva del C-obst�aculo

es el radio r donde se encuentra el obst�aculo puntual,

mientras que el �angulo � solamente introduce un despla-

zamiento en �1

En [MF93] se obtienen las ecuaciones de la cinem�atica in-

versa para un manipulador con dos elementos poligonales

y tambi�en en [LPP91] y [MF93] se considera la extensi�on

a obst�aculos poligonales.

Manipuladores articulados en el espacio. En [LPP91],

[NB91] y [MF93] se propone la extensi�on de sus algorit-

mos a robots espaciales, mediante una t�ecnica denomina-

da slicing. Esta es una variante del planteamiento de la

descomposici�on aproximada en celdas. Consiste en des-

componer el recorrido de uno de los grados de libertad en

un n�umero �nito de intervalos. En cada intervalo, se cal-

culan los contactos con los obst�aculos considerando �uni-

camente los grados de libertad restantes. Este plantea-

miento es aplicable directamente a estructuras mec�anicas

donde dos ejes de articulaci�on intersecten.

Concretamente, en [LPP91], [NB91] y [MF93] aplican

el m�etodo a estructuras mec�anicas tipo PUMA, aunque

s�olo analizan las tres primeras articulaciones, obteniendo



38 Evaluaci�on del Espacio de las Con�guraciones

C-espacios tridimensionales. As��, consideran que los dos

�ultimos elementos trabajan en un plano, al igual que el

manipulador planar con dos articulaciones de revoluci�on

analizado previamente. Dicho plano viene determinado

para un valor concreto de �0, el grado de libertad aso-

ciado a la articulaci�on de la cintura. Como en el caso del

planar, los C-obst�aculos forman una familia de curvas

parametrizadas por un par�ametro. De hecho, es exacta-

mente la misma familia de curvas, ya que el efecto de �0 es

seleccionar el plano donde se produce la interacci�on con

el obst�aculo. En tres dimensiones la forma del obst�aculo

transformado depende �unicamente del radio r donde se

encuentra. Dependiendo de la posici�on del punto, esta

primitiva se traslada en el C-espacio una cantidad � en

�1 y �0 en �0, donde � y �0 son las variables angulares

del obst�aculo, considerando coordenadas esf�ericas.

El m�etodo propuesto por [GM89] para robots planares y

obst�aculos poligonales se generaliza en un trabajo poste-

rior [GM90] para robots espaciales y obst�aculos poli�edri-

cos. En [GM90] se presenta una formulaci�on algebraica

de los l��mites de los C-obst�aculos para robots espaciales

con desacoplo cinem�atico. Esta formulaci�on se aplica a

un robot PUMA para obtener las ecuaciones parametri-

zadas del l��mite de los C-obst�aculos. Sin embargo, en este

m�etodo se supone una fuerte simpli�caci�on, como es la

de modelar el brazo por una cadena de dos articulacio-

nes esf�ericas. Adem�as, solamente considera la parte del

l��mite del C-obst�aculo debida a choques con el efector

�nal.

Existe otro trabajo [Hwa90] para obtener las ecuacio-

nes del l��mite de los C-obst�aculos para manipuladores

que trabajan en entornos poli�edricos. Los obst�aculos se

modelan como uniones de caras triangulares, y los ma-

nipuladores mediante segmentos de l��nea. Las ecuacio-

nes del l��mite de los C-obst�aculos se calculan a partir

de las condiciones que de�nen la intersecci�on entre las

caras triangulares y los segmentos de l��nea. Adem�as, se

muestra que las expresiones expl��citas de los l��mites se

pueden obtener para manipuladores cuya cinem�atica se

represente con la notaci�on de Denavit-Hatenberg. M�as
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concretamente, se muestra que la ecuaci�on del l��mite pa-

ra la variable de una determinada articulaci�on se puede

resolver expl��citamente en funci�on de las variables de las

articulaciones previas. Para validar el m�etodo, se apli-

ca a un robot Adept cuyos elementos se aproximan por

una uni�on de cilindros. Los obst�aculos se aumentan en

todas las direcciones por el radio de los cilindros y los

elementos del robot se reducen a los ejes del cilindro. Se

analizan las intersecciones en los ejes del cilindro y las

uniones de los tri�angulos que aproximan a las super�cies

de las obst�aculos aumentados.

Curto llega a las siguientes consideraciones en [Cur98], don-

de analiza con mayor detalle los m�etodos comentados:

1. En los m�etodos que utilizan la descomposici�on en celdas

es necesario construir una representaci�on, m�as o menos

aproximada, de los elementos que constituyen el robot

para un conjunto elevado de con�guraciones. En algu-

no de ellos hay que construirla para todas las con�gu-

raciones. Esto supone una elevada carga computacional

asociada al c�alculo de la cinem�atica directa.

Adem�as, habr��a que aplicar de forma expl��cita un test de

colisiones para todos los elementos en todas las con�gu-

raciones consideradas. Este test de colisiones ser��a reali-

zado con los m�etodos expuestos para los robots m�oviles.

2. Respecto al segundo grupo, hay que destacar que no

existen muchos trabajos dedicados a robots articulados,

y concretamente a brazos espaciales. Los procedimien-

tos propuestos calculan expl��citamente las ecuaciones del

l��mite de los C-obst�aculos realizando una serie de simpli-

�caciones. En primer lugar, simpli�can la geometr��a de

los elementos del robot y de los obst�aculos. Concreta-

mente, modelan los objetos mediante regiones algebrai-

cas. Esto supone aproximar tanto a los elementos del

robot como a los obst�aculos por un conjunto de formas

geom�etricas. Incluso, se llega a modelar al robot median-

te segmentos de l��nea. Adem�as, existen distintas t�ecnicas

que sustituyen la estructura m�ecanica del robot por otra

m�as f�acil de analizar. Todas estas simpli�caciones, en ge-
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neral, son muy restrictivas para manipuladores articula-

dos trabajando en espacios tridimensionales, aunque no

tanto para planares.

En segundo lugar, no todas las t�ecnicas tienen en cuenta

las colisiones entre todos los elementos que constituyen

el brazo y los obst�aculos. Normalmente, se restringen al

estudio de los contactos con el efector �nal del robot.

Como consecuencia de estas simpli�caciones, aunque con

estos m�etodos se logre disminuir el tiempo de computa-

ci�on, los C-obst�aculos que se obtienen son una versi�on

aproximada de los reales.

2.2.3 Uso de la Convoluci�on para Calcular

los C-obst�aculos

Para robots m�oviles, Kavraki [Kav95] propone calcular una

matriz binaria que representa al C-espacio como la convolu-

ci�on de una matriz binaria de los obst�aculos en el espacio de

trabajo y de otra del robot. Para realizar la convoluci�on e�-

cientemente utiliza la Transformada R�apida de Fourier. Con el

m�etodo propuesto en [Kav95] se obtiene un bitmap del espacio

de las con�guraciones m�as exacto que con los que utilizan pri-

mitivas elementales. Adem�as es independiente del n�umero de

obst�aculos, de la forma de estos y de la del robot y, �unicamente,

depende de la resoluci�on con la que se discretiza. En dicho tra-

bajo solamente se tienen en consideraci�on objetos poligonales

que se mueven sobre un plano. Para esta situaci�on particular la

idea de aplicar la convoluci�on se puede intuir con facilidad. Sin

embargo, no aporta ning�un formalismo matem�atico que per-

mita extender el planteamiento a otras situaciones con mayor

complejidad, como los robots articulados en R3.

As��, siguiendo la misma �losof��a, Curto [Cur98] propone un

nuevo m�etodo que abarca tanto a robots m�oviles como articu-

lados, en dos y tres dimensiones. El m�etodo est�a sustentado

por un formalismo matem�atico s�olido y de vocaci�on general,

cuyo punto clave es la proposici�on de una nueva expresi�on ma-

tem�atica para calcular los C-obst�aculos, equivalente a las pro-

puestas por otros autores [LP83] (de�nici�on 3). En concreto,

esta expresi�on permite calcular los C-obst�aculos como la in-

tegral extendida sobre el espacio de trabajo del producto de
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dos funciones: una que describe al robot y otra que descri-

be a los obst�aculos. Al igual que Kavraki, Curto utiliza como

herramienta matem�atica la transformada de Fourier.

En el m�etodo propuesto en [Cur98] se obtiene una represen-

taci�on expl��cita de los obst�aculos en el C-espacio para manipu-

ladores, ampliamente utilizados en espacios tridimensionales,

como el PUMA, el SCARA y el Stanford, lo que supone un

avance importante, pues no se encuentran en la bibliograf��a

resultados para este tipo de manipuladores.

Por otro lado, la extensi�on del m�etodo de Kavraki aportada

por Curto no se obtiene en detrimento de una de las mayores

ventajas del primero: el coste computacional de los algoritmos

que se proponen en [Cur98] es independiente de la geometr��a

tanto de los objetos que componen el robot como de los situa-

dos en su entorno, sin ninguna contraprestaci�on en cuanto a la

exactitud de la representaci�on obtenida.

Sin embargo, se deben tener en cuenta las siguientes consi-

deraciones:

Los m�etodos para obtener los C-obst�aculos mediante la

convoluci�on, al ser m�etodos discretos, tienen un gran con-

sumo de memoria cuando se pretende proporcionar rea-

lismo, al ser necesaria una resoluci�on de discretizaci�on

elevada.

Aunque el m�etodo propuesto en [Cur98] es v�alido tanto

para robots m�oviles como para robots articulados, no

es generalizable a cualquier tipo de estructura rob�otica,

como es el caso de los robots redundantes.

Por tanto, dos l��neas de investigaci�on se abren si se quieren

solventar los problemas mencionados.

As��, una alternativa para reducir las necesidades de memo-

ria es el uso de estructuras jer�arquicas de datos tanto para las

representaciones como para el c�alculo. De esta manera se puede

ir re�nando la representaci�on el C-espacio solamente en aque-

llas zonas donde sea necesario, sin necesidad de representar

todo el espacio a gran resoluci�on. Un ejemplo de este enfoque

se tiene en [BTCM01].

El otro aspecto mencionado, llegar a un m�etodo general

que sea aplicable a cualquier estructura rob�otica, incluyendo
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el caso de los robots redundantes, constituye el objeto de este

trabajo de investigaci�on.
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Calvin: Hobbes, he estado

pensando.

Hobbes: >Un �n de

semana?

Calvin: Bueno, no lo hice

queriendo.

El Gran Calvin y Hobbes

Ilustrado

BILL WATTERSON

E
n el presente cap��tulo se va a presentar un nuevo for-

malismo matem�atico que permite la evaluaci�on de las

posibles colisiones entre cualquier elemento de una es-

tructura rob�otica, redundante o no, con objetos que ocupan el

espacio de trabajo; en de�nitiva, se propone un nuevo m�etodo

formal para la representaci�on de los C-obst�aculos general para

todo tipo de robots.

Este m�etodo sigue la l��nea iniciada por [Kav95] y conti-

nuada por [Cur98], por lo que parte del formalismo coincide

con el propuesto por Curto. Sin embargo, el formalismo que

se propone supera las limitaciones de m�etodos anteriores, pues

gracias a la deconstrucci�on del espacio de las con�guraciones,

esto es gracias a la posibilidad de evaluar el C-espacio de forma

separada para cada uno de los elementos que forman el robot,

y adem�as, mediante la repetici�on, para cada uno de ellos, de

un m�etodo b�asico de evaluaci�on, se puede aplicar a cualquier

estructura rob�otica.

3.1 Planteamiento del Problema

Se considera como punto de partida un robot, formado por un

�unico objeto r��gido, que se mueve en un espacio de trabajo

ocupado por objetos est�aticos. Inicialmente, se pueden ignorar

las propiedades din�amicas del robot, las restricciones mec�ani-

cas de los movimientos |los cuales, de este modo, est�an s�olo
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limitados por los obst�aculos| y los aspectos relacionados con

el tiempo [Lat91].

3.1.1 Uso del Espacio de las Con�guraciones

En [Cur98] se propone una representaci�on de los C-obst�aculos

(coherente con [LP83]) basada en la integral del producto de

dos funciones: una que representa al robot y otra a los obst�acu-

los en el espacio de trabajo.

A continuaci�on se detallan estas funciones.

Sean W y C el espacio de trabajo y el espacio de las con-

�guraciones de un robot, respectivamente. As��, la funci�on A

que se propone para representar al robot situado en un punto

x 2W en la con�guraci�on q 2 C, vendr��a dada por la siguiente

de�nici�on.

De�nici�on 7 Sea A(q) el subconjunto de W que repre-
senta al robot en la con�guraci�on q. Se de�ne la funci�on
A : C �W ! R como

A(q; x) =

�
1 si x 2 A(q)

0 si x 62 A(q)
(3.1)

De la misma forma, la funci�on B, que se propone para

representar a los obst�aculos en el espacio de trabajo, estar��a

de�nida como se muestra a continuaci�on.

De�nici�on 8 Sea B el subconjunto de W formado por
los obst�aculos. Se de�ne la funci�on B :W ! R como

B(x) =

�
1 si x 2 B
0 si x 62 B (3.2)

Con estas dos funciones A y B, Curto propone una nueva

de�nici�on para calcular los C-obst�aculos:
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De�nici�on 9 Sea la funci�on CB : C ! R de�nida co-
mo

CB(q) =

Z
A(q; x)B(x)dx 8q 2 C; 8x 2W (3.3)

Se de�ne la regi�on CBf como el subconjunto de C que
veri�ca

CBf = fq 2 C=CB(q) > 0g (3.4)

En [Cur98] se demuestra que CBf coincide con la de�nici�on

de C-obst�aculo propuesta por Lozano-P�erez en [LP83], que es

la m�as comunmente aceptada en el campo de la rob�otica.

3.1.2 Parametrizaci�on de los espacios

En la secci�on anterior se presentaban las expresiones para las

funciones CB (expresi�on 3.3), B (expresi�on 3.2) y A (expresi�on

3.1), de�nidas, respectivamente, sobre los espacios C, W , y

C �W , sin suponer ninguna parametrizaci�on espec���ca de W

y de C.

Es �este el momento de seleccionar una representaci�on, tanto

de C como deW , mediante una lista de par�ametros reales, que

permitir�a obtener la correspondiente forma parametrizada de

las funciones previamente de�nidas.

Una representaci�on de W y de C viene dada seleccionando

un sistema de referencia FW para el espacio de trabajo y otro

FA para el robot. Respecto a ellos se eligen las coordenadas

de trabajo para C y W , de tal forma, que un punto x de W

vendr�a expresado respecto al sistema de referencia FW por las

coordenadas

(x1; x2; � � � ; xn)

donde n es la dimensi�on de W , es decir, n � 3. Una con�gu-

raci�on q viene representada por una lista de par�ametros

(q1; q2; � � � ; qm)

que especi�can la posici�on y orientaci�on de FA con repecto a

FW , siendo m la dimensi�on de C.
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Con esta parametrizaci�on de C y W la funci�on A dada

previamente en la expres�on 3.1

A : C �W �! R

(q1; � � � ; qm)� (x1; � � � ; xn) �! A(q1; � � � ; qm; x1; � � � ; xn)

estar��a de�nida como

A(q1; � � � ; qm; x1; � � � ; xn) =
�

1 si (x1; � � � ; xn) 2 A(q1; � � � ; qm)
0 si (x1; � � � ; xn) 62 A(q1; � � � ; qm)

(3.5)

donde A(q1; � � � ; qm) es el subconjunto de W que representa al

robot en la con�guraci�on (q1; � � � ; qm).
De la misma forma, la funci�on B de la expresi�on 3.2,

B :W �! R

(x1; � � � ; xn) �! B(x1; � � � ; xn)

se de�nir��a como

B(x1; � � � ; xn) =
�

1 si (x1; � � � ; xn) 2 B
0 si (x1; � � � ; xn) 62 B

(3.6)

siendo B el subconjunto de W formado por los obst�aculos.

La funci�on CB (expresi�on 3.3), despu�es de la parametriza-

ci�on,

CB : C �! R

(q1; � � � ; qm) �! CB(q1; � � � ; qm)

quedar��a como CB(q1; � � � ; qm), que se calcular��a as��
Z

A(q1; � � � ; qm; x1; � � � ; xn)B(x1; � � � ; xn)dx1 � � � dxn (3.7)

En la secci�on siguiente se comprobar�a que tanto la colo-

caci�on de los sistemas de referencia, como la elecci�on de las

funciones coordenadas |en el espacio de trabajo y en el de las

con�guraciones|, son cruciales para el presente trabajo. Los

primeros permiten dotar de generalidad al m�etodo mientras

que las segundas proporcionan una reducci�on de la compleji-

dad computacional asociada.
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3.2 Cadenas Cinem�aticas

Una de las posibilidades que existen es tratar a los robots ar-

ticulados como cadenas cinem�aticas. El robot A puede verse

como un conjunto de r objetos r��gidos; la cinem�atica de esta

cadena, o lo que es lo mismo, las limitaciones en los movimien-

tos impuestas por las articulaciones a cada uno de los objetos

Ai |los grados de libertad (DOFs)|, determinar�a cada sub-

conjunto del espacio de las con�guraciones para dichos objetos.

La uni�on de estos subconjuntos se corresponde con el espacio

de las con�guraciones para A.

Un aspecto importante a tener en cuenta es que la dimen-

si�on del espacio de las con�guraciones crece con el n�umero

articulaciones del robot, lo que tambi�en signi�ca un aumento

de la complejidad de su c�alculo.

3.2.1 Propiedad de Superposici�on para

C-obst�aculos

Si ahora se considera que el robot est�a formado por r cuerpos

r��gidos, para los C-obst�aculos resultantes se cumple el teore-

ma de superposici�on:

Teorema 1 Sea A un robot articulado formado por r

elementos A1; : : : ;Ar. Si CB1; : : : ;CBr son, respecti-
vamente, las regiones de los C-obst�aculos debidas a los
elementos A1; : : : ;Ar donde se proyecta el obst�aculo B,
entonces la regi�on CB del C-obst�aculo debida al robot A
donde se proyecta B se obtiene como

CB =

r[
i=1

CBi (3.8)

Esta propiedad es la base del c�alculo de los C-obst�aculos pa-

ra robots formados por varios elementos conectados mediante

diferentes tipos de articulaciones y se demuestra a continua-

ci�on.
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|Demostraci�on| 1aparte : CB �
Sr

i=1CBi

8q 2 CB) CB(q) > 0, como

CB(q) =

Z
A(q; x)B(x)dx > 0) 9x; x 2 B y x 2 Aq

Adem�as

Aq =

r[
i=1

Aiq

por tanto, 9k 2 f1; : : : ; rg ; x 2 B y x 2 Aq , que por

ser funciones de�nidas positivas,
R
Ak(q; x)B(x)dx > 0,

y entonces

q 2 CBk

|Demostraci�on| 2aparte :
Sr

i=1CBi � CB

8q 2
r[
i=1

CBi ) 9k 2 f1; : : : ; rg ; q 2 CBk

Si se cumple que

q 2 CBk ) CBk(q) =

Z
Ak(q; x)B(x)dx > 0

donde, por ser funciones de�nidas positivas, 9x; x 2 B

y x 2 Ak. Si x 2 Ak, entonces

x 2
r[
i=1

Ai = A

y por tanto,
R
A(q; x)B(x)dx > 0) q 2 CB

La propiedad de superposici�on de los C-obst�aculos es la

clave que habilita la deconstrucci�onn, principal aportaci�on de
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esta tesis doctoral, ya que tratando individualmente cada uno

de los eslabones se consigue simpli�car el c�alculo de CB.

En la siguiente secci�on se propone un nuevo formalismo

matem�atico que explota este concepto.

3.3 Deconstrucci�on del C�alculo de

CB

A continuaci�on se expone el formalismo matem�atico que se

propone para proyectar los obst�aculos del espacio de trabajo

en el espacio de las con�guraciones para cualquier tipo de es-

tructura rob�otica, inclu��das las redundantes, para las que no

se conoce la existencia de ning�un m�etodo formal. Se considera

que un robot |redundante o no| est�a formado por un n�ume-

ro determinado de elementos, unidos por articulaciones, que

forman la cadena cinem�atica.

3.3.1 Aplicaci�on de la Propiedad de

Superposici�on

Teniendo en cuenta la expresi�on 3.8 correspondiente a la pro-

piedad de superposici�on, el c�alculo de CB para un robot A

formado por un cadena cinem�atica de r elementos, vendr��a da-

do por la uni�on de todos los CBk correspondientes a cada uno

de los elementos del robot. El c�alculo de cada uno de estos

conjuntos vendr��a dado anal��ticamente, por la evaluaci�on de

las funciones CBk asociadas,

CBk(q1k ; � � � ; qsk ); 8k 2 f1; : : : ; rg (3.9)

con fq1k ; � � � ; qskg � fq1; � � � ; qmg, donde, como se vi�o en el

punto anterior, fq1; � � � ; qmg son las variables de con�guraci�on

asociadas al robot A. Es decir, para el k��esimo elemento se

tiene en cuenta �unicamente el subconjunto de variables de con-

�guraci�on asociadas a �el, y donde, de forma similar a la expre-

si�on 3.7, cada una de las funciones CBk(q1k ; � � � ; qsk) se calcula
de la siguiente maneraZ

Ak(q1k ; � � � ; qsk ; x1; � � � ; xn)B(x1; � � � ; xn)dx1 � � � dxn
(3.10)
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3.3.2 Elecci�on de los Sistemas de Referencia

Para resolver la integral 3.10 surge el problema de que es

necesaria la evaluaci�on de la posici�on precisa de la funci�on

Ak(q1k ; � � � ; qsk ; x1; � � � ; xn), tarea complicada por su depen-

dencia de todos los grados de libertad relativos a ella y a los

elementos anteriores en la cadena. Sin embargo, este escollo es

superable aprovechando la posibilidad de elecci�on de un sis-

tema de referencia m�as adecuado para evitar la necesidad de

dicha evaluaci�on.

Para ello, se considera el robot formado por la cadena ci-

nem�atica de la �gura 3.1 (los tres puntos negros simbolizan

un n�umero indeterminado de elementos en la cadena). Co-

mo puede observarse, siguiendo el procedimiento de Denavit-

Hartenberg[DH55] (ver ap�endice A), se asocia un sistema de

referencia a cada elemento, situando el origen al �nal del mis-

mo y con una orientaci�on de los ejes dependiente de la posici�on

y orientaci�on del elemento.

Desde que los introdujeran Denavit y Hartenberg, se aso-

cian cuatro par�ametros con cada eslab�on de la cadena : ai, la

longitud normal entre los ejes de las articulaciones asociadas;

�i, el �angulo entre los dos ejes de las articulaciones; di, la po-

sici�on relativa de los dos eslabones (distancia entre ai y ai�1);

y �i, el �angulo entre ai y ai�1.

Se propone utilizar para el elemento k��esimo el sistema

de referencia determinado por los elementos anteriores. As��,

para el elemento 1, se utiliza el sistema de referencia FA0
, que

coincide con el sistema de referencia asociado al espacio de

trabajo, FW ; para el elemento k��esimo se trabajar�a con el

sistema de referencia FAk�1
.

De este modo, Ak(q1k ; � � � ; qsk ; x1; � � � ; xn), la expresi�on a

evaluar, puede leerse de esta otra forma

Ak(q1k ; � � � ; quk| {z }
DOF(1;:::;k�1)

; q(u+1)k ; � � � ; qsk| {z }
DOFk

; x1; � � � ; xn) (3.11)

donde (q1k ; � � � ; quk ) son los grados de libertad asociados a los

elementos anteriores en la cadena al que se esta considerando,

el elemento k, cuyos grados de libertad son (q(u+1)k ; � � � ; qsk ).
En este punto, la posici�on y orientaci�on del elemento Ak

se expresa en relaci�on con el sistema de referencia FA0. La
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Figura 3.1: Sistemas de referencia en la cadena cinem�atica de

un robot

posici�on, al igual que el sistema de referencia FAk�1
, viene de-

terminada por los grados de libertad asociados a los eslabones

anteriores en la cadena, es decir, algunos de los par�ametros re-

lativos a cada Ai |elementos anteriores| en esa subcadena,

(ai, �i, di y �i).

As��, si se expresa la posici�on y orientaci�on del elemento Ak

respecto al sistema de referencia FAk�1
, su evaluaci�on ser�a mu-

cho m�as sencilla. Para ello se necesita introducir una transfor-

maci�on homog�enea T.

De�nici�on 10 Sea k�1
0 T la funci�on que permite llevar

el sistema de referencia FA0
hasta coincidir con FAk�1

.

Utilizar esta tranformaci�on homog�enea, tiene una conse-

cuencia: ser�a necesario expresar el espacio de trabajo, que es-
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taba dado respecto al sistema de referencia FW , (x1; � � � ; xn),
en funci�on del nuevo sistema de referencia, FAk�1

. Es impor-

tante resaltar que esta transformaci�on homog�enea es funci�on

de la posici�on y orientaci�on de los elementos anteriores en la

cadena, es decir, k�1
0 T = f(q1k ; � � � ; quk).

En este momento, la posici�on y orientaci�on del eslab�on Ak

expresada en relaci�on con el sistema de referencia FAk�1
, s�olo

depender�a de los grados de libertad asociados a �el, es decir,

(q(u+1)k ; � � � ; qsk ). Con lo que la evaluaci�on de la expresi�on 3.11
es equivalente a la de esta otra

A0

k(q(u+1)k ; � � � ; qsk ; x01; � � � ; x0n) (3.12)

con

(x01; � � � ; x0n) = k�1
0 T(x1; � � � ; xn) (3.13)

Finalmente, la expresi�on 3.10, que permite calcular la por-

ci�on de C-obst�aculo correspondiente al elemento Ak, quedar��a

como sigue

Z
A0

k(q(u+1)k ; � � � ; qsk ; x01; � � � ; x0n)B0(x01; � � � ; x0n)dx01 � � � dx0n
(3.14)

3.3.3 Elecci�on de Funciones Coordenadas

Kavraki, en [Kav95], propone la simpli�caci�on del c�alculo del

espacio de las con�guraciones aprovechando la existencia de un

producto de convoluci�on |y realizando �este usando la trans-

formada de Fourier| entre las funciones A y B. Sin embargo,

esta ventaja s�olo era aprovechable en el caso de robots m�oviles.

Curto ampl��a este concepto en [Cur98], habilitando el caso de

los robots articulados mediante la introducci�on de un cambio

de funciones coordenadas, si bien, este m�etodo no era aplicable

al caso de robots redundantes.

A continuaci�on se muestra c�omo este cambio de funciones

coordenadas es aplicable dentro del nuevo formalismo propues-

to, salvando as�� la barrera que ten��an los m�etodos anteriores.

Los bene�cios que proporciona se muestran en dos fases: apa-

rici�on del producto de convoluci�on y uso de la transformada

de Fourier.
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Producto de Convoluci�on en el C�alculo de CBk

Como se demuestra en [Cur98], basta utilizar las funciones

coordenadas adecuadas, (�1; � � � ; �n), que permitan dos cosas:

Encontrar una dependencia funcional m�as sencilla en la

funci�on A0

k , de forma que el elemento Ak sea indepen-

diente de un subconjunto de (q(u+1)k ; � � � ; qsk ), es decir,
s�olo dependa de (q(v+1)k ; � � � ; qsk ).

Encontrar alguna relaci�on entre alguna de las variables

de con�guraci�on de las que depende y algunas de las

funciones coordenadas, lo que permitir�a encontrar con-

voluci�on.

As��, habr�a que de�nir una nueva funci�on �A0

k, tal que la

integral 3.14 venga dada porR
�A0

k(0;���;0;q(v+1)k
;���;qsk ;�1�q(u+1)k

;���;�v�qvk ;�(v+1)k
;���;�n)B

0(�1;���;�n)d�1���d�n

(3.15)

con lo que se consigue que la funci�on �A0

k s�olo dependa de

(q(v+1)k ; � � � ; qsk ). As��, para las variables (q(u+1)k ; � � � ; qvk ) se
produce convoluci�on, apareciendo el producto de convoluci�on

que se expresa a continuaci�on.R
( �A0

k(0;���;0;q(v+1)k
;���;qsk

)
�B)(�1;���;�vk )

(�(v+1)k
;���;�n) d�(v+1)k

���d�n

(3.16)

donde los sub��ndices (�1; � � � ; �vk ) indican que el producto de

convoluci�on se realiza para todos los valores de estas variables.

La Transformada de Fourier en el C�alculo de CBk

Al igual que en los m�etodos comentados ([Cur98] y [Kav95]),

se puede usar la transformada de Fourier, reduciendo la com-

plejidad del c�alculo de CBk.

El teorema de convoluci�on establece que dadas dos fun-

ciones f1(x) y f2(x) de�nidas en R, cuyas transformadas de

Fourier son respectivamente F [f1(x)] y F [f2(x)], entonces:

F [(f1 � f2)(x)] = F [f1(x)] � F [f1(x)]

De esta forma, se puede calcular el producto de convoluci�on

de dos funciones como la transformada de Fourier inversa del

producto de las transformadas de ambas funciones.
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Y as��, aplicando lo expuesto en la expresi�on 3.16, el c�alculo

de CBk se obtendr��a realizando la transformada de Fourier

inversa de la siguiente integral

R
F

h
�A0

(0;���;0;q(v+1)k
;���;qsk

)(q(u+1)k
;���;qvk ;�(v+1)k

;���;�n)

i
(x1;���;xvk

)

�F[B0(�(v+1)k
;���;�n)]

(�1;���;�vk
)
d�(v+1)k

���d�n
(3.17)

Los sub��ndices (�1; � � � ; �vk ) indican que se trata de trans-

formadas de dimensi�on vk de funciones de�nidas en Rn. Sobre

el resto de las coordenadas, (�(v+1)k
; � � � ; �n), donde no se pro-

duce convoluci�on, se efect�ua la integraci�on.
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Calvin: Querr��a ser

Neo-deconstructivista,

pero mam�a no me dejar��a.

Un Mundo M�agico

BILL WATTERSON

L
a Real Academia Espa~nola define el verbo de-

construir de la siguiente manera: Deshacer anal��tica-
mente los elementos que constituyen una estructura con-

ceptual ; si se hace una observaci�on adecuada del formalismo

propuesto en el cap��tulo anterior, es evidente que el proce-

so que permite �nalmente representar aquellas con�guraciones

de un robot, que resultar�an en una colisi�on con alg�un obje-

to del espacio de trabajo, es precisamente la acci�on y efecto
de deconstruir el espacio de las con�guraciones, esto es, ha-

cer su deconstrucci�on1. La idea de analizar y explotar los

componentes de una estructura en un espacio ya se utiliza en

la ense~nanza de arquitectura [BCP01], donde se entiende por

deconstrucci�on la individualizaci�on de subsistemas de partes

homog�eneas y su representaci�on separada.

1En este texto se utiliza el t�ermino deconstrucci�on de forma literal,
no en el sentido �los�o�co introducido por Jacques Derrida, si bien, la co-

nexi�on entre el proceso propuesto y las ideas de Derrida es innegable: El

conjunto |el C-espacio en nuestro caso| es una especie de palimpsesto,

donde las capas se superponen sin que haya una que sea m�as fundamental

o m�as fundadora que la otra [Der88]; m�as a�un: Y la deconstrucci�on no es

m�as que la subversi�on de la l�ogica arquitect�onica de adici�on [...] como no

hay nada encima o debajo de los pliegues convolucionados de la super�-

cie, es cuesti�on de seguir alguna l��nea circular de investigaci�on, pasando
una y otra vez por el mismo conjunto peque~no de temas, circulando obse-

sivamente [Wig95]; o en palabras del propio Derrida en [Der99]: Hay algo

que ha sido construido [...] y entonces llega un deconstructor y destruye

la construcci�on piedra a piedra, analiza la estructura y la deshace; sin

embargo, m�as tarde a~nade que la deconstrucci�on no es s�olo |como su

nombre parecer��a indicar| la t�ecnica de una ((construcci�on trastocada)).

Queda as�� aplazado el debate �los�o�co a otro momento y lugar.
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4.1 El Camino de la Deconstrucci�on

A continuaci�on se va a seguir un planteamiento incremental

que permita explicar el concepto de deconstrucci�on presente

en el formalismo propuesto en el cap��tulo anterior. Se comen-

zar�a analizando el espacio de las con�guraciones para el caso

m�as sencillo, un robot planar de una sola articulaci�on que gira

en un plano. En este primer ejemplo ya se asentar�an algunos

conceptos generalizables a estructuras cinem�aticas m�as com-

plejas y se presentar�a el algoritmo correspondiente.

Dado que el procedimiento de frconstrucci�on tiene sentido

para cadenas cinem�aticas, se analizar�an los casos correspon-

dientes a un robot planar de dos articulaciones, un robot pla-

nar redundante de tres articulaciones, un robot PUMA de tres

articulaciones, y para �nalizar, tambi�en en un espacio tridi-

mensional, un robot redundante de cuatro articulaciones.

Todos los algoritmos propuestos producen como resultado

una representaci�on de las con�guraciones que producir��an coli-

siones con los obst�aculos del espacio de trabajo. Los resultados

para los casos estudiados coinciden con los que se encuentran

en la bibliograf��a, salvo para los casos de robots redundan-

tes, para los que existen pocos trabajos previos. Esta situaci�on

�ultima se debe a la complejidad que se a~nade con cada nuevo

grado de libertad, al tener que evaluar el robot para todas sus

variables de con�guraci�on. Destacan as�� dos de las ventajas

m�as importantes de la deconstrucci�on: cada elemento de la ca-

dena cinem�atica se va a tratar individualmente y sin necesidad

de considerar al elemento en todas las con�guraciones posibles

(gracias a que se posibilitan convoluciones para cada elemento

de la cadena).

Se puede a~nadir �nalmente que esta revisi�on es lo su�cien-

temente explicativa de la aplicabilidad del m�etodo a todo tipo

de estructuras rob�oticas redundantes.

4.1.1 Robot Planar de Una Articulaci�on

Sea un robot A formado por un �unico elemento, A1, con una

articulaci�on de revoluci�on (ver �gura 4.1); las posibles posi-

ciones del robot vendr�an de�nidas por el �angulo de giro en un

plano de su articulaci�on, �1 |�unico grado de libertad|, por lo

que se producir�an colisiones en aquellos �angulos para los que,
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a lo largo de la longitud (l1) del elemento, se encuentre alg�un

objeto.

Figura 4.1: Un robot planar con un s�olo grado de libertad y

dos obst�aculos puntuales (p1 y p2)

Como ya se ha visto en el formalismo presentado anterior-

mente, hay que elegir adecuados sistemas de referencia; y unas

funciones coordenadas, que son cruciales en el m�etodo.

Los sistemas de referencia para el espacio de trabajo, FW ,

y para el robot, FA0
, elegidos son los siguientes (�gura 4.1):

FW situado en la base del robot.

FA0
coincidente con FW .

Una con�guraci�on q 2 C viene parametrizada por �1. Para

representar un punto x 2W , se eligen las coordenadas polares,

de forma que x estar��a parametrizado por x = (r; ').

La funci�on B : W ! R estar��a de�nida de la siguiente

forma

B(r; ') =

�
1 si (r; ') 2 B
0 si (r; ') 62 B (4.1)
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Mientras que A : C �W ! R vendr��a dada por

A(�1; r; ') = A1(�1; r; ') =

�
1 si (r; ') 2 A1(�1)

0 si (r; ') 62 A1(�1)
(4.2)

Al considerar las coordenadas polares para representar al

robot y a los obst�aculos en el espacio de trabajo, se encuentra

una relaci�on entre el recorrido angular del DOF �1, y ', �angulo

de las coordenadas polares, lo que permitir�a simpli�car la eva-

luaci�on de la funci�on A y, por tanto, de los C-obst�aculos. Para

ello, se parte de las funciones A1 y B de�nidas anterioremente

y se sigue el formalismo.

Si se tiene en cuenta que se veri�ca lo siguiente

A1(�1; r; ') = A1(0; r; '� �1) (4.3)

donde como se muestra en la �gura 4.2 un punto del robot en

la con�guraci�on �1, cuyas coordenadas son (r; '), pasa a tener

coordenadas (r; '� �1) en la con�guraci�on 0.

Figura 4.2: Coordenadas de un punto del robot en las con�gu-

raciones �1 y 0

Por tanto, se observa que se simpli�ca de forma conside-

rable la evaluaci�on de la funci�on A1, pues s�olo es necesario

determinar el valor de esta funci�on (que representa al robot)

en la con�guraci�on �1 = 0, y no para todos los valores de

�1 2 [��; �).
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De esta forma, el robot en una con�guraci�on dada se denota Con�guraci�on

y obst�aculos

Para un

mismo �angulo

|una

con�guraci�on

en un robot

planar con un

�unico DOF|

pueden darse

varias

colisiones

simult�aneas

con diferentes

objetos o

partes de un

objeto, sin

embargo, se

trata de un

solo punto en

el C-espacio.

A1(0; r; '� �1) = A1(0) (r; '� �1) (4.4)

Y as��, se consigue reducir la evaluaci�on del robot a calcular

una sola vez el elemento A1 en la con�guraci�on 0, A1(0) .

Procediendo del modo en que se ha hecho, la expresi�on

3.9 para CB(�1), que se corresponde con la expresi�on 3.10, es

decir,

CB(�1) =

Z
A1(�1; r; ')B(r; ')drd' (4.5)

pasar��a a calcularse de esta otra forma

CB(�1) =

Z
A1(0) (r; '� �1)B(r; ')drd' (4.6)

Atendiendo a la de�nici�on del producto de convoluci�on,

f(t) � g(t) =
R
f(t0)g(t � t0)dt0, es necesario introducir una

nueva de�nici�on

�A1(0) (r; ') = A1(0) (r;�') (4.7)

Con lo que la evaluaci�on del C-espacio vendr��a caracteriza-

da por el siguiente producto de convoluci�on

CB(�1) =

Z
( �A1(0) �B)'(r; �1)dr (4.8)

donde el sub��ndice ' indica que el producto de convoluci�on de

las funciones �A1 y B se realiza para todos los valores de la

variable ' 2 [��; �).
En este punto, gracias al teorema de convoluci�on, este pro-

ceso se simpli�ca enormemente, convirti�endose en una multi-

plicaci�on de las transformadas de Fourier en una dimensi�on de

las funciones A1 y B. Por tanto,

F [CB(�1)] =

Z
F
�
�A1(0) (r; �1)

�
'
F [B(r; �1)]' dr (4.9)

Este c�alculo permite encontrar en qu�e con�guraciones hay

colisi�on, para lo que es necesario multiplicar las transforma-

das de ambas funciones para todos los �angulos en cada radio,

y sumar los resultados a lo largo de toda la longitud de la

articulaci�on.
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Figura 4.3: Convoluciones acumuladas por radios para un ro-

bot planar con un DOF.

Algoritmo

El procedimiento anteriormente expuesto se concreta en

el algoritmo de la tabla 4.1, donde, como se puede observar,

se hace la evaluaci�on de las posibles colisiones para todos los

puntos del �unico elemento del robot. As��, se considera que �este

est�a en la con�guraci�on 0, es decir, �1 = 0, y se acumulan los

resultados para los puntos que caen en cada radio que se eval�ua

(ver �gura 4.3); esto har�a posible la posterior representaci�on

de todos los C-obst�aculos.

En este punto, para poder computar la expresi�on 4.9, se

hace necesaria una discretizaci�on del espacio de trabajo y del

espacio de las con�guraciones. Esto implica dar nuevas de�ni-

ciones para las funciones A, B y CB para espacios discretos,

que se denotan por A�, B� y CB�. Esto se hace de forma

gen�erica en el ap�endice B.

Se debe construir una matriz binaria de pares de coordena-

das (r; ') para el espacio de trabajo, B�, y, de forma similar,

otra para el robot solamente en la con�guraci�on �1 = 0, �A�

1(0)
.

Se calcula el producto de dos vectores, la transformada de los

puntos del espacio de trabajo para el radio rad, y la trans-
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formada de �A�

1(0)
(rad) |vector de �angulos|, acumulando el

resultado para losN |la resoluci�on de discretizaci�on elegida|

valores del radio, [0; l1], donde l1 es la longitud del �unico es-

lab�on del robot. Finalmente, s�olo queda calcular la transfor-

mada inversa del producto acumulado y construir el vector

CB� colocando unos para aquellos ��ndices del vector producto

acumulado cuyos valores son mayores que cero.

Construir la matriz binaria B�

Calcular F [B�]

Construir la matriz binaria �A�

1(0)

Hacer ProdAcum = 0

Para cada radio rad

Calcular F
h
�A�

1(0)(rad)
i

Obtener P = F [B�(rad)] � F
h
�A�

1(0)
(rad)

i
Acumular ProdAcum = ProdAcum+ P

Calcular IP = F�1 [ProdAcum]

Para cada �1 tal que IP (�1) > 0

Asignar CB�(�1) = 1

Tabla 4.1: Algoritmo para el c�alculo del C-espacio de un robot

planar de una articulaci�on

4.1.2 Robot Planar de Dos Articulaciones

Una vez presentado el caso m�as sencillo, en esta secci�on se va

a aplicar el m�etodo matem�atico a un robot articulado (�gura

4.4). Sea A un robot formado por dos objetos r��gidos, A1 y

A2, que se mueven en R2 mediante dos articulaciones mec�ani-

cas de revoluci�on, es decir, se tienen dos grados de libertad

(�1; �2) 2 [��; �). Al igual que en el caso anterior, como coor-

denadas de trabajo se eligiran (r; ') que pueden variar en el

intervalo [0; l1 + l2] � [��; �), siendo l1 y l2 las longitudes de

los elementos.

Para este tipo de estructura rob�otica se debe realizar un

paso clave que habilita la deconstrucci�on del espacio de las
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Figura 4.4: Robot planar de dos articulaci�ones

con�guraciones: un cambio de sistema de referencia. Con ello,

es posible tratar cada elemento de la cadena cinem�atica de

forma individual, aplic�andole una evaluaci�on del espacio de las

con�guraciones a cada uno que, en esencia, es similar al caso

presentado en la secci�on anterior.

Este cambio de sistema de referencia se lleva a cabo me-

diante una transformaci�on homog�enea sobre las coordenadas

de los puntos del espacio de trabajo.

Elecci�on de los Sistemas de Referencia

Para la elecci�on de los sistemas de referencia se sigue el m�etodo

cl�asico de Denavit-Hartenberg [DH55]. Los sistemas de referen-

cia asociados al espacio de trabajo y a los elementos del robot

se deben colocar como sigue (�gura 4.4):

FW situado en la base del robot.
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FA0
coincidente con FW .

El origen de FA1
coincide con extremo �nal del elemento

A1, con un eje situado en la misma direcci�on que la l��nea

que recorre al primer elemento, mientras que el otro es

perpendicular a �esta.

Elecci�on de Funciones Coordenadas y C�alculo de CB

De la elecci�on de las coordenadas apropiadas depende la posi-

bilidad de utilizar la convoluci�on en cada uno de los elementos

de la cadena del robot, lo cual constituye uno de los objetivos

de la deconstrucci�on.

De esta manera, lo dicho para el caso de un robot planar de

una sola articulaci�on vale para el primer elemento del presente

caso, por lo que se puede encontrar una relaci�on entre �1 y '.

Por tanto, la mejor opci�on es tomar un sistema de coordenadas

polares.

Como se desarrollar�a a continuaci�on, la idea de la decons-

trucci�on es encontrar una relaci�on del mismo tipo para el se-

gundo grado de libertad, es decir, �2, asociado a la segunda

articulaci�on. Esto nos permitir�a resolver el conjunto de colisio-

nes, debidas a uno y otro elemento, por separado |gracias a

la transformaci�on homog�enea| y de forma similar |un pro-

ducto de transformadas de Fourier.

Entonces, para este caso, aplicando la propiedad de super-

posici�on, hay dos conjuntos que calcular

CB = CB1 [CB2 (4.10)

lo que signi�ca dos funciones a evaluar (expresi�on 3.9), que

seg�un la expresi�on 3.10 se har��a como sigue

CB1(�1) =

Z
A1(�1; r; ')B(r; ')drd' (4.11)

CB2(�1; �2) =

Z
A2(�1; �2; r; ')B(r; ')drd' (4.12)

donde, habr�a que de�nir las funciones Ak y B del formalismo

particularizadas a este nuevo caso.

La funci�on B :W ! R ser��a la misma que para el robot de

una sola articulaci�on, esto es

B(r; ') =

�
1 si (r; ') 2 B
0 si (r; ') 62 B (4.13)
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Mientras que las funciones Ak : C � W ! R, dada la

estructura del manipulador, ser��an:

A1(�1; r; ') =

�
1 si (r; ') 2 A1(�1)

0 si (r; ') 62 A1(�1)
(4.14)

A2(�1; �2; r; ') =

�
1 si (r; ') 2 A2(�1; �2)

0 si (r; ') 62 A2(�1; �2)
(4.15)

Uso de la Convoluci�on para el C�alculo de CB1

Como ya se hizo en el caso anterior, siguiendo el formalismo

matem�atico, el c�alculo de CB1(�1) se simpli�ca hasta llegar a

la expresi�on 4.9, que se computa mediante el algoritmo de la

tabla 4.1.

En este momento se podr��an encontrar los puntos de los C-

obst�aculos debidos al primer elemento, ya que dada una con-

�guraci�on del primer elemento que produzca colisi�on, �1 = 
,

los puntos (
; �);8� 2 �2, forman parte de un C-obst�aculo.

Uso de la Transformaci�on Homog�enea para el C�alculo

de CB2. M�etodo de Denavit-Hartenberg

Queda ahora el problema de evaluar la expresi�on 4.12 que de-

pende de las dos variables de con�guraci�on involucradas: �1,

que de�ne el sistema de referencia FA1
, y �2, que de�ne al

elemento A2 sobre �el.

Ya se ha dicho que los objetivos de la deconstrucci�on son

dos:

Poder evaluar cada elemento por separado;

Y, adem�as, hacerlo para cada elemento de forma similar.

En de�nitiva, se trata de encontrar una relaci�on entre �2 y

alguna de las coordenadas el espacio de trabajo, que permita

actuar como se ha hecho con el primer elemento. Para esto,

y trabajando en coordenadas polares, es necesario elegir unos

nuevos sistemas de referencia que permitan encontrar tal rela-

ci�on. Una elecci�on adecuada ser��a la que aparece en la �gura

4.4, donde se establece un nuevo sistema de referencia, F 0

W ,

para W , que coincide con el sistema FA1
.

El efecto buscado al utilizar este nuevo sistema de referen-

cia, seg�un la expresi�on 3.12, es que el elementoA2 s�olo dependa
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del grado de libertad asociado a �el, �2, y no dependa de �1. Sin

embargo, esto conlleva una transformaci�on de los puntos del

espacio de trabajo desde el sistema de referencia FW al nuevo

sistema F 0

W .

El problema que nos ocupa (�gura 4.4) es determinar las

coordenadas (r0; '0) de un punto (p0) en el espacio de trabajo

respecto al sistema de referencia F 0

W |o, lo que es lo mismo,

FA1
| a partir de las coordenadas (r; ') del mismo punto (p),

pero respecto al sistema de referencia original, FW |o el de

la base del robot, FA0
|. Para este cambio de coordenadas, se

recurre al m�etodo de D-H, tal y como se explic�o en del cap��tulo

anterior. Esto permite incorporar un m�etodo completamente

conocido y aceptado por la comunidad cient���ca al proceso de

deconstrucci�on del espacio de las con�guraciones.

Este m�etodo cl�asico, recogido en el ap�endice A, indica c�omo

escoger adecuadamente los sistemas de referencia asociados a

cada eslab�on, para poder as�� pasar de uno al siguiente mediante

cuatro transformaciones b�asicas, que dependen exclusivamente

de las caracter��sticas geom�etricas y cinem�aticas del eslab�on.

Este m�etodo permite reducir el problema cinem�atico directo a

encontrar una matriz de transformaci�on homog�enea 4� 4 que

relaciona la ubicaci�on de cada elemento del robot con respecto

al sistema de referencia de su base.

Aplicando el m�etodo de D-H, la colocaci�on de los ejes es

la de la �gura 4.5, y los par�ametros los de la tabla 4.2. As��, la

relaci�on entre el par de sistemas de referencia viene dada por

la siguiente matriz de transformaci�on homog�enea2.

0
1T =

2
664

C�1 �S�1 0 l1C�1
S�1 C�1 0 l1S�1
0 0 1 0

0 0 0 1

3
775

Por tanto, si se quiere calcular los valores (r0; '0) |el punto

p0|, a partir de (r; ') |p|, es necesario calcular la inversa

de 0
1T, ya que la matriz original relaciona puntos de�nidos en

el sistema de referencia 1 con el 0. Es decir,

p = 0
1T � p0 ) p0 = 0

1T
�1 � p

2La notaci�on habitual para esta matriz se denota por A, en el presente

trabajo se ha optado por usar la letra T, para evitar confusiones con el

robot o sus elementos.
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Figura 4.5: Ejes de Denavit-Hartenberg para un robot planar

Eslab�on �i ai di �i

1 �1 l1 0 0

Tabla 4.2: Par�ametros de Denavit-Hartenberg para un mani-

pulador planar

Haciendo la inversa, las nuevas coordenadas se calcular��an

como sigue

p0 = 0
1T

�1 � p =

2
4 C�1 S�1 �l1
�S�1 C�1 0

0 0 1

3
5
2
4 x

y

1

3
5

Hay que tener en cuenta que el m�etodo de D-H3 trabaja con

sistemas de coordenadas cartesianas. Como ya se ha comentado

las coordenadas m�as adecuadas para expresar un punto en W

son las coordenadas polares, por lo que habr�a que hacer las

conversiones pertinentes.

3Por otro lado, el lector puede pensar que utilizar el procedimiento de

D-H, para calcular esta transformaci�on de coordenadas es excesivo, pues es

un c�alculo trigonom�etrico sencillo. Es cierto, pero s�olo para esta estructura

rob�otica; para casos m�as complejos, como los que se estudiar�an en las

secciones posteriores, aplicar este m�etodo es muy aconsejable, adem�as de

dotar a la deconstrucci�on de la generalidad perseguida.
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Realizando el cambio de funciones coordenadas, de carte-

saianas a polares, el resultado ser��a el siguiente.2
4 r0C'0

r0S'0

1

3
5 =

2
4 rC'C�1 + rS'S� � l1

�rC'S�1 + rS'C�1
1

3
5

por lo que, simpli�cando, quedar��an como se expresa a conti-

nuaci�on.

r0 =

q
r2 + l21 � 2rl1C(' � �1)

'0 = artg

�
�rS(�1 � ')

rC(�1 � ')� l1

�

Finalmente, se puede observar que, hay que realizar una

transformaci�on de los obst�aculos y el robot sobre este nuevo

sistema de referencia; as��, se tienen las siguientes consecuen-

cias:

Se tiene una nueva funci�on para describir los obst�aculos

en el espacio de trabajo utilizando el nuevo sistema de

referencia, que se denominar�a B0. Los valores de r0 y '0

dependen de los par�ametros de D-H asociados al primer

eslab�on: l1 y �1.

Hay que de�nir una nueva funci�on para describir el se-

gundo elemento del planar,A0

2 (que tendr�a una de�nici�on

an�aloga a A0

1).
�Esta no depende de ning�un par�ametro de

D-H asociado al eslab�on anterior, s�olo depende de �2.

Con el cambio de sistemas de referencia introducido, ahora

la expresi�on 4.12 se puede evaluar como

CB2(�1; �2) =

Z
A0

2(�2; r
0; '0)B0(r0; '0)dr0d'0 (4.16)

Uso de la Convoluci�on para el c�alculo de CB2

Como se puede observar, de nuevo la expresi�on 4.16 es similar a

4.11, con lo que se puede evaluar de la misma forma (expresi�on

4.9) y computar a trav�es del mismo algoritmo (tabla 4.1). Es

decir, gracias a la relaci�on que se encuentra entre �2 y '0, la

expresi�on 4.16 puede ponerse como

CB2(�1; �2) =

Z
A0

2(0)
(r0; '0 � �2)B

0(r0; '0)dr0d'0 (4.17)
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donde, introduciendo de nuevo la de�nici�on,

�A0

2(0)
(r0; '0) = A0

2(0)
(r0;�'0) (4.18)

se encuentra el siguiente producto de convoluci�on

CB2(�1; �2) =

Z
( �A0

2(0)
�B0)'0(r0; �2)dr

0 (4.19)

que se simpli�ca, aplicando el teorema de convoluci�on, para

llegar a la expresi�on �nal:

F [CB2(�1; �2)] =

Z
F
h
�A0

2(0)
(r0; �2)

i
'0

F [B0(r0; �2)]'0
dr0

(4.20)

Algoritmo

Al igual que en el caso anterior, para poder computar los

obst�aculos en el espacio de las con�guraciones asociados a ca-

da uno de los elementos, es necesaria una discretizaci�on (ver

ap�endice B). Una vez hecho esto |y como la deconstrucci�on

pretende|, el algoritmo consiste en repetir, un n�umero inde-

terminado de veces, la acumulaci�on de los productos de con-

voluci�on que ilustra la �gura 4.3.

En la �gura 4.6 se representa el proceso completo de de-

construcci�on para un robot planar de dos elementos. Los discos

de color gris representan una acumulaci�on de productos de con-

voluci�on |similar al concepto ilustrado en 4.3|, es decir, la

evaluaci�on de la expresi�on 4.9 (o alguna equivalente, como la

expresi�on 4.20), mientras que los discos de puntos simbolizan

que estos son c�alculos potenciales. El C-espacio estar�a ocupado

por los C-obst�aculos debidos al primer elemento, CB1, evalua-

dos como muuestra la �gura 4.6.a, y los C-obst�aculos debidos

al segundo elemento, CB2, evaluados como muestra la �gura

4.6.b.

Una vez calculada la parte correspondiente a CB1, se co-

nocen cu�ales son las con�guraciones del primer elemento que

producen colisi�on, y se puede construir parte de la matriz del

C-espacio, haciendo CB�(
; �) = 1, para cada valor �1 = 


que produzca colisi�on, siendo � todos los valores de �2.

El siguiente paso es calcular la parte correspondiente a

CB2. Esto se hace transformando el espacio de trabajo res-

pecto del sistema de referencia del primer elemento para cada
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Construir la matriz binaria B�

Construir la matriz binaria �A�

1(0)

Construir la matriz binaria �A
0

�

2(0)

Para cada radio rad

Calcular F
h
�A�

1(0)
(rad)

i
Calcular F

h
�A�

2(0)
(rad)

i
Calcular F [B�]

Hacer ProdAcum = 0

Para cada radio rad

Obtener P = F [B�(rad)] � F
h
�A�

1(0)
(rad)

i
Acumular ProdAcum = ProdAcum+ P

Calcular IP = F�1 [ProdAcum]

Para cada �1 tal que IP (�1) > 0

Para cada �2
Asignar CB�(�1; �2) = 1

Para cada �1 tal que IP (�1) = 0

Transformar B� en B
0

�

Calcular F
h
B

0

�

i
Hacer ProdAcum = 0

Para cada radio rad

Obtener P = F
h
B

0

�(rad)
i
� F

h
�A
0

�

2(0)
(rad)

i
Acumular ProdAcum = ProdAcum+ P

Calcular IP2 = F�1 [ProdAcum]

Para cada �2 tal que IP2(�2) > 0

Asignar CB�(�1; �2) = 1

Tabla 4.3: Algoritmo para el c�alculo del C-espacio de un robot

planar de dos articulaciones

con�guraci�on libre. Por lo tanto, si se ha utilizado una reso-

luci�on N en la discretizaci�on, en el peor de los casos, habr��a

que realizar N c�alculos similares al que se hizo para el primer

elemento; esto corresponde al caso en que no exista ning�un

obst�aculo para el primer eslab�on. Cuando hay obst�aculos para

el primer elemento, el n�umero de veces que se debe transfor-
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Figura 4.6: Deconstrucci�on del C-espacio para un robot planar

de dos articulaciones: a) c�alculo asociado a CB1 y b) c�alculo

asociado a CB2

mar el espacio de trabajo y acumular productos de convoluci�on,

ser�a N � t, siendo t el n�umero de valores de �1 que producen

colisi�on.

Por otro lado, conviene resaltar que la matriz binaria A
0

�

2(0)

s�olo es necesaria construirla una vez, ya que no depende de

�1. Para cada iteraci�on del bucle en �1, se trata siempre de

la discretizaci�on del segundo elemento del robot para un valor

de la variable de con�guraci�on �2 = 0 respecto a un sistema

de referencia colocado en su base. Asimismo, obs�ervese que las

transformadas del vector de �angulos A
0

�

2(0)
para cada radio, s�olo

es necesario calcularlas una vez.

Finalmente, se han recuadrado en la tabla 4.3 las dos partes

del algoritmo que consisten en realizar exactamente las mismas

operaciones, pero sobre diferentes datos.

La Deconstrucci�on Gr�a�camente

Como �ultima observaci�on, cabe destacar que el proceso de de-

construcci�on que se ha realizado se desprende del an�alisis y

explotaci�on de la estructura del robot, es decir, de deshacer

anal��ticamente los elementos que lo constituyen. En la �gura

4.7 se muestra c�omo el robot planar se descompone en dos
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elementos iguales para los que se aplica el mismo proceso de

evaluaci�on del C-espacio.

Figura 4.7: Deconstrucci�on de la estructura de un robot planar

4.1.3 Robot Planar de Tres Articulaciones.

Redundancia

Se llega en este punto a una de las aportaciones m�as interesan-

tes de este trabajo: la aplicaci�on del formalismo matem�atico

para el caso de un robot redundante.

Consid�erese el robot articulado, A, de la �gura 4.8, for-

mado por tres objetos r��gidos, A1, A2 y A3, que se mueven

en R2 mediante tres articulaciones mec�anicas de revoluci�on.

Por tanto |aparece en este caso la redundancia|, se tienen

tres grados de libertad (�1; �2; �3) 2 [��; �). Como se ver�a, la

elecci�on de las funciones coordenadas sigue siendo (r; '), que

pueden variar en el intervalo [0; l1 + l2 + l3]�[��; �), donde l1,
l2 y l3 son las longitudes del primer, segundo y tercer elemento,

respectivamente.

Se muestra a continuaci�on la potencia de la deconstrucci�on

aplicada a robots redundantes. En el desarrollo se va a tener

en cuenta que el robot se puede descomponer como muestra

la �gura 4.9, que se corresponde con los dos casos estudiados

previamente.

Elecci�on de los Sistemas de Referencia

De forma an�aloga al caso del robot planar, se sigue el pro-

cedimiento de Denavit-Hartenberg para elegir los sistemas de

referencia para el espacio de trabajo y para el robot y sus ele-

mentos (�gura 4.8).
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Figura 4.8: Robot planar de tres articulaci�ones

Figura 4.9: Deconstrucci�on de la estructura de un robot planar

redundante

FW situado en la base del robot.

FA0
coincidente FW .

El origen de FA1
coincide con extremo �nal del elemento

A1, con un eje situado en la misma direcci�on que la l��nea
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que recorre al primer elemento, mientras que el otro es

perpendicular a �esta.

El origen de FA2
coincide con extremo �nal del elemento

A2, con un eje situado en la misma direcci�on que la l��nea

que recorre al segundo elemento, mientras que el otro es

perpendicular a �esta.

Elecci�on de Funciones Coordenadas y C�alculo de CB

De nuevo, el an�alisis realizado para el caso de un robot planar

de una sola articulaci�on vale para la primera articulaci�on del

presente caso, por lo que se puede encontrar una relaci�on entre

�1 y '. Adem�as, al igual que para el robot planar de dos ar-

ticulaciones, se encuentra para el segundo elemento del robot

una relaci�on similar, entre �2 y '0.

Siguiendo la idea de la deconstrucci�on, para poder resolver

por separado el conjunto de colisiones asociado a cada uno de

los tres eslabones de la cadena, se procede como se ha visto

para el robot planar con los dos primeros elementos del robot,

es decir, utilizando las coordenadas polares se permite introdu-

cir el teorema de convoluci�on en la evaluaci�on de cada funci�on

CBk. Por tanto, para poder aplicar las mismas ideas al tercer

eslab�on de la cadena, hay que encontrar una relaci�on del mis-

mo tipo para el tercer grado de libertad, es decir, �3, asociado

a la tercera articulaci�on.

En el presente caso, gracias a la deconstrucci�on, tres ser�an

los conjuntos que se deben calcular

CB = CB1 [CB2 [CB3 (4.21)

Y as��, se tienen tres funciones a evaluar (expresi�on 3.9), lo

que seg�un la expresi�on 3.10 se har��a como ya se ha comentado

anteriormente para CB1 y CB2, y para la tercera como sigue

CB3(�1; �2; �3) =

Z
A3(�1; �2; �3; r; ')B(r; ')drd' (4.22)

donde, de nuevo, se de�nen las funciones Ak y B del for-

malismo, particularizadas a este caso. La funci�on B ser��a la

misma que los dos casos anteriores (expresiones 4.1 y 4.13) y

A3 : C �W ! R
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A3(�1; �2; �3; r; ') =

�
1 si (r; ') 2 A3(�1; �2; �3)

0 si (r; ') 62 A3(�1; �2; �3)
(4.23)

Uso de la Transformaci�on Homog�enea (M�etodo de

D-H) para el C�alculo de CB3

En esta secci�on es donde se realizan los cambios de sistemas de

referencia que habilitan la deconstrucci�on. Se trata de realizar

una transformaci�on similar a como se hace con CB2 |para la

que se procede exactamente igual que en el caso de un robot

planar de dos articulaciones|. Sin embargo, para la expresi�on

4.22 el problema que se presenta es m�as complicado.

En este caso los DOFs �1 y �2 de�nen el sistema de refe-

rencia FA2
, mientras que lo que de�ne al elemento A3 respecto

a �el es �3.

Se trata de utilizar un sistema de referencia que permita

hacer que la funci�on A3 no dependa de ninguno de los par�ame-

tros asociados a los dos eslabones anteriores. Es decir, se trata

de encontrar una relaci�on entre �3 y una de las coordenadas

del espacio de trabajo. El problema es similar al visto para el

segundo elemento de un robot planar. Se trabaja en coorde-

nadas polares y es necesario elegir unos sistemas de referencia

que permitan encontrar esta relaci�on. La �gura 4.8 muestra es-

ta elecci�on, donde se establece un nuevo sistema de referencia

para W , F 00

W , que coincide con FA2
.

Entonces, en este caso se tendr�an que transformar los pun-

tos del espacio de trabajo, respecto al sistema de referencia

original, FW , respecto al nuevo sistema, F 00

W , esto es, pasar de

las coordenadas (r; ') a las coordenadas (r00; '00).

La �gura 4.10 muestra los par�ametros de D-H (ver ap�endi-

ce A, donde se explica c�omo elegir los ejes), que adem�as se

recogen en la tabla 4.4. As��, la relaci�on entre los sistemas de

referencia viene dada por las siguientes matrices de transfor-

maci�on homog�enea.

0
1T =

2
4 C�1 �S�1 l1C�1

S�1 C�1 l1S�1
0 0 1

3
5 1

2T =

2
4 C�2 �S�2 l2C�2

S�2 C�2 l2S�2
0 0 1

3
5

Teniendo en cuenta que 0
2T = 0

1T
1
2T, y que la nuevas coor-

dendas del punto ser�an (r00; '00), dado que p00 = 0
2T

�1 �p, enton-
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Figura 4.10: Ejes de Denavit-Hartenberg para un manipulador

planar de tres articulaciones

Eslab�on �i ai di �i

1 �1 l1 0 0

2 �2 l2 0 0

Tabla 4.4: Par�ametros de Denavit-Hartenberg para un mani-

pulador planar de tres articulaciones

ces, a trav�es de los c�alculos apropiados4, se llega a las siguientes

expresiones:

r00=
p
r2�2rl2C(�1+�2�')�2rl1C(�1�')+2l1l2C�2+l

2
1
+l2

2

'00=artg
�

l1S�2�rS(�1+�2�')

rC(�1+�2�')�l1C�2�l2

�
No debe olvidarse que el m�etodo de D-H trabaja en coor-

dendas cartesianas, por lo que son necesarias una serie de cam-

bios de coordenadas para, partiendo de un punto p dado en

coordenadas polares, llegar a sus coordenadas transformadas,

tambi�en polares.

4En el trabajo de investigaci�on que se documenta, todos estos c�alculos,

y los de las dem�as secciones, han sido llevados a cabo mediante la toolbox

de c�alculo simb�olico de MATLAB c
, de The Mathworks.



80 Hacia la Deconstrucci�on del C-Espacio

Uso de la Convoluci�on para el C�alculo de CB3

De forma an�aloga al caso anterior, con el cambio de sistema de

referencia introducido, a partir de 4.22, se llega a la siguiente

expresi�on para calcular las colisiones asociadas al tercer ele-

mento del brazo planar redundante.

F [CB3(�1; �2; �3)] =

Z
F
h
�A0

3(0)
(r00; �3)

i
'00

F [B00(r00; �3)]'00
dr00

(4.24)

Recordando, el c�alculo de CB1(�1) se simpli�ca hasta lle-

gar a la expresi�on 4.9, y el de CB2(�1; �2) hasta la expresi�on

4.20. Todas estas expresiones (4.9, 4.20 y 4.24) se computan

individualmente mediante el algoritmo de la tabla 4.1.

Algoritmo

Al igual que en el caso anterior, para poder computar los

obst�aculos en el espacio de las con�guraciones asociados a ca-

da uno de los elementos, es necesaria una discretizaci�on (ver

ap�endice B). El algoritmo se detalla en las tablas 4.5 y 4.6,

donde, como se explica a continuaci�on, se logra una decons-

trucci�on �optima pues se repite, en tres ocasiones |las zonas

recuadradas del algoritmo|, la acumulaci�on de los productos

de convoluci�on que ilustra la �gura 4.3.

En la �gura 4.11 se representa el proceso completo de de-

construcci�on del espacio de las con�guraciones para un robot

planar de tres articulaciones. Como hasta ahora, los discos de

color gris representan una acumulaci�on de productos de con-

voluci�on, es decir, la evaluaci�on de las expresiones 4.9, 4.20 o

4.24, mientras que los discos de puntos y la zona gris claro

simbolizan c�alculos que ser�a necesario hacer o no en funci�on

de las con�guraciones libres para los eslabones anteriores de la

cadena.

El C-espacio estar�a ocupado por los C-obst�aculos debidos

al primer elemento, CB1, los debidos al segundo elemento,

CB2 y los debidos al tercer elemento, CB3, que se eval�uan

tal y como se muestran en las �guras 4.11.a, 4.11.b y 4.11.c,

respectivamente.

Al igual que para el planar de dos articulaciones, una vez

calculada la parte correspondiente a CB1, se conocen cu�ales
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Construir la matriz binaria B�

Construir la matriz binaria �A�

1(0)

Construir la matriz binaria �A
0

�

2(0)

Construir la matriz binaria �A
0

�

3(0)

Para cada radio rad

Calcular F
h
�A�

1(0)
(rad)

i
Calcular F

h
�A
0

�

2(0)
(rad)

i
Calcular F

h
�A
00

�

3(0)
(rad)

i
Calcular F [B�]

Hacer ProdAcum = 0

Para cada radio rad

Obtener P = F [B�(rad)] � F
h
�A�

1(0)
(rad)

i
Acumular ProdAcum = ProdAcum+ P

Calcular IP = F�1 [ProdAcum]

Para cada �1 tal que IP (�1) > 0

Para cada �2
Para cada �3

Asignar CB�(�1; �2; �3) = 1

Tabla 4.5: Algoritmo para el c�alculo del C-espacio de un robot

planar de tres articulaciones (1a parte)

son las con�guraciones del primer elemento que producen co-

lisi�on, y se puede construir parte de la matriz del C-espacio,

pero en este caso se debe hacer CB�(
; �; �) = 1, para cada

valor �1 = 
 que produzca colisi�on, siendo � todos los valores

de �2 y � todos los valores de �3. Similarmente, cuando se cono-

cen las colisiones asociadas al segundo eslab�on, se debe hacer

CB�(
; �; �) = 1, para cada combinaci�on (�1 = 
, �2 = �) que

produzca colisi�on, siendo � todos los valores de �3.

Para la estructura rob�otica en estudio, utilizando una re-

soluci�on N en la discretizaci�on, en el peor de los casos, habr��a

que realizar 1 c�alculo similar al que se hizo para el primer ele-

mento, para cada par de valores de con�guraci�on (�1; �2); esto
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Para cada �1 tal que IP1(�1) = 0

Transformar B� en B
0

�

Calcular F
h
B

0

�

i
Hacer ProdAcum = 0

Para cada radio rad

Obtener P = F
h
B

0

�(rad)
i
� F

h
�A
0

�

2(0)
(rad)

i
Acumular ProdAcum = ProdAcum+ P

Calcular IP2 = F�1 [ProdAcum]

Para cada �2 tal que IP2(�2) > 0

Para cada �3
Asignar CB�(�1; �2; �3) = 1

Para cada �2 tal que IP2(�2) = 0

Transformar B� en B
00

�

Calcular F
h
B

00

�

i
Hacer ProdAcum = 0

Para cada radio rad

Obtener P = F
h
B

00

�(rad)
i
� F

h
�A
00

�

3(0)
(rad)

i
AcumularProdAcum = ProdAcum + P

Calcular IP3 = F�1 [ProdAcum]

Para cada �3 tal que IP3(�3) > 0

Asignar CB�(�1; �2; �3) = 1

Tabla 4.6: Algoritmo para el c�alculo del C-espacio de un robot

planar de tres articulaciones (2a parte)

corresponde al caso en que no exista ning�un obst�aculo ni para

el primer eslab�on, ni para el segundo.

Por otro lado, si se llama t al n�umero de valores de �1 que

producen colisi�on con el primer elemento, y p al n�umero de pa-

res (�1; �2) que producen colisi�on s�olo con el segundo eslab�on,

entonces el n�umero total de acumulaciones de productos de

convoluci�on que hay que realizar es 1 + (N � t) + (N2 � p);

adem�as, el n�umero de veces que se debe transformar el espacio

de trabajo de B� a B
0

� es (N � t), y, de B� a B
00

�, (N2 � p)
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veces.

Falta a~nadir que las matrices binarias A
0

�

2(0)
y A

0

�

3(0)
s�olo se

construyen una vez, ya que A
0

�

2(0)
no depende de �1, y A

0

�

3(0)

no depende de �1 ni de �2. Asimismo, las transformadas de

los vectores de �angulos para cada radio de estas dos matrices,

tambi�en se calculan una sola vez.

Figura 4.11: Deconstrucci�on del C-espacio para un robot pla-

nar de tres articulaci�ones: a) c�alculo asociado aCB1; b) c�alculo

asociado a CB2; y c) c�alculo asociado a CB3

4.1.4 Robot PUMA de Tres Articulaciones

Hasta ahora s�olo se han considerado robots en el plano. A

continuaci�on se expone c�omo se aplicar��a la deconstrucci�on a
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una estructura rob�otica que trabaja en un espacio 3D: un robot

PUMA (�gura 4.12).

Consid�erese el robot articulado, A, formado por tres obje-

tos r��gidos, A1, A2 y A3, que se mueven en R3 mediante tres

articulaciones mec�anicas de revoluci�on. Nuevamente, se tienen

tres grados de libertad (�1; �2; �3) 2 [��; �). Este tipo de robot
articulado se utiliza ampliamante en la industria, y sus articu-

laciones reciben los siguientes nombres: cintura (�1), hombro

(�2) y codo (�3).

Dado que ahora se trabaja en un entorno de 3 dimensiones,

la mejor opci�on, como se explicar�a a continuaci�on, es elegir las

coordenadas esf�ericas, (r; '1; '2), que pueden variar en el in-

tervalo [0; l2 + l3]�[��; �)�
�
��
2
; �
2

�
, con l2 y l3, las longitudes

del segundo y tercer elemento, respectivamente.

Figura 4.12: Un robot PUMA en un entorno de trabajo 3D

Elecci�on de los Sistemas de Referencia

En este caso es importante resaltar que, con el objetivo de

obtener ciertas simetr��as que simpli�car�an el c�alculo de los
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C-obst�aculos, los sistemas de referencia FW y FA0
se eligen

|siempre siguiendo el m�etodo de D-H| de manera que sus

or��genes est�en situados en el punto de intersecci�on de los dos

elementos5 A1 y A2. En concreto, se han situado los sistemas

de referencia de la siguiente forma (�gura 4.12): Obviar la cin-

tura

El hecho de

situar los

sistemas de

referencia del

robot y del

espacio de

trabajo en la

articulaci�on

del hombro

tiene dos

consecuencias,

se ignoran las

colisiones con

la cintura y se

considera que

el hombro

absorve el

movimiento de

�esta. Es decir,

se asocian al

segundo

elemento dos

grados de

libertad.

Los tres sistemas de referencia FW , FA0
y FA1

, asociados

respectivamente con el espacio de trabajoW , al robot, y

al primer elementoA1, son equivalentes. El origen est�a en

el punto en que intersectan los ejes de giro de los dos

primeros elementos. Un eje se corresponde con el eje de

giro de la cintura y el otro con el eje de giro del hombro.

El tercer eje se elige para que forme un triedo con estos.

El origen de FA2
se coloca al �nal del segundo elemento,

en el punto de articulaci�on del codo. Un eje se coloca

siguiendo la l��nea que une las articulaciones de los ele-

mentos A2 y A3; otro se corresponde con el eje de giro

del codo; y el tercero es perpendicular a los otros dos.

Se puede observar en la �gura 4.13 que la estructura del

robot cuando se explota, en un proceso deconstructivo, el todo

en sus partes, consiste en dos elementos: A2, que se mueve

en un espacio tridimensional, y A3 que se mueve en un plano

|determinado por los valores �1 y �2|, y que constituye un

caso ya estudiado en secciones anteriores.

Figura 4.13: Deconstrucci�on de la estructura de un robot PU-

MA

5Esta elecci�on peculiar est�a justi�cada: por un lado, las colisiones en-

tre elementos no tienen excesivo inter�es, pues siempre son las mismas y

pueden ser precalculadas; y, por otro, se ignoran las colisiones del primer

elemento con el entorno, ya que los robots se deben ubicar de forma que

�estas nunca se produzcan, sino no se podr��an mover.
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Elecci�on de Funciones Coordenadas y c�alculo de CB

Es �este un punto interesante, pues, gracias a la elecci�on de

la coordenadas |y a la especial elecci�on de los sistemas de

referencia|, se introduce una gran simpli�caci�on. Hasta aho-

ra s�olo era posible encontrar una relaci�on entre un grado de

libertad y una variable espacial cada vez. Como se ver�a, gra-

cias a esta nueva elecci�on, es posible encontrar dos relaciones

entre variables de con�guraci�on y variables espaciales, con las

ventajas que esto conlleva.

Efectivamente, los grados de libertad asociados al segun-

do elemento son los dos �angulos de giro en el espacio tridi-

mensional, por lo que la elecci�on de las coordenadas esf�ericas

(r; '1; '2) se presenta como una opci�on ideal ya que �1 se re-

laciona con '1 y �2 con '2.

Siguiendo la idea de la deconstrucci�on, para poder resolver

por separado el conjunto de colisiones asociado a cada uno de

los tres eslabones de la cadena, esta vez habr�a que econtrar

una relaci�on del mismo tipo para el tercer grado de libertad,

es decir, �3, asociado a la tercera articulaci�on. Por tanto, tres

conjuntos conforman el espacio de las con�guraciones para un

robot PUMA.

CB = CB1 [CB2 [CB3 (4.25)

y as��, para este caso, se tienen tres funciones (expresi�on 3.9) a

evaluar, lo que seg�un la expresi�on 3.10 se har��a como sigue

CB1(�1) =

Z
A1(�1; r; '1; '2)B(r; '1; '2)drd'1d'2 (4.26)

CB2(�1; �2) =

Z
A2(�1; �2; r; '1; '2)B(r; '1; '2)drd'1d'2

(4.27)

CB3(�1; �2; �3) =

Z
A3(�1; �2; �3; r; '1; '2)B(r; '1; '2)drd'1d'2

(4.28)

donde las funciones Ak y B del formalismo se particularizan a

un robot PUMA con una parametrizaci�on de q = (�1; �2; �3) y

x = (r; '1; '2).
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De esta manera, la funci�on B : W ! R vendr��a de�nida

por

B(r; '1; '2) =

�
1 si (r; '1; '2) 2 B
0 si (r; '1; '2) 62 B

(4.29)

Mientras que las Ak : C �W ! R ser��an:

A1(�1; r; '1; '2) =

�
1 si (r; '1; '2) 2 A1(�1)

0 si (r; '1; '2) 62 A1(�1)
(4.30)

A2(�1; �2; r; '1; '2) =

�
1 si (r; '1; '2) 2 A2(�1; �2)

0 si (r; '1; '2) 62 A2(�1; �2)

(4.31)

A3(�1; �2; �3; r; '1; '2) =

�
1 si (r; '1; '2) 2 A3(�1; �2; �3)

0 si (r; '1; '2) 62 A3(�1; �2; �3)

(4.32)

Es importante el hecho de que no es posible una colisi�on

entre el elemento A1 y alg�un obst�aculo en W , ya que en otro

caso el robot no podr��a moverse. Entonces, debido a esta con-

sideraci�on, la expresi�on 4.26 es nula. En los siguientes pasos se

explica c�omo se eval�uan las CB restantes.

Uso de la Convoluci�on para el C�alculo de CB2

Teniendo en cuenta la relaci�on, comentada previamante, de '1

con �1 y de '2 con �2, se puede llegar a una expresi�on an�aloga

a la 4.3.

A2(�1; �2; r; '1; '2) = A2(0; 0; r; '1 � �1; '2 � �2) (4.33)

Y de forma coherente con la notaci�on elegida en aquel caso,

el elemento en una con�guraci�on dada se denota

A2(0; 0; r; '1��1; '2��2) = A2(0;0) (r; '1��1; '2��2) (4.34)

Con este sencillo cambio se obtiene una enorme ventaja, ya

que la evaluaci�on de la funci�on A2 se reduce a considerar al

elemento en la con�guraci�on (�1 = 0; �2 = 0), en lugar de para

todos los valores de �1; �2 2 [��; �).
De forma que el c�alculo de CB2(�1; �2) se hace mediante la

siguiente integral

Z
A2(0;0) (r; '1 � �1; '2 � �2)B(r; '1; '2)drd'1d'2 (4.35)
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Y considerando la convoluci�on de dos funciones de�nidas

en R3 sobre las variables �1 y �2 se llega a

CB2(�1; �2) =

Z
( �A2(0;0) �B)('1;'2)(r; �1; �2)dr (4.36)

donde el sub��ndice (('1; '2) indica que el producto de convo-

luci�on de las funciones �A2 y B se realiza para todos los valores

de las varibles ('1; '2) 2 [��; �), y la funci�on �A2(0;0) se de�ne

por

�A2(0;0) (r; '1; '2) = A2(0;0) (r;�'1;�'2) (4.37)

Finalmente, como en casos anteriores, pero en dos dimen-

siones en esta ocasi�on, se puede aplicar el teorema de convolu-

ci�on, con lo que la expresi�on 4.36 ahora se calcular��a como la

transformada de Fourier inversa deZ
F
�
�A1(0;0) (r; �1; �2)

�
('1;'2)

F [B(r; �1; �2)]('1;'2) dr (4.38)

Uso de la Transformaci�on Homog�enea (M�etodo de

D-H) para CB3

Como se ver�a, la aplicaci�on de la deconstrucci�on para un ro-

bot PUMA implica utilizar un nuevo sistema de referencia que

permita hacer que la funci�on A3 no dependa de ninguno de

los par�ametros asociados a los dos eslabones anteriores. Es de-

cir, se debe encontrar una relaci�on entre �3 y alguna de las

coordenadas del espacio de trabajo. Para ello, trabajando en

coordenadas esf�ericas, la elecci�on de los sistemas de referencia

de la �gura 4.12, donde se establece un nuevo sistema F 0

W , que

coincide con FA2
, es la adecuada.

Siguiendo el procedimiento propuesto en esta tesis, lo que

se pretende es realizar la transformaci�on de los puntos del es-

pacio de trabajo dados utilizando FW como referencia, a las

coordenadas resultantes de utilizar FA2
(F 0

W ) como referencia

(ver �gura 4.12); esto es, pasar de las coordenadas (r; '1; '2)

a las coordenadas (r0; '01; '
0

2).

Aplicando el m�etodo de D-H (ver ap�endice A), la colocaci�on

de los ejes es la de la �gura 4.14. Y los par�ametros los de la

tabla 4.7. As��, la relaci�on entre los sistemas de referencia viene

dada por las siguientes matrices de transformaci�on homog�enea.
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Figura 4.14: Elecci�on de ejes seg�un D-H para un robot PUMA

de tres articulaci�ones

Eslab�on �i ai di �i

1 �1 0 0 �
2

2 �2 l2 0 0

Tabla 4.7: Par�ametros de Denavit-Hartenberg para un mani-

pulador PUMA de tres articulaciones

0
1T =

2
664

C�1 0 S�1 0

S�1 0 �C�1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

3
775

1
2T =

2
664

C�2 �S�2 0 l2C�2
S�2 C�2 0 l2S�2
0 0 1 0

0 0 0 1

3
775

Una vez m�as, 02T = 0
1T

1
2T, y recordando que, para cualquier
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punto, p0 = 0
2T

�1 � p, tras realizar los c�alculos pertinentes se
llega a las siguientes expresiones:

r0=
p
l2
2
+r2�2rl2(C�1C�2C'1C'2+S�1C�2S'1C'2+S�2S'2)

'0

1=artg
�

�r(C�1S�2C'1C'2+S�1S�2S'1C'2�C�2S'2)

r(C�1C�2C'1C'2+S�1C�2S'1C'2+S�2S'2)�l2

�
'0

2=artg

�
z0p

x02+y02

�

con

x0=r(C�1C�2C'1C'2+S�1C�2S'1C'2+S�2S'2)�l2

y0=�r(C�1S�2C'1C'2+S�1S�2S'1C'2�C�2S'2)

z0=r(S�1C'1C'2�C�1S'1C'2)

Cabe mencionar que, en este caso, hay que pasar los puntos

de coordenadas esf�ericas a coordenas cartesianas |para apli-

car el m�etodo de D-H| y el resultado de nuevo a coordendas

esf�ericas.

Finalmente, se puede comentar que, de forma an�aloga a

casos anteriores, la aplicaci�on de la deconstrucci�on tiene las

siguientes consecuencias:

Se tiene una nueva funci�on para describir los obst�aculos

en el espacio de trabajo, B0. Los valores de r0, '01 y '02
dependen de algunos par�ametros de D-H asociados al

primer eslab�on, �1, y al segundo, �2 y l2.

Se tiene una nueva funci�on para describir el tercer ele-

mento del PUMA,A0

3.
�Esta no depende de ning�un par�ame-

tro de D-H asociado a eslabones anteriores, s�olo depende

de �3.

Por otro lado, dado que el codo es una articulaci�on de re-

voluci�on con el eje de giro paralelo al de la articulaci�on del

hombro (�gura 4.12), de toda la esfera del espacio 3D cubier-

ta por (r; '1; '2), s�olo pueden ser obst�aculos para A3 aqu�ellos

que se encuentren en el disco de radio l3, la longitud del tercer

elemento, y con �angulo '01 variando entre �� y �. Es decir,

dado que se est�a calculando el cambio de referencia del codo

seg�un sea la con�guraci�on (�1; �2), se podr��a optar por trasla-

dar todos los puntos del espacio de trabajo y considerar s�olo

aquellos que est�an en el plano de acci�on del elemento, esto es,
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aqu�ellos con '02 = 0. Sin embargo, es m�as e�ente s�olo trasladar

aquellos puntos que esten en el disco de inter�es, es decir, con

'1 = �1 en el sistema de referencia original y con r0 < l3 en el

trasladado. Este concepto se ilustra en la �gura 4.15.

Figura 4.15: Cualquier punto que tenga '1 = �1 pertenece al

plano del disco de inter�es

Con el cambio de sistemas de referencia introducido, se

pasa de trabajar en el espacio, a trabajar en el plano, por lo

que ahora la expresi�on 4.28 se puede evaluar como

CB3(�1; �2; �3) =

Z
A0

3(�3; r
0; '01)B

0(r0; '01)dr
0d'01 (4.39)

Uso de la Convoluci�on para el C�alculo de CB3

Como se puede observar, de nuevo la expresi�on 4.39 es similar

al caso de una articulaci�on para un planar (expresiones 4.5,

4.12, 4.22), con lo que se puede evaluar de la misma forma

(expresi�on 4.9) y computar a trav�es del mismo algoritmo (tabla

4.1). Es decir, gracias a la relaci�on que se encuentra entre �3 y
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'01, la expresi�on 4.39 puede ponerse como

CB3(�1; �2; �3) =

Z
A0

3(0)
(r0; '01 � �3)B

0(r0; '01)dr
0d'01 (4.40)

donde, introduciendo una nueva de�nici�on,

�A0

3(0)
(r0; '01) = A0

3(0)
(r0;�'01) (4.41)

se encuentra el siguiente producto de convoluci�on

CB3(�1; �2; �3) =

Z
( �A0

3(0)
�B0)'0

1
(r0; �3)dr

0 (4.42)

que se simpli�ca, aplicando el teorema de convoluci�on, para

llegar a la expresi�on �nal:

F [CB3(�1; �2; �3)] =

Z
F
h
�A0

3(0)
(r0; �3)

i
'0

1

F [B0(r0; �3)]'0

1
dr0

(4.43)

Hay que destacar que, a diferencia de la expresi�on previa,

donde era necesario hacer transformadas bidimensionales, en

este caso las transformadas son en una dimensi�on, gracias a

que s�olo es necesario barrer discos.

Algoritmo

Como en todos los casos, para poder computar los obst�aculos

en el espacio de las con�guraciones asociados a cada uno de

los elementos, es necesaria una discretizaci�on (ver ap�endice B).

Una vez hecho esto, la deconstrucci�on entra en acci�on, ya que

el algoritmo (tablas 4.8 y 4.9) consiste en una acumulaci�on

por esferas y en repetir, un n�umero indeterminado de veces,

la acumulaci�on de los productos de convoluci�on que ilustra la

�gura 4.3.

En esencia, el algoritmo s�olo di�ere en relaci�on con las es-

tructuras planares en que en esta ocasi�on, al trabajar para el

hombro en un espacio tridimensional, se acumulan productos

de convoluci�on en 2D, es decir se acumula por radios de una

esfera en vez de por radios de un c��rculo, como se hacia hasta

ahora. Despu�es, para el codo se pasa de nuevo a un espacio bi-

dimensional, con lo que se acumulan productos de convoluci�on

en una dimensi�on.



4.1. El Camino de la Deconstrucci�on 93

Construir la matriz binaria B� en esf�ericas

Construir la matriz binaria �A�

2(0;0)
en esf�ericas

Construir la matriz binaria �A
0

�

3(0)
en polares

Para cada radio rad

Calcular F
h
�A
0

�

3(0)
(rad)

i
Para cada radio rad

Calcular F
h
B�

(rad)

i
en 2D

Hacer ProdAcum2D = 0

Para cada radio rad

Calcular F
h
�A�

2(0;0)
(rad)

i
Obtener P = F [B�(rad)] � F

h
�A�

2(0;0)
(rad)

i
Acumular ProdAcum2D = ProdAcum2D + P

Calcular IP2D = F�1 [ProdAcum2D] en 2D

Para cada �1
Para cada �2 tal que IP2D(�1; �2) > 0

Para cada �3
Asignar CB�(�1; �2; �3) = 1

Tabla 4.8: Algoritmo para el c�alculo del C-espacio de un robot

PUMA de tres articulaciones (1a parte)

En la �gura 4.16 se muestra una ilustraci�on de la secuencia

de pasos que se deben realizar en el proceso de deconstrucci�on

de un manipulador PUMA:

Paso 1: considerar el sistema de referencia inicial, es de-

cir, el asociado al segundo elemento, cuyo origen est�a en

la intersecci�on de los ejes de giro de cintura y hombro.

Paso 2: considerar el segundo elemento del robot en la

con�guraci�on (�1; �2) = (0; 0). La con�guraci�on de los

elementos restantes no tiene importancia en este paso.

Paso 3: hacer la convoluci�on en dos dimensiones (empe-

zando en radio = 0 y avanzando, acumulando por esfe-

ras, hasta radio = longitud del segundo elemento). Los
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Para cada �1
Para cada �2 tal que IP2D(�1; �2) = 0

Transformar B� en B
0

�

(�1;�2)

Calcular F
h
B

0

�

(�1;�2)

i
Hacer ProdAcum = 0

Para cada radio rad

Obtener P = F
h
B

0

�

(�1;�2)(rad)

i
� F

h
�A
0

�

3(0)
(rad)

i
Acumular ProdAcum = ProdAcum+ P

Calcular IP = F�1 [ProdAcum]

Para cada �3 tal que IP (�3) > 0

Asignar CB�(�1; �2; �3) = 1

Tabla 4.9: Algoritmo para el c�alculo del C-espacio de un robot

PUMA de tres articulaciones (2a parte)

siguientes tres pasos (4 a 6) se deben repetir para cada

una de las con�guraciones libres de (�1; �2), las cuales se

conocen tras la ejcuci�on de los tres primeros pasos (1 a

3).

Paso 4: colocarse en el origen del nuevo sistema de refe-

rencia, cuya posici�on viende determinada por los valores

de (�1; �2) de la con�guraci�on libre que se est�a conside-

rando.

Paso 5: considerar el tercer elemento en la con�guraci�on

inicial (�3 = 0).

Paso 6: realizar la convoluci�on en una dimensi�on (co-

menzando en radio = 0, acumulando por circunferencias,

hasta radio = longitud del tercer elemento).
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Figura 4.16: Deconstrucci�on de un robot PUMA



96 Hacia la Deconstrucci�on del C-Espacio

4.1.5 Robot PUMA Redundante de Cuatro

Articulaciones

Siguiendo con ejemplos de la deconstrucci�on en el espacio, llega

el turno de considerar otro caso interesante: un robot PUMA

redundante de cuatro articulaciones (�gura 4.17).

Consid�erese el robot articulado, A, formado por cuatro ob-

jetos r��gidos,A1, A2, A3 y A4, que se mueven en R
3 mediante

cuatro articulaciones mec�anicas de revoluci�on. En este caso se

debe tener en cuenta la redundancia, pues se tienen cuatro

grados de libertad (�1; �2; �3; �4) 2 [��; �). Por analog��a con

el robot PUMA de tres articulaciones, las de este manipulador

se llamar�an como sigue: cintura (�1), hombro (�2), codo (�3) y

cuarta (�4).

Como en el caso precedente, se eligen las coordenadas esf�eri-

cas, (r; '1; '2), que pueden variar en el intervalo [0; l2 + l3 + l4]�
[��; �) �

�
��
2
; �
2

�
, donde l2, l3 y l4 son las longitudes del se-

gundo, tercer y cuarto elementos, respectivamente.

Como se ver�a en los siguientes apartados, este es el de caso

de estudio m�as complejo de los comentados hasta ahora. Sin

embargo, despu�es de un an�alisis deconstructivo (�gura 4.18) se

puede comprobar que este manipulador se pude descomponer

en dos estrucuturas ya estudiadas |que a su vez han pasado

por el proceso de deconstrucci�on.

Elecci�on de los Sistemas de Referencia

Se siguen manteniendo los sistemas de referencia elegidos para

el PUMA, pero ahora hay que a~nadir uno m�as. Es decir, se

sit�uan los sistemas de referencia de la siguiente forma (�gura

4.17):

Los tres sistemas de referencia FW , FA0
y FA1

, asociados

respectivamente con el espacio de trabajoW , al robot, y

al primer elementoA1, son equivalentes. El origen est�a en

el punto en que intersectan los ejes de giro de los dos

primeros elementos. Un eje se corresponde con el eje de

giro de la cintura y el otro con el eje de giro del hombro.

El tercer eje se elige para que forme un triedo con estos.

El origen de FA2
se coloca al �nal del segundo elemento,

en el punto de articulaci�on del codo. Un eje se coloca
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Figura 4.17: Un robot PUMA redundante en un entorno de

trabajo 3D

Figura 4.18: An�alisis de la estructura de un robot PUMA re-

dundante

siguiendo la l��nea que une las articulaciones de los ele-

mentos A2 y A3; otro se corresponde con el eje de giro

del codo; y el tercero es perpendicular a los otros dos.

El origen de FA3
se coloca al �nal del tercer elemento, en

el punto de articulaci�on del siguiente elemento. Un eje se

coloca siguiendo la l��nea que une las articulaciones de los

elementosA3 yA4; otro se corresponde con el eje de giro

de la cuarta articulaci�on; y el tercer eje es perpendicular

a los otros dos.
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Elecci�on de Funciones Coordenadas y C�alculo de CB

Como en el caso del PUMA se siguen eligiendo las coordenadas

esf�ericas, de esta forma se encuentran las relaciones de �1 con

'1 y de �2 con '2, con las ventajas que esto conlleva.

Por otro lado, el proceso de deconstrucci�on coincide exac-

tamente, hasta llegar al codo, con la de un PUMA de tres

articulaciones. Es decir, en ese punto de la deconstrucci�on se

pasa de considerar un espacio 3D a considerar un disco de in-

ter�es. En el siguiente paso, donde se encuentra una relaci�on del

mismo tipo para el cuarto grado de libertad, es decir, �4 (aso-

ciado a la cuarta articulaci�on), se mantendr�a el mismo plano

de acci�on, pero cambiando a otro disco de inter�es.

As��, para este caso, el conjunto CB es la uni�on de cuatro

conjuntos

CB = CB1 [CB2 [CB3 [CB4 (4.44)

Y las funciones asociadas (expresi�on 3.9) se eval�uan seg�un

la expresi�on 3.10. Las expresiones para los tres primeros ele-

mentos son iguales que para el caso del PUMA de tres articu-

laciones (expresi�on 4.26 para CB1, expresi�on 4.27 para CB2

y expresi�on 4.28 para CB3), mientras que la expresi�on para

CB4(�1; �2; �3; �4) esZ
A4(�1; �2; �3; �4; r; '1; '2)B(r; '1; '2)drd'1d'2 (4.45)

As��, habr�a que de�nir las funciones Ak y B del formalismo

correspondientes a un robot PUMA de cuatro articulaciones.

La funci�on B es la misma que para el caso del manipulador

PUMA (expresi�on 4.29). Las funciones Ak : C �W ! R se

de�nen de forma que A1, A2 y A3 son la mismas que en el

caso del robot PUMA, expresiones 4.30, 4.31 y 4.32, respecti-

vamente. Mientras que asociada con el cuarto elemento vendr��a

la funci�on A4(�1; �2; �3; �4; r; '1; '2) de�nida como sigue�
1 si (r; '1; '2) 2 A4(�1; �2; �3; �4)

0 si (r; '1; '2) 62 A4(�1; �2; �3; �4)
(4.46)

La evaluaci�on del espacio de las con�guraciones para las

tres primeras articulaciones se corresponde exactamente al ca-

so anterior, un robot PUMA de tres articulaciones. Es decir,
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se hace en primer lugar una acumulaci�on de productos de con-

voluci�on en dos dimensiones (acumulando por radios de una

esfera), y atrav�es de una transformaci�on de los puntos del es-

pacio de trabajo, se pasa a considerar un plano, y, en concreto

un disco de inter�es. Se ver�a que a continuaci�on, para poder ha-

cer la deconstrucci�on del cuarto elemento, se sigue trabajando

en el mismo plano, pero con otro sistema de referencia y otro

disco de inter�es.

Uso de la Trasnformaci�on Homog�enea (M�etodo de

D-H) para el C�alculo de CB4

En este momento, interesa trabajar con un sistema de referen-

cia que permita utilizar una funci�on de A4 que no dependa

de ning�un par�ametro de los elementos anteriores en la cadena

cinem�atica.

En este caso, para poder realizar el cambio aludido hay que

usar F 00

W � FA3
como nuevo sistema de refrencia, lo que implica

(�gura 4.17) hacer, para cada punto del espacio de trabajo, una

transformaci�on de las coordenadas6 (r; '1; '2), dadas respecto

a FW , a las coordenadas (r00; '001 ; '
00

2 ), dadas respecto a F
00

W .

Esto se puede hacer aplicando el m�etodo de D-H como has-

ta ahora, colocando los ejes adecuadamente, y construyendo las

matrices de transformaci�on seg�un los par�ametros. Sin embargo,

�esta, aunque a�un asequible, es una transformaci�on complica-

da; imaginando una cadena de n eslabones, puede llegar a ser

intratable.

As��, se opta por una soluci�on que permite extender la de-

construcci�on a cualquier n�umero de eslabones en una cadena

cinem�atica: guardar las coordenadas de los puntos transforma-

dos para el eslab�on anterior y hacer una nueva transformaci�on

respecto a estos.

En efecto, si se examina la �gura 4.17, se puede ver que

considerar aisladamente el codo y el cuarto elemento, con las

coordenadas (r0; '01) de los puntos del espacio de trabajo, dadas

respecto al sistema de referencia F 0

W � FA2
, es enfrentarse

de nuevo al problema de deconstruir un robot planar de dos

articulaciones (ver �gura 4.4). Por lo que aplicando el m�etodo

6Como se sigue trabajando en un plano, no es necesario el valor de '00

2
,

ya que siempre es 0.
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como se explic�o en aquella secci�on (p�agina 68), se llega a las

siguientes ecuaciones para calcular las nuevas coordenadas.

r00 =

q
r02 + l23 � 2r0l3C('

0

1 � �3)

'001 = artg

�
�r0S(�3 � '01)

rC(�3 � '01)� l3

�

Con el cambio de sistemas de referencia introducido, tra-

bajando en el mismo plano que para el codo, la expresi�on 4.45

se puede evaluar como

CB4(�1; �2; �3; �4) =

Z
A0

4(�4; r
00; '001)B

00(r00; '001)dr
00d'001

(4.47)

Uso de la Convoluci�on para el C�alculo de CB4

Una vez m�as, la expresi�on 4.47 es similar al caso de una articu-

laci�on para un planar (expresiones 4.5, 4.12, 4.22), con lo que

se puede evaluar de la misma forma (expresi�on 4.9) y compu-

tar a trav�es del mismo algoritmo (tabla 4.1). Es decir, gracias

a la relaci�on que se encuentra entre �4 y '001 , la expresi�on 4.47

puede ponerse como

CB4(�1; �2; �3; �4) =

Z
A0

4(0)
(r00; '001 � �4)B

00(r00; '001)dr
00d'001

(4.48)

donde, introduciendo esta nueva de�nici�on,

�A0

4(0)
(r00; '001) = A0

4(0)
(r00;�'001) (4.49)

se encuentra el siguiente producto de convoluci�on

CB4(�1; �2; �3; �4) =

Z
( �A0

4(0)
�B00)'00

1
(r00; �4)dr

00 (4.50)

que se simpli�ca, aplicando el teorema de convoluci�on, para

llegar a la expresi�on �nal, en la que CB4(�1; �2; �3; �4) se ob-

tendr��a a trav�es de la transformada de Fourier inversa de:Z
F
h
�A0

4(0)
(r00; �4)

i
'00

1

F [B00(r00; �4)]'00

1
dr00 (4.51)
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Algoritmo

Como en todos los casos, para poder computar los obst�acu-

los en el espacio de las con�guraciones asociados a cada uno de

los elementos, es necesaria una discretizaci�on (ver ap�endice B).

Una vez hecho esto, se desconstruye cada elemento, con lo que

el algoritmo (tablas 4.10 y 4.11) consiste en una acumulaci�on

por esferas de productos de convoluci�on en dos dimensiones,

y luego, en diferentes planos, repetir, como se indica en dos

recuadros, la operaci�on que ilustra la �gura 4.3.

Construir la matriz binaria B� en esf�ericas

Construir la matriz binaria �A�

2(0;0)
en esf�ericas

Construir la matriz binaria �A
0

�

3(0)
en polares

Construir la matriz binaria �A
0

�

4(0)
en polares

Para cada radio rad

Calcular F
h
B�

(rad)

i
en 2D

Calcular F
h
�A
0

�

3(0)
(rad)

i
Calcular F

h
�A
0

�

4(0)(rad)
i

Hacer ProdAcum2D = 0

Para cada radio rad

Calcular F
h
�A�

2(0;0)
(rad)

i
Obtener P = F [B�(rad)] � F

h
�A�

2(0;0)
(rad)

i
Acumular ProdAcum2D = ProdAcum2D + P

Calcular IP2D = F�1 [ProdAcum2D] en 2D

Para cada �1
Para cada �2 tal que IP2D(�1; �2) > 0

Para cada �3
Para cada �4

Asignar CB�(�1; �2; �3; �4) = 1

Tabla 4.10: Algoritmo para el c�alculo del C-espacio de un robot

PUMA de cuatro articulaciones (1aparte)

En esencia, el algoritmo s�olo di�ere del caso visto para el
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Para cada �1
Para cada �2 tal que IP2D(�1; �2) = 0

Transformar B� en B
0

�

(�1;�2)

Calcular F
h
B

0

�

(�1;�2)

i
Hacer ProdAcum = 0

Para cada radio rad

Obtener P = F
h
B

0

�

(�1;�2)(rad)

i
� F

h
�A
0

�

3(0)
(rad)

i
Acumular ProdAcum = ProdAcum+ P

Calcular IP = F�1 [ProdAcum]

Para cada �3 tal que IP (�3) > 0

Para cada �4
Asignar CB�(�1; �2; �3; �4) = 1

Para cada �3 tal que IP (�3) = 0

Transformar B
0

�

(�1;�2)
en B

00

�

(�1;�2;�3)

Calcular F
h
B

00

�

(�1;�2;�3)

i
Hacer ProdAcum = 0

Para cada radio rad

Obtener P = F
h
B

00

�

(�1;�2;�3)(rad)

i
� F

h
�A
0

�

4(0)
(rad)

i
Acumular ProdAcum = ProdAcum+ P

Calcular IP = F�1 [ProdAcum]

Para cada �4 tal que IP (�4) > 0

Asignar CB�(�1; �2; �3; �4) = 1

Tabla 4.11: Algoritmo para el c�alculo del C-espacio de un robot

PUMA de cuatro articulaciones (2aparte)

robot PUMA de tres articulaciones en que hay que guardar las

coordenadas del espacio de trabajo para cada con�guraci�on

(�1; �2) libre, pues luego se utilizan para hacer una transfor-

maci�on sencilla para cada (�2; �2; �3) libre.

En la �gura 4.19 se muestra en secuencia el proceso:

Paso 1: colocarse en el origen del primer sistema de refe-

rencia.

Paso 2: considerar el robot en la con�guraci�on

(�1; �2) = (0; 0).
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Figura 4.19: Deconstrucci�on de un robot PUMA redundante

Paso 3: hacer la convoluci�on en dos dimensiones (empe-

zando en radio = 0 y avanzando, acumulando esferas,

hasta radio = longitud del hombro).

Paso 4: para cada con�guraci�on libre de (�1; �2) colocarse

en el origen del nuevo sistema de referencia.

Paso 5: considerar la con�guraci�on inicial (�3 = 0).
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Paso 6: realizar la convoluci�on en una dimensi�on (co-

menzando en radio = 0, acumulando por circunferencias,

hasta radio = longitud del codo).

Paso 7: para cada con�guraci�on libre de (�1; �2; �3) colo-

carse en el origen del nuevo sistema de referencia.

Paso 8: considerar la con�guraci�on inicial (�4 = 0).

Paso 9: realizar la convoluci�on en una dimensi�on (co-

menzando en radio = 0, acumulando por circunferencias,

hasta radio = longitud del cuarto elemento).
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Hobbes: Entramos en una

nueva d�ecada.

Calvin: >Y qu�e? Buf.

>D�onde est�an los cohes

volantes? >Y las colonias

lunares? >Y las botas

antigravedad, eh? >A esto

llaman una d�ecada nueva?

>A esto llaman futuro? <Ja!

>Y las mochilas

impulsoras? >Y los rayos

desintegradores? >Y las

ciudades 
otantes?

Hobbes: Francamente, no

estoy seguro que la gente

est�e preparada para

manejar la tecnolog��a que

tienen.

Calvin: <Mira esto, >A�un

no controlamos el clima?!

<Pues s�� que...!

El Gran Calvin y Hobbes

Ilustrado

BILL WATTERSON

E
este cap��tulo se dedica a una breve exposici�on de las

principales t�ecnicas y herramientas que han permitido

implementar el m�etodo de la deconstrucci�on del espacio

de las con�guraciones, bien como instrumentos para producir

el resultado �nal, bien permitiendo explorar las posibilidades

para llegar a una mejor soluci�on.

5.1 T�ecnicas

A continuaci�on se exponen las caracter��sticas destacadas de

las dos t�ecnicas principales usadas en este trabajo: el C�alculo
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Paralelo, como una forma de conseguir mejores resultados y

m�as r�apido; y las Redes de Petri, como primera aproximaci�on

al problema, ya que permiten modelar y validar las solucio-

nes propuestas. En ambos casos, tras una somera introducci�on

general, se ubican los casos particulares elegidos, justi�cando

estas elecciones.

5.1.1 Programaci�on Paralela

Desde la aparici�on de los ordenadores, la necesidad de mayores

velocidades de c�alculo ha sido continua. Cada nueva aplicaci�on

exige trabajar al l��mite de su velocidad. Como hasta ahora la

velocidad de los ordenadores parece siempre crecer, es tenta-

dor pensar que estos van a ser lo su�ciente r�apidos como para

satisfacer el creciente apetito computacional. Sin embargo, la

historia dice que mientras una tecnolog��a particular es su�cien-

te para aplicaciones conocidas, siempre aparecen nuevas apli-

caciones propiciadas por dichas tecnolog��as y que demandar�an

el desarrollo de nuevas tecnolog��as1.

Tendencias en Paralelismo

Tradicionalmente, el desarrollo de computadores m�as r�apidos

estaba impulsado por la simulaci�on de sistemas muy complejos

como el clima, dispositivos mec�anicos, circuitos electr�onicos,

reacciones qu��micas, etc. Sin embargo, este impulso lo ejercen

actualmente las aplicaciones comerciales, que requieren una ca-

pacidad de procesamiento de grandes cantidades de datos de

formas muy so�sticadas. Aunque la supremac��a de las aplica-

ciones comerciales pueda de�nir la arquitectura de la mayor��a

de los futuros computadores paralelos, las aplicaciones cient���-

cas tradicionales seguir�an siendo usuarias muy importantes de

las tecnolog��as de computaci�on paralela.

1Un ejemplo curioso de este fen�omeno ocurri�o a �nales de los a~nos

cuarenta, cuando el gobierno brit�anico encarg�o un estudio en el que se

conclu��a que las necesidades computacionales de Gran Breta~na se podr��an
satisfacer con dos o tres computadoras. En aquellos d��as los ordenadores

se utilizaban �unicamente para calcular las tablas de bal��stica. Los auto-

res del informe no tomaron en consideraci�on su aplicaci�on en la ciencia y

la ingenier��a, dejando aparte las aplicaciones comerciales que pronto do-

minar��an la Inform�atica. Similarmente, el estudio de mercado inicial para

Cray Research preve��a una demanda mundial de diez supercomputadores;

desde entonces se han vendido cientos.
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En general, el rendimiento de un ordenador depende di- La Red como

supercompu-

tador

Aprovechando

el auge de

Internet ya se

han

desarrollado

mecanismos

para

aprovechar la

capacidad de

procesamiento

|que de otro

modo se des-

perdiciar��a|

de los

ordenadores de

nuestros

vecinos

conectados a la

red mientras

�estos leen el

correo

electr�onico o

imprimen una

fotograf��a

(SETI@Home

o DCTI), en

ocasiones sin

que �estos lo

sepan (como el

caso de Altnet

de Brilliant

Digital

Enterprise

Inc.).

rectamente del tiempo requerido para realizar una operaci�on

b�asica y del n�umero de operaciones b�asicas que se pueden rea-

lizar concurrentemente. El tiempo de ejecuci�on de una opera-

ci�on b�asica est�a �nalmente limitado por el ciclo de reloj del

procesador, es decir, el tiempo que se requiere para la opera-

ci�on m�as primitiva. Sin embargo, los tiempos de ciclo de reloj

est�an decreciendo lentamente y parece que se est�an acercando

a l��mites f��sicos, como es la velocidad de la luz. Por tanto, no se

puede depender de procesadores m�as r�apidos para proporcio-

nar un incremento en el rendimiento de los computadores. Los

dise~nadores de ordenadores utilizan gran variedad de t�ecnicas

para superar estas limitaciones en el rendimiento de un �unico

ordenador, incluyendo la segmentaci�on (pipelining, diferentes
etapas de varias instrucciones que se ejecutan concurrentemen-

te) y las unidades funcionales m�ultiples (varios multiplicadores,

sumadores, etc., controlados por un �unico 
ujo de ejecuci�on).

Este enfoque se ve facilitado por los avances en la tecnolog��a

VLSI (Very Large Scale Integration) que contin�ua decremen-

tando el n�umero de componentes necesarios para construir un

ordenador.

Otra tendencia que est�a cambiando la Inform�atica es la

creciente capacidad de los ordenadores conectados en red, que

hacen posible el dise~no de aplicaciones que utilizan recursos

f��sicamente distribuidos como si fueran parte del mismo or-

denador. El procesamiento distribuido no es simplemente un

subconjunto de la computaci�on paralela, ya que en el proce-

samiento distribuido hay que tener muy en cuenta problemas

como la �abilidad, la seguridad y la heterogeneidad, que gene-

ralmente son considerados tangencialmente en la computaci�on

paralela. No obstante, la tarea b�asica de desarrollar programas

que puedan ejecutarse en varios ordenadores a la vez, sigue

siendo un problema de computaci�on paralela.

De lo anteriormente expuesto se deduce que las tendencias

en las aplicaciones, el dise~no de computadores y las redes de

ordenadores, sugieren un futuro en el que el paralelismo pre-

dominar�a no s�olo en los supercomputadores sino tambi�en en

estaciones de trabajo, ordenadores personales y redes de orde-

nadores.
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Modelos de M�aquina Paralela

La vertiginosa penetraci�on de los computadores en el comercio,

la ciencia, y la educaci�on se debe fundamentalmente a su tem-

prana estandarizaci�on en un �unico modelo, La M�aquina de Von
Neumann. Un ordenador de Von Neumann consta de una uni-

dad central de procesamiento (UCP) conectada a una unidad

de almacenamiento (memoria). La UCP ejecuta un programa

almacenado que especi�ca una secuencia de operaciones de lec-

tura y escritura en la memoria. Este modelo se ha comportado

como un modelo muy robusto. Y su permanencia durante m�as

de medio siglo ha permitido el perfeccionamiento de algoritmos

y de lenguajes de programaci�on de forma independiente de los

desarrollos en la arquitectura de computadores.

De esta manera es deseable la existencia de un modelo de

m�aquina paralela que sea simple, para facilitar su comprensi�on

y la programaci�on, y realista, para asegurar que los programas

desarrollados para este modelo se ejecuten con una e�ciencia

razonable en ordenadores reales.

Figura 5.1: Un multicomputador

As��, un modelo de m�aquina paralela llamado Multicom-
putador [Fos95] re�une estos requisitos. Un multicomputador

consiste en una serie de ordenadores de Von Neumann, o no-

dos, unidos mediante una red de interconexi�on (�gura 5.1).

Cada computador ejecuta su propio programa. Este progra-

ma puede acceder a la memoria local y puede enviar y recibir

mensajes a trav�es de la red. Los mensajes se utilizan para co-

municar/sincronizar con otros computadores o, lo que es lo

mismo, para leer y escribir en memorias remotas. En la red

ideal, el coste de enviar un mensaje entre dos nodos es inde-
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pendiente tanto de la localizaci�on del nodo como del tr�a�co en

la red, dependiendo, sin embargo, del tama~no del mensaje.

El multicomputador es muy similar a lo que com�unmen-

te se conoce como computador MIMD de memoria distribuida
(M�ultiples Instrucciones M�ultiples Datos). MIMD signi�ca que

cada procesador puede ejecutar un 
ujo de instrucciones dis-

tinto sobre sus propios datos locales; as��, memoria distribuida

quiere decir que la memoria est�a repartida entre los distintos

elementos de procesamiento, en vez de estar localizada en un

lugar centralizado. La diferencia principal entre el multicompu-

tador y un computador MIMD es que, en el �ultimo, el coste de

enviar un mensaje entre dos nodos puede no ser independiente

de la localizaci�on del nodo o del tr�a�co de la red. Ejemplos de

este tipo de computadores son: IBM SP, Intel Paragon, Thin-
king Machines CM5, Cray T3D y nCUBE.

Otra clase importante de computador paralelo es el Mul-
tiprocesador, o computador MIMD de memoria compartida.
En los multiprocesadores, todos los procesadores comparten el

acceso a una memoria com�un a trav�es de un bus o de una je-

rarqu��a de buses. En el modelo ideal de M�aquina Paralela de
Acceso Aleatorio (Parallel Ramdom Access Machine, PRAM),

el cual se utiliza a menudo para realizar estudios te�oricos de al-

goritmos paralelos, cualquier procesador puede acceder a cual-

quier elemento de memoria en el mismo espacio de tiempo. En

la pr�actica, el escalado de esta arquitectura normalmente in-

troduce alguna forma de jerarqu��a de memoria; en particular,

se puede reducir la frecuencia con la que se accede a la memoria

compartida mediante la introducci�on de copias de datos utili-

zados frecuentemente en una cach�e asociada a cada procesador.

El acceso a esta cach�e es mucho m�as r�apido que el de la me-

moria compartida, por tanto, la localidad es importante y las

diferencias entre los multicomputadores y los multiprocesado-

res en realidad son simples cuestiones de grado. De esta forma

los programas desarrollados para multicomputadores pueden

ejecutarse en los multiprocesadores e�cientemente, ya que la

memoria compartida permite una implementaci�on e�ciente del

paso de mensajes. Son ejemplos de esta clase de computadores

paralelos: Silicon Graphics Challenge2, Sequent Simetry y las

2Silicon Graphics actualmente comercializa la serie de servidores Ori-

gin; en una de estas m�aquinas, concretamente una Origin 200, se han
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m�ultiples estaciones de trabajo multiprocesador.

Existe una clase m�as especializada de computadores para-

lelos, los computadores SIMD (Simple Instrucci�on M�ultiples
Datos), en los cuales todos los procesadores ejecutan el mismo


ujo de instrucciones sobre diferentes datos. Este planteamien-

to puede reducir tanto la complejidad del software como la del

hardware, pero tiene el inconveniente de que s�olo es apropiado

para problemas espec���cos que est�an caracterizados por un ele-

vado grado de regularidad, como es el caso del procesamiento

de im�agenes y algunas simulaciones num�ericas. Los algoritmos

dise~nados para un multicomputador en general no pueden eje-

cutarse en un computador SIMD. Un ejemplo de esta clase de

m�aquinas es MasPar MP.

Finalmente, dos clases de sistemas de computaci�on que en

ocasiones se utilizan como computadores paralelos son las es-

taciones de trabajo conectadas a trav�es de redes de �area lo-

cal (Local Area Network, LAN), en las que los ordenadores

est�an f��sicamente cerca y est�an conectados mediante una red

r�apida, y las estaciones de trabajo conectadas a trav�es de re-

des de �area amplia (Wide Area Network, WAN), en las que se

conectan m�aquinas geogr�a�camente distribuidas. Aunque los

sistemas de este tipo introducen otros elementos como la se-

guridad y la �abilidad, pueden verse para muchos prop�ositos

como multicomputadores, aunque con grandes costes de inter-

comunicaci�on.

Modelos de Programaci�on Paralela

El modelo de m�aquina de Von Neumann supone un procesador

capaz de ejecutar secuencias de instrucciones. Una instrucci�on

puede especi�car, adem�as de varias operaciones aritm�eticas,

la direcci�on del dato que debe ser le��do o escrito en memoria

y/o la direcci�on de la siguiente instrucci�on que debe ejecutarse.

Aunque es posible programar un computador en t�erminos de

este modelo b�asico mediante lenguaje m�aquina, este m�etodo es

para la mayor��a de los prop�ositos prohibitivamente complejo,

ya que se deben conocer millones de posiciones de memoria y

organizar la ejecuci�on de miles de instrucciones m�aquina. As��,

se utilizan t�ecnicas de dise~no modular donde complejos pro-

probado los c�odigos desarrollados para realizar esta tesis doctoral.
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gramas se construyen a partir de componentes simples, y estos

componentes se estructuran en t�erminos de abstracciones de

alto nivel como estructuras de datos, lazos iterativos y proce-

dimientos. Las abstracciones como los procedimientos hacen la

explotaci�on de la modularidad m�as f�acil ya que permiten que

se pueda manejar los objetos sin un conocimiento de su estruc-

tura interna. As��, lenguajes como Pascal, C o Ada, logran que

los dise~nos se expresen en t�erminos de dichas abstracciones y

sean traducidos autom�aticamente a c�odigo ejecutable.

La programaci�on paralela introduce nuevas fuentes de com-

plejidad: si se tuviera que programar al nivel m�as bajo, no

s�olo se incrementar��a el n�umero de instrucciones ejecutadas,

si no que se tendr��a que controlar expl��citamente la ejecuci�on

de miles de procesadores y coordinar millones de interacciones

entre procesadores. As��, abstracci�on y modularidad son, como

m��nimo, tan importantes como en la programaci�on secuencial.

De hecho, se puede destacar la modularidad como el cuarto

requisito fundamental para el software paralelo, junto con la

concurrencia, la escalabilidad y la localidad ; conceptos que se
introducir�an en breve.

De entre todos los modelos que se van a glosar a conti-

nuaci�on, habr�a que hacer una cuidadosa elecci�on a la hora de

realizar el dise~no y la implementaci�on de cada una de las di-

ferentes aplicaciones. Para poder elegir el modelo adecuado a

un caso en particular es necesario realizar, previamente a las

fases de dise~no e implementaci�on, un concienzudo estudio del

problema para identi�car de forma clara cu�ales son las venta-

jas e inconvenientes que aportar��an cada uno de los modelos.

Adem�as, no se debe olvidar que aspectos de tipo pr�actico, co-

mo es, por ejemplo, el tipo de computador sobre el que se va

a utilizar la aplicaci�on paralela, condicionan esta elecci�on.

Tareas y Canales. Inicialmente se considera qu�e abs-

tracciones son apropiadas y �utiles en un modelo de pro-

gramaci�on paralela. Claramente, se necesitan algunos me-

canismos que permitan un expl��cito an�alisis sobre la con-

currencia y la localidad y que faciliten el desarrollo de

programas modulares y escalables. Adem�as, se necesi-

tan abstracciones que sean f�aciles de usar y que encajen

en la arquitectura del modelo multicomputador. Aunque

se podr��an elegir m�ultiples abstracciones, dos de ellas se
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ajustan especialmente a las caracter��sticas planteadas:

tareas y canales. A continuaci�on se enumeran los ele-

mentos que caracterizan a estas abstracciones [Fos95]:

1. Un c�alculo paralelo consiste en una o varias tareas.

Las tareas se ejecutan concurrentemente. El n�umero

de tareas puede variar durante la ejecuci�on.

2. Una tarea encapsula un programa secuencial y me-

moria local. Adem�as hay una serie de puertos deTareas

Dada su

estructura,

cada tarea

puede verse

como una

m�aquina de

Von Neumann

virtual.

entrada y de salida que de�nen su interfaz con el

entorno.

3. Una tarea puede realizar cuatro acciones b�asicas

adem�as de leer y escribir en su memoria local: enviar

mensajes a sus puertos de salida, recibir mensajes

en sus puertos de entrada, crear nuevas tareas y �-

nalizar.

4. La operaci�on de env��o es as��ncrona: se completa in-

mediatamente. Una operaci�on de recepci�on es s��ncro-

na: provoca el bloqueo de la ejecuci�on de la tarea

hasta que el mensaje est�e disponible.

5. Los pares de puertos entrada/salida se pueden co-

nectar mediante colas de mensajes llamadas cana-

les. Los canales se pueden crear y eliminar, y se pue-

den incluir en los mensajes referencias a los canales

(puertos), as�� la conectividad puede variar din�ami-

camente.

6. Las tareas se pueden asignar a los procesadores f��si-

cos disponibles de varias formas; el m�etodo emplea-

do no afecta a la sem�antica de un programa. En

particular, m�ultiples tareas pueden asignarse a un

�unico procesador, y tambi�en, una �unica tarea se po-

dr��a asignar a m�ultiples procesadores.

La abstracci�on tarea proporciona un mecanismo para ha-

blar de localidad : los datos contenidos en la memoria lo-

cal de una tarea est�an cerca; el resto son remotos. La

abstracci�on canal proporciona un mecanismo para indi-

car que para que el c�alculo en una tarea se pueda realizar

se requieren datos de otra tarea, lo que se conoce como

dependencia de datos.
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Dado que las tareas interact�uan utilizando el mismo me-

canismo (canales) independientemente de la localizaci�on

de las tareas, el resultado del c�alculo de un programa no

depende del lugar en que se ejecute una tarea. Los al-

goritmos se pueden dise~nar e implementar sin tener en

cuenta el n�umero de procesadores en los que se ejecu-

tar�an. �Esta es una forma directa de conseguir escalabili-
dad : al incrementar el n�umero de procesadores, el n�umero
de tareas por procesador se reduce, pero el algoritmo no

necesita ser modi�cado.

Una tarea es un bloque de construcci�on natural en el

dise~no modular. �Esta encapsula tanto los datos como el

c�odigo que opera sobre estos datos; los puertos sobre los

que env��a y recibe constituyen su interfaz. Por tanto, las

ventajas de la modularidad son accesibles para el modelo

tarea/canal.

Paso de mensajes. El modelo de paso de mensajes es,

probablemente, el modelo de programaci�on paralela m�as

extendido. Los programas que utilizan paso de mensa-

jes, como los de tarea/canal, crean m�ultiples tareas, cada

una de las cuales encapsula datos locales. Cada tarea se

identi�ca con un nombre �unico y las tareas interaccionan,

enviando y recibiendo mensajes a y desde tareas a trav�es

de sus identi�cativos. A este respecto, el paso de men-

sajes no es m�as que una peque~na variaci�on del modelo

tarea/canal, diferenci�andose �unicamente en el mecanis-

mo utilizado para la transferencia de los datos.

Aunque el modelo de paso de mensajes no proh��be la

creaci�on din�amica de tareas, la ejecuci�on de m�ultiples

tareas por procesador o la ejecuci�on de diferentes pro-

gramas por tareas diferentes, generalmente, los sistemas

de paso de mensajes crean un n�umero �jo de tareas al

inicio del programa y no permiten crear o destruir tareas

durante la ejecuci�on. Se dice que estos sistemas imple-

mentan un modelo de programaci�on Simple Programa
M�ultiples Datos, SPMD(Single Program Multiple Data),
ya que cada tarea ejecuta el mismo programa pero ope-

ra sobre diferentes datos. El modelo SPMD es su�ciente

para un amplio abanico de problemas paralelos pero no

facilita el desarrollo de algunos algoritmos paralelos.
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Paralelismo de datos. Se trata de un modelo de pro-

gramaci�on paralela muy utilizado. Busca explotar la con-

currencia que se deriva de aplicar la misma operaci�on a

m�ultiples elementos de una estructura de datos, como

por ejemplo, sumar 2 a todos los elementos de una ma-

triz o incrementar el salario a todos los empleados con

m�as de 5 a~nos de servicio. Un programa de paralelismo

de datos consta de una secuencia de operaciones de es-

te tipo. Dado que cada operaci�on en cada elemento de

datos puede verse como una tarea independiente, la gra-

nularidad natural del c�alculo de paralelismo de datos es

peque~na, y el concepto de localidad no surge de forma

clara. Por tanto, los compiladores de paralelismo de da-

tos requieren que el programador proporcione informa-

ci�on sobre c�omo se tienen que distribuir los datos sobre

los procesadores, o lo que es lo mismo, c�omo se reparten

los datos en tareas. As��, el compilador (High Performan-
ce Fortran, por ejemplo) puede traducir el paralelismo

de datos en un programa SPMD, generando autom�atica-

mente el c�odigo paralelo. El modelo tarea/canal permite

dise~nar algoritmos directamente aplicables a los progra-

mas de paralelismo de datos.

Memoria Compartida. En este modelo de programa-

ci�on, las tareas comparten un espacio com�un de direccio-

nes de memoria, el cual se lee y escribe asincr�onicamen-

te. Se deben utilizar varios mecanismos para controlar

el acceso a la memoria compartida como los sem�aforos

y cierres. Una ventaja de este modelo desde el punto de

vista del programador es que la noci�on de propiedad de

los datos no existe, y por consiguiente no hay necesidad

de especi�car expl��citamente la comunicaci�on de datos

entre productores y consumidores. Este modelo puede

simpli�car el desarrollo de programas. Sin embargo, la

comprensi�on y el manejo de la localidad son m�as dif��ci-

les, as�� como la escritura de programas deterministas3.

En la secci�on dedicada a las herramientas (subsecci�on 5.2.1

en la p�agina 124) se profundiza en el modelo de paso de men-

3Un algoritmo o programa es determinista si la ejecuci�on con una

determinada entrada produce siempre el mismo resultado.
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sajes, puesto que es el elegido para dise~nar los algoritmos pa-

ralelos que permiten la evaluaci�on del espacio de las con�gu-

raciones para estructuras rob�oticas.

5.1.2 Redes de Petri

Las redes de Petri (Petri Nets) fueron introducidas por Carl

Adam Petri, que con el trabajo presentado en su tesis doctoral,

Kommunikation mit Automaten (Comunicaci�on con aut�oma-

tas) de 1962 [Pet62][Pet66], inici�o un �area de investigaci�on

completamente nueva. Desde entonces las redes de Petri se

han utilizado para modelar, visualizar y analizar procesos, y

dise~nar abstracciones en un ampl��simo abanico de disciplinas

t�ecnicas y de organizaci�on. Se pueden encontrar aplicaciones

en Autom�atica, Administraci�on de Empresas, Qu��mica, In-

form�atica, Dise~no y Control de Sistemas de Fabricaci�on, In-

genier��a de Procesos y muchas m�as.

Las redes de Petri constituyen una herramienta excelente

para el estudio de cualquier sistema, ya que permiten modelar

el comportamiento y la estructura de �este, llev�andolo a condi-

ciones l��mite, que en un sistema real pueden ser inabordables

por dif��ciles de producir o por muy costosas.

Especialmente relacionado con el trabajo que se presenta,

aunque las redes de Petri no constituyen el �unico modelo de

descripci�on de sistemas discretos capaz de modelar y analizar

las evoluciones paralelas, se ha que encontrado que las redes

de Petri representan expl��citamente aspectos fundamentales de

los sistemas distribu��dos, como son la atomicidad, la sincroni-

zaci�on, la independencia mutua de acciones, los mensajes y la

memoria compartida [Rei98]. Es m�as, los aspectos b�asicos de

los sistemas distribu��dos se identi�can tanto conceptualmente

como matem�aticamente con las redes de Petri [BDJ+00].

Por otro lado, la teor��a de Redes de Petri ha llegado a ser

reconocida como una metodolog��a establecida en la literatura

de la rob�otica para modelar sistemas de fabricaci�on 
exibles.

De esta manera, el uso de las redes de Petri surge de manera

natural como una buena elecci�on para modelar algoritmos de

c�alculo paralelo del C-espacio para estructuras rob�oticas.

A continuaci�on, se procede a dar la de�nici�on de las redes

de Petri como modelos de descripci�on del funcionamiento de

sistemas discretos concurrentes, seg�un aparece en [Sil85]. Para
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aquellos lectores que est�en interesados en su descripci�on formal

se les remite al cap��tulo segundo de [Sil85].

De�nici�on de Red de Petri

Una red de Petri (PN) es un grafo orientado en el que in-

tervienen dos clases de nodos, los lugares (representados por

circunferencias) y las transiciones (representadas por segmen-
tos rectil��neos), unidos alternativamente por arcos. Un arco

une un lugar con una transici�on, o viceversa, pero nunca dos

transiciones o dos lugares.

Un lugar puede contener un n�umero positivo o nulo demar-
cas. Una marca se representa por un punto en el interior del

c��rculo correspondiente al lugar. El conjunto de marcas asocia-

das en un instante dado a cada uno de los lugares constituye

un marcado de la PN.

Para la descripcci�on funcional de los sistemas concurrentes,

a los lugares se les asocian acciones o salidas del sistema que

se desea modelar. A las transiciones se les asocian los eventos
(funciones l�ogicas de las variables de entrada al sistema) y

acciones o salidas.

De esta forma, el marcado puede evolucionar como sigue:

Un lugar p es lugar de entrada de una transici�on t si

existe un arco orientado de p hacia t;

Un lugar p es lugar de salida de una transici�on t si existe

un arco orientado de t hacia p;

Una transici�on est�a sensibilizada si todos los lugares de

entrada est�an marcados.

Una transici�on sensibilizada es disparada o franqueada si

el evento que le est�a asociado se veri�ca. El disparo de

una transici�on consiste en quitar una marca a cada uno

de los lugares de entrada y en a~nadir una marca a cada

uno de los lugares de salida.

La �gura 5.2 se muestra la representaci�on gr�a�ca de una PN

con con cinco lugares y cuatro transiciones. El lugar p1 contiene

una marca, mientras que el lugar p3 contiene dos marcas. Los
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Figura 5.2: Ejemplo de Red de Petri

lugares p4 y p5 son de entrada para t4, mientras que p2 y p3
son lugares de salida de t1

4.

Justi�caci�on del Uso de las Redes de Petri para el

Modelado de Sistemas Concurrentes

Manuel Silva, en [Sil85], realiza los siguientes comentarios so-

bre la aplicaci�on de las PN para modelar sistemas concurrentes:

Se trata de una herramienta de modelado clara, f�acil de

utilizar y no ambigua.

Facilita la representaci�on de evoluciones simult�aneas. Co-

mo consecuencia, son 
exibles, facilitando las modi�ca-

4Los lugares est�an representados con la letra p, porque es el modo

habitual de hacerlo; tanto en ingl�es como en franc�es, a los lugares se les

denomina place.
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ciones locales, y permiten re�namientos sucesivos (per-

mite descripciones de forma descendente).

Permite una primera aproximaci�on al problema de la va-

lidaci�on del correcto funcionamiento del sistema (com-

probando que la descripcci�on veri�ca una serie de pro-

piedades de buen funccionamiento como, por ejemplo,

ausencia de bloqueos y con
ictos).

La PN constituye una herramienta de modelado inde-

pendiente de cualquier tecnolog��a

Redes de Petri Coloreadas

A pesar de la potencia de las redes de Petri, el intento de

usar las redes de Petri en la pr�actica descubri�o dos problemas:

1) no exist��a el concepto de datos y por tanto los modelos se

convert��an en excesivamente grandes, ya que toda la manipu-

laci�on de los datos ten��a que representarse directamente en la

estructura de la red |mediante lugares y transiciones|; y 2)

no exist��a el concepto de jerarqu��a, y as��, era imposible cons-

truir un modelo grande mediante un conjunto de submodelos

separados con interfaces bien de�nidas.

El desarollo de las redes de Petri de alto nivel a �nales de

los 70, y la aparici�on de las redes de Petri jer�arquicas a �nales

de los 80, eliminaron estos problemas.

Las redes de Petri Coloreadas (Coloured Petri Nets, CPN
o CP-nets) pertenecen a la familia de las redes de alto nivel5;

el paso a este tipo de redes desde las redes de bajo nivel se po-

dr��a comparar al que se di�o desde los lenguajes ensamblador

hasta los lenguajes de programaci�on modernos, con un concep-

to de tipo elaborado [Jen97b]. En las redes de Petri s�olo hay

un tipo de marca, lo que signi�ca que el estado de un lugar

est�a descrito por un entero |en muchos casos incluso por un

valor booleano|. En las redes de alto nivel, cada marca puede

llevar datos o informaci�on compleja (colores).

La raz�on de la aparici�on de las CPN fue el deseo de desarro-

llar un lenguaje de modelado, que estuviera bien fundamenta-

do te�oricamente, pero que fuera lo su�cientemente vers�atil para

5Las CPN, introducidas por Kurt Jensen en 1979, constituyen uno

de los dos dialectos m�as conocidos de las redes de Petri de alto nivel e

incorporan estructuraci�on de datos y descomposici�on jer�arquica.
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usarlo en la pr�actica para sistemas de gran complejidad y ta-

ma~no. Para conseguir esto, se combina la fuerza de las redes

de Petri con la de los lenguajes de programaci�on: las primeras

aportan las primitivas para describir la sincronizaci�on de pro-

cesos concurrentes, mientras que los �ultimos proporcionan las

primitivas para la de�nici�on de tipos de datos y la manipula-

ci�on de los valores de los mismos [Jen98].

Por otro lado, las CPN se pueden extender facilmente para

contemplar el concepto tiempo. As��, �estas se convierten en una

excelente herramienta para la evaluaci�on del rendimiento, es

decir, evaluar la velocidad a la que un determinado sistema

opera.

En [Jen97a] se da la siguiente descripci�on de las CPN (para

una de�nici�on formal consid�erese [Jen97b]):

Los c��rculos se denominan lugares y describen estados

del sistema;

Los rect�angulos se llaman transiciones y describen las

acciones;

Las 
echas se denominan arcos. Y las expresiones de los
arcos describen c�omo cambia el estado de la CPN cuando

ocurren las transiciones;

Cada lugar contiene un conjunto de marcas, cada una de
las cuales lleva un valor de un dato perteneciente a un

tipo determinado;

Los colores de las CPN consisten en la siguiente analog��a:

un conjunto de colores es un tipo y el color de una marca

su valor;

Para que una transici�on ocurra o se dispare, �esta debe

tener su�ciente n�umero de marcas en sus lugares de en-

trada, y los valores de las marcas deben emparejar con

las expresiones de los arcos. Cuando la expresi�on de un

arco de entrada se eval�ua tomando el valor de una marca

presente en el lugar de entrada correspondiente se dice

que se atan las variables a valores de su tipo;

Cuando existe alguna atadura se dice que la transici�on

est�a habilitada;



122 T�ecnicas y Herramientas

La elecci�on entre varias ataduras es no determinista;

Cuando se elige una atadura y la transici�on se dispara,

la(s) marca(s) se eliminan de los lugares de entrada y se

colocan en los lugares de salida.

Se pueden utilizar guardas. Una transici�on s�olo se dispa-

rar�a si todas sus guardas se eval�uan a verdadero.

42
42

4

2

x

xx

x

x
x

x
y

x=xx

x

guard x!=y
int

Figura 5.3: Ejemplo de Red de Petri Coloreada

En la �gura 5.3 se puede ver un ejemplo sencillo de red de

Petri coloreada6, que simplemente divide el n�umero 42 en sus

dos d��gitos y propaga ambos por dos caminos cada uno (usando

una copia de cada d��gito), hasta una transici�on que espera

a que le lleguen, por cualquier camino, dos d��gitos difrentes.

A la izquierda hay un lugar con el tipo entero (int), lo que

signi�ca que s�olo puede tomar marcas de enteros. Inicalmente

el marcado es la marca entera 42. Los otros lugares no tienen

tipo asociado e inicialmente est�an sin marcado. La transici�on

m�as a la izquierda quitar�a 42 del lugar incial y colocar�a un 4

y un 2 en los lugares correspondientes. La transici�on superior

del centro recibe una x, que resulta ser un 4 en este caso, lo

elimina de su lugar de entrada y lo coloca en sus dos lugares de

salida. La transici�on inferior del centro es similar, pero en este

caso, la igualdad de los arcos de entrada y salida se establece

mediante la inscripci�on x=xx. La �ultima transici�on tienen una

guarda, guard x!=y, que asegura x 6= y. De esta forma, s�olo

6La Universidad de Aarhus (Dinamarca), bajo la direcci�on de Kurt

Jensen, ha desarrollado Design/CPN |y su sucesora, CPN Tools|, una

de las herramientas m�as completas para redes de Petri. No obstante, la

red de la �gura se construy�o con Renew, la herramienta que se ha utilizado

para evaluar el dise~no de los algoritmos paralelos de este trabajo, y que

se presenta en la siguiente secci�on.
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puede tomar un 2 del lugar de arriba y un 4 del lugar de abajo

o viceversa.

An�alisis de Redes de Petri Coloreadas

Durante la construcci�on de una CPN se utilizan simulaciones

para validar el modelo, es decir, para comprobar que se com-

porta como cabr��a esparar. Es habitual trabajar de forma ite-

rativa. En las primeras fases, el modelo es simple y cubre s�olo

algunas partes del sistema, ignorando muchos aspectos del sis-

tema �nal. Finalmente, el alcance del modelo se extiende y se

a~naden m�as detalles. Mediante sucesivas simulaciones durante

todo el proceso de dise~no |no solamente al �nal| el modela-

dor aprende sobre el sistema, permitiendo eliminar errores de

dise~no e incorporar nuevos conocimientos sobre el sistema en

etapas posteriores del proceso de dise~no.

5.2 Herramientas

La presente secci�on est�a dedicada a la exposici�on de las prin-

cipales herramientas software que han sido necesarias para la

consecuci�on del objetivo �nal del trabajo de investigaci�on ob-

jeto de esta memoria. Se trata de dos bibliotecas de funciones

que persiguen objetivos bien diferenciados: una, MPI, es una

implementaci�on del paradigma de paso de mensajes que, como

se ha explicado previamente, es un modelo de programaci�on

paralela muy extendido; la otra, FFTW, es un biblioteca que

permite, a trav�es de m�ultiples funciones, la ejecuci�on de la

Transformada R�apida de Fourier en varias dimensiones. Co-

mo ya se ha visto en el cap��tulo anterior, la transformada de

Fourier se debe utilizar intensivamente para la evaluaci�on del

espacio de las con�guraciones de estructuras rob�oticas.

Adem�as, se hace una breve presentaci�on de Renew, una

herramienta gr�a�ca que permite construir redes de Petri colo-

readas y realizar simulaciones con ellas.

Paro los tres casos, se van a comentar sus principales carac-

ter��sticas, as�� como las ventajas que aportan y que han determi-

nado la elecci�on de estas herramientas para la implementaci�on

de los algoritmos desarrollados.
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Por otro lado, a lo largo del trabajo tambi�en se han utili-

zado otras herramientas, como MATLAB, para realizar repre-

sentaci�on de resultados o algunos c�alculos de apoyo |como es

el caso del c�alculo simb�olico| que no se comentar�an, por no

considerarlas fundamentales en el desarrollo del trabajo que se

presenta.

5.2.1 MPI

En el enfoque de la biblioteca de paso de mensajes MPI (Mes-
sage Passing Interface) para la programaci�on paralela, un con-
junto de procesos ejecutan programas en un lenguaje secuen-

cial est�andar mejorado con una serie de llamadas a funciones

de una biblioteca para el env��o y recepci�on de mensajes.

Actualmente, MPI |desarrollada por el Message PassingMPI Forum

Formado por

m�as de 80

personas de 40

organizacio-

nes, que

representan a

vendedores de

sistemas

paralelos,

usuarios

industriales,

laboratorios de

investigaci�on

nacionales y

universidades,

es el

responsable del

�exito y la

aceptaci�on

mundial de

este est�andar

de paso de

mensajes.

Interface Forum [Tea98]| se ha convertido en el est�andar de
facto para el paso de mensajes. Se puede decir que es un siste-

ma complejo, que contiene cerca de 200 funciones, la mayor��a

de las cuales tiene numerosos par�ametros y variantes.

En el modelo de programaci�on de MPI, un c�alculo com-

prende uno o m�as procesos que se comunican haciendo llama-

das a rutinas de biblioteca para enviar y recibir mensajes de

otros procesadores. En la mayor��a de las implementaciones de

MPI, se crea un n�umero �jo de procesos en la inicializaci�on del

programa, y se crea un proceso por procesador. Sin embargo,

estos procesos pueden ejecutar programas diferentes. Por tan-

to, el modelo de programaci�on de MPI se engloba dentro de

los M�ultiples Programas M�ultiples Datos (MPMD) para dis-

tinguirlo del modelo SPMD, en donde cada procesador ejecuta

el mismo programa.

Dado que el n�umero de procesos en un c�alculo de MPI nor-

malmente est�a pre�jado, la caracter��stica principal a estudiar

es el mecanismo a trav�es del cual se comunican datos entre los

procesos. Los procesos pueden utilizar operaciones de comuni-

caci�on punto a punto para enviar un mensaje de un proceso

dado a otro.

Como se ha expuesto en secciones anteriores, el paradigma

de programaci�on de paso de mensajes est�a muy extendido en

los computadores paralelos, especialmente los Computadores

Paralelos Escalables (Scalable Parallel Computers, SPCs) con
memoria distribuida y en las Redes de Estaciones de Trabajo
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(Networks of Workstations, NOWs). Aunque existen m�ultiples

variaciones, el concepto b�asico de comunicaci�on de procesos

mediante mensajes es bien conocido. Durante los �ultima d�eca-

da se han obtenido progresos importantes mediante el paso de

aplicaciones signi�cativas a este paradigma. Cada desarrolla-

dor ha implementado su propia versi�on. Sin embargo, reciente-

mente, varios sistemas de dominio p�ublico han demostrado que

se puede implementar un sistema portable de paso de mensajes

de forma e�ciente. Es la �epoca en que se puede de�nir tanto

la sem�antica como la sintaxis de un n�ucleo est�andar de ruti-

nas de biblioteca que pueden ser �utiles a un abanico grande de

usuarios y que puede ser llevado de forma e�ciente a un rango

amplio de computadores7.

Desde la aparici�on del est�andar MPI en junio de 1994, MPI

se ha aceptado y utilizado mundialmente. Y de este modo exis-

ten implementaciones que van desde aqu�ellas para los grandes

computadores paralelos escalables, hasta las existentes para

las redes de estaciones de trabajo. Incluso varios vendedores

de SPCs proporcionan y respaldan sus propias implementa-

ciones de MPI, lo que incorpora credibilidad al procesamiento

paralelo.

El principal objetivo de MPI, como ocurre con la mayor��a

de los est�andares, es alcanzar el grado su�ciente de portabili-

dad en las diferentes m�aquinas. Y este grado de portabilidad

deseable se corresponde con el alcanzado por lenguajes de pro-

gramaci�on como Fortran o C. Esto permitir��a que el mismo

c�odigo fuente de paso de mensajes se podr��a ejecutar en cual-

quier m�aquina con la �unica condici�on de que la biblioteca MPI

est�e presente, aunque para obtener el mayor rendimiento sean

necesarios algunos ajustes que permitan favorecerse de las ca-

racter��sticas particulares de cada sistema.

Aunque el paso de mensajes se suele enmarcar en el con-

texto de los computadores paralelos de memoria distribuida,

el mismo c�odigo puede funcionar bien en computadores de me-

7Los dise~nadores de MPI trataron de incorporar las caracter��sticas

m�as atractivas de una serie de sistemas de paso de mensajes existentes,

en lugar de elegir uno de ellos como est�andar. De este modo, MPI se

ha bene�ciado de la experiencia del centro de investigaci�on T.J. Watson

de IBM, NX/2 de Intel, Express, Vertex de nCUBE, p4, y PARMACs,

as�� como de las importantes contribuciones de Zipcode, Chimp, PVM,

Chamaleon, y PICL.
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moria compartida, una red de estaciones de trabajo o, incluso,

en una estaci�on de trabajo con varios procesos ejecut�andose.

Otro tipo de compatibilidad que ofrece MPI es la capacidad

de ejecuci�on transparente en sistemas heterog�eneos, es decir,

un conjunto de procesadores con diferentes arquitecturas. Gra-

cias a MPI se tiene un modelo de c�alculo virtual que oculta

muchas diferencias arquitect�onicas. De este modo los usuarios

no tienen que preocuparse de si la aplicaci�on est�a enviando

mensajes entre procesadores similares o diferentes ya que la

implementaci�on de MPI se encargar�a de hacer autom�aticamen-

te cualquier conversi�on de datos y de utilizar el protocolo de

comunicaciones adecuado.

A pesar de que la portabilidad era un objetivo primordial,

MPI no se convertir��a en un buen est�andar si �esta se consiguie-

ra en detrimento del rendimiento. As��, por ejemplo, el lengua-

je Fortran se utiliza frente a lenguajes ensambladores porque

la mayor��a de los compiladores disponibles alcanzan un ren-

dimiento aceptable frente a la alternativa no portable de los

lenguajes ensambladores. El dise~no de MPI ha demostrado ser

el adecuado dado el alto rendimiento alcanzado con las im-

plementaciones en un amplio rango de plataformas comparado

con el que alcanzan los sistemas espec���cos de vendedor, que

adem�as son menos portables.

Para alcanzar implementaciones e�cientes, MPI s�olo espe-

ci�ca qu�e es lo que una operaci�on hace l�ogicamente, evitando

detallar c�omo tienen lugar estas operaciones. Como resultado

de esta decisi�on, MPI se puede implementar f�acilmente en siste-

mas que almacenan mensajes en el emisor, en el receptor o que

no los almacenan. Las implementaciones se aprovechan de las

distintas propiedades de los subsistemas de comunicaciones de

las diferentes m�aquinas. As��, en m�aquinas con coprocesadores

de comunicaciones inteligentes, la mayor parte del protocolo de

paso de mensajes se puede descargar a estos coprocesadores.

En otros sistemas, la mayor parte del c�odigo de comunicaciones

se ejecuta por el procesador principal.

Adem�as, MPI se ha dise~nado para evitar el trabajo inne-

cesario que podr��a degradar el rendimiento. De este modo, se

evita la necesidad de grandes cantidades de informaci�on extra

en cada mensaje, o de una compleja codi�caci�on y decodi�ca-

ci�on de las cabeceras de los mensajes.

Una caracter��stica muy interesante en el dise~no de MPI
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es la capacidad de solapamiento de las comunicaciones y los

c�alculos, para aprovecharse de los agentes de comunicaciones

inteligentes, y para esconder las latencias de las comunicacio-

nes. Esto se consigue mediante el uso de llamadas de comu-

nicaciones no bloqueantes, lo que separa la iniciaci�on de las

comunicaciones de la �nalizaci�on.

Tambi�en, la escalabilidad es un objetivo importante en la

programaci�on paralela; este objetivo se consigue a trav�es de

varias caracter��sticas del dise~no de MPI. Por ejemplo, una apli-

caci�on puede crear subgrupos de procesos que, de uno en uno,

se van comunicando mediante operaciones colectivas que limi-

tan el alcance a aquellos procesos involucrados. Otra t�ecnica

permite proporcionar funcionalidad sin un c�alculo que escale

en funci�on del n�umero de procesos. Por ejemplo, una topolog��a

Cartesiana de dos dimensiones se puede subdividir en �las y

columnas sin tener que enumerar expl��citamente los procesos.

Finalmente, como todos los buenos est�andares, est�a de�-

nido un comportamiento m��nimo y conocido en todas las im-

plementaciones. Esto libera al programador de tener que preo-

cuparse de determinados problemas. Un ejemplo es que MPI

garantiza que la transmisi�on de mensajes subyacente es �able.

As��, el usuario no tiene que comprobar si un mensaje se ha

recibido correctamente.

Resumiendo, las principales caracter��sticas [Tea96] por las

que se ha elegido MPI |como la herramienta m�as adecuada

para implementar la versi�on paralela de los algoritmos para la

deconstrucci�on del espacio de las con�guraciones que se pre-

sentan en el siguiente cap��tulo| son:

Est�a dise~nada como una interfaz de programaci�on de

aplicaciones. Aunque MPI se utiliza como una bibliote-

ca run-time, est�a dise~nada principalmente para satisfacer

las necesidades de un programador de aplicaciones.

Permite comunicaciones e�cientes. Evita copias memoria-

a-memoria, permite solapar c�alculo y comunicaciones y

descarga a un coprocesador de comunicaciones, cuando

es posible.

Permite implementaciones que se puedan utilizar en en-

tornos heterog�eneos.
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Permite enlazar con el lenguaje C.

Proporciona comunicaciones �ables. El usuario no tiene

que tratar fallos de comunicaciones.

De�ne una interfaz muy similar a otras bien conocidas,

como PVM, NX, Express, p4, etc., proporcionando ex-

tensiones que a~naden 
exibilidad.

MPI cuanta con una herramienta muy �util para la ejecu-Diagramas de

Gantt

XMPI utiliza

el siguiente

c�odigo de

colores: verde,

el proceso se

encuentra

trabajando en

alg�un c�alculo

ajeno a MPI;

rojo, el proceso

est�a bloqueado,

es decir, no

puede seguir

realizando

ning�un c�alculo

porque se

encuentra a la

espera de alg�un

dato que tiene

que recibir de

otro proceso; y

amarillo, el

proceso se

encuentra

trabajando en

una funci�on de

MPI.

ci�on y el depurado de programas paralelos denominada

XMPI8.

De todo lo dicho hay que resaltar que una de los princi-

pales atractivos de MPI, teniendo en mente su aplicaci�on al

caso que nos ocupa, es que se puede desarrollar un algoritmo

paralelo, y con el mismo c�odigo fuente, sin necesidad de incor-

porar modi�caciones, se puede generar un programa ejecutable

en multicomputadores de memoria distribuida, multiprocesa-

dores de memoria compartida, redes de estaciones de trabajo

y combinaciones de todos ellos.

Finalmente, es importante el hecho de que existen m�ultiples

implementaciones de MPI, de entre las cuales se opt�o por una

de las m�as utilizadas, LAM MPI; adem�as, cabe se~nalar que

se utiliz�o la versi�on 6.5.4, desarrollada por la Universidad de

Notre Dame9.

5.2.2 Renew

Renew [KWD01] |abreviatura de Reference Net Workshop
(Taller de Redes de Referencia)| es una herramienta, des-

arrollada en la Universidad de Hamburgo y escrita en Java,

8XMPI es una interfaz gr�a�ca de usuario basada en X/Motif que se en-
carga de recopilar una gran cantidad de datos procedentes de la ejecuci�on

de una aplicaci�on, o de unos registros acumulativos de las comunicaciones.

En este diagrama se puede observar la evoluci�on temporal de la ejecuci�on

de una aplicaci�on as�� como el modo en que han tenido lugar las comuni-

caciones entre los distintos procesos.
9Originalmente desarrollado en el Ohio Supercomputer Center,

pas�o despu�es a mantenerse en la Universidad de Notre Dame hasta el

oto~no de 2001, que pas�o a albergarse en la Universidad de Indiana; ac-

tualmente el equipo de desarrollo de LAM s�olo ofrece soporte de la versi�on

6.5.6.
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que permite modelar y analizar sistemas con redes de Petri co-

loreadas (ver �gura 5.3). Se trata de una herramienta abierta

y muy vers�atil.

Las principales caracteristicas de Renew se pueden resumir

en los siguientes puntos:

Renew puede utilizarse en los principales sistemas ope-

rativos modernos sin ning�un cambio.

Se distribuye libremente incluyendo el c�odigo fuente, con

lo que sus algoritmos se pueden extender y mejorar en

caso de necesidad.

Puede utilizar cualquier clase de Java, ventaja muy in-

teresante, ya que hoy en d��a existen clases de Java que

cubren casi cualquier aspecto de programaci�on.

Las propias redes de referencia son objetos de Java. Esto

permite hacer llamadas desde c�odigo Java a las redes y

viceversa.

Por otro lado el formalismo de red de Petri que usa Renew

presenta algunos aspectos interesantes

Soporta canales s��ncronos. Los canales son un mecanismo

de comunicaciones muy potente (el emisor y el receptor

deben de estar de acuerdo en participar en una comu-

nicaci�on en un determinado momento10) que se pueden

utilizar de un modo �able.

Las instancias de red permiten modelado orientado a ob-

jetos con redes de Petri.

Proporciona varios tipos de arcos que cubren la mayor��a

de los formalismos de red existentes.

Una capacidad clave de las redes de referencia es que

incorpora en su formalismo mecanismos para considerar

10En el formalismo de las redes de Petri se contempla otro mecanismo,

que normalmente recibe el nombre de lugares de fusi�on; se trata de el

paso de mensajes, en el que el emisor puede enviar un mensaje en cual-

quier momento, mientras que el receptor puede estar o no preparado para

procesarlo; si es necesario, se puede reproducir el paso de mensajes con

los canales s��ncronos.
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seriamente el tiempo. Aunque las redes de Petri puras

capturan adecuadamente la causalidad y las situaciones

de con
icto, para sistemas f��sicos, como es el caso del mo-

delado de un conjunto de procesadores trabajando coope-

rativa y concurrentemente, es esencial a~nadir una noci�on

de tiempo al formalismo.

Se puede a~nadir que Renew no incorpora mecanismos para

el an�alisis de las redes, por lo que estos se deben hacer mediante

la exportaci�on de las redes dise~nadas a formatos de otras apli-

caciones que s�� dispongan de ellos. Sin embargo, se trata de una

herramienta muy �util en simulaci�on, ya que permite explorar

din�amica e interactivamente el estado de la simulaci�on.

Todas estas caracter��sticas hacen a esta herramienta una

opci�on muy interesante para validar los algoritmos presenta-

dos en el cap��tulo anterior, asi como para ayudar al dise~no y la

validaci�on de sus versiones paralelas. Adem�as, para el presente

trabajo, el an�alisis de las redes no es una parte primordial, si

no que se elige utilizar redes de Petri, adem�as de por su capa-

cidad de simulaci�on, por su representaci�on gr�a�ca intuitiva, su

expresividad y su sem�antica precisa.

5.2.3 FFTW

Como es bien conocido, la Transformada Discreta de Fou-

rier (Discrete Fourier Transform, DFT) se utiliza ampliamen-
te para realizar an�alisis frecuenciales de se~nales no peri�odicas.

La Transformada R�apida de Fourier (Fast Fourier Transform,
FFT) es una herramienta que permite alcanzar el mismo ob-

jetivo, pero con menos sobrecarga en los c�alculos.

El algoritmo para el c�alculo de la DFT es bastante com-

plicado, ya que implica la realizaci�on de m�ultiples sumas y

multiplicaciones con n�umeros complejos11.

La idea subyacente en la FFT es el conocido enfoque divide
y vencer�as, ya que rompe la muestra original de N puntos en

dos secuencias de N
2
. As��, la DFT requiere (N � 1)2 produc-

tos complejos y N(N � 1) sumas complejas frente al enfoque

11Por ejemplo, la realizaci�on de la DFT para una se~nal de 8 muestras

requerir��a 49 productos complejos y 56 sumas complejas. Aunque este es

un caso manejable, sin embargo, para un caso realista con se~nales de 1024

muestras, se requieren 20000000 de sumas y productos complejos
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de la FFT que rompe la se~nal en una serie de muestras de 2

puntos que simplemente requieren un producto y una suma y

la recombinaci�on de los puntos.

De esta manera, resulta natural pensar en una versi�on pa-

ralela del algoritmo para el c�alculo de la Transformada R�apida

de Fourier, ya que en el mejor de los casos un elemento de pro-

ceso se podr��a dedicar al c�alculo de cada uno de los DFTs de

dos muestras. En caso de no disponer de tantos elementos de

proceso, existen diferentes formas de repartir el trabajo entre

los procesadores disponibles [Akl92][KGGK94].

Existen m�ultiples versiones paralelas del algoritmo para el

c�alculo de la FFT, tanto de libre distribuci�on como propiedad

de alg�un vendedor. Igualmente, la forma de implementar el

algoritmo paralelo es variada, desde el uso de threads o el uso de
paso de mensajes hasta algoritmos desarrollados con lenguajes

especializados como el lenguaje paralelo Cilk, desarrollado en

el Instituto Tecnol�ogico de Massachusetts (MIT).

Entre todas estas posibilidades se han hecho pruebas con

varias de las bibliotecas disponibles. Entre ellas, destacan la bi-

blioteca FFTW, desarrollada por el MIT, y que como se mues-

tra en la �gura 5.4 presenta un rendimiento �optimo (usando

M
ops12 como medida de la velocidad); y la biblioteca com-
plib.sgimath de Silicon Graphics, que obtiene resultados gene-

ralmente un poco inferiores, aunque en algunos casos mejores

que FFTW.

Sin embargo, se opt�o por llevar a cabo todas las pruebas

del presente trabajo de investigaci�on con la biblioteca de fun-

ciones que proporciona FFTW, por tratarse de un software

de libre distribuci�on, que facilitar��a la consecuci�on de uno de

los principales objetivos de la investigaci�on: la producci�on de

algoritmos portables a todo tipo de arquitecturas paralelas.

Otro factor de peso a la hora de elegir a FFTW como la

candidata id�onea es el hecho de que proporciona versiones pa-

ralelas de las funciones de c�alculo de la FFT en tres versiones:

uso threads, uso de MPI y uso de Cilk, lo que permite un mayor

campo para experimentar y mejorar los tiempos de c�alculo.

12Mega-operaciones de coma 
otante por segundo.
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Figura 5.4: Transformadas de Fourier reales en 2D, M
ops para

diferentes tama~nos (potencia de dos) de muestra
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Si haces mal el trabajo, a

veces no te piden que

vuelvas a hacerlo.

Felino Man��aco Homicida

BILL WATTERSON

C
omo ya se ha planteado en la introducci�on, uno

de los prop�ositos de este trabajo es analizar el forma-

lismo propuesto para la deconstrucci�on del espacio de

las con�guraciones en busca de oportunidades de paraleliza-

ci�on. Una vez hecho esto de forma gen�erica, se proponen solu-

ciones paralelas derivadas de los algoritmos presentados en el

cap��tulo 4. Finalmente, utilizando las redes de Petri coloreadas,

se elabora un estudio sobre c�omo se comportan estos algorit-

mos cuando se implementa su paralelizaci�on, comprobando en

qu�e medida afectan las distintas decisiones de dise~no y veri�-

cando si el esfuerzo de realizar una implementaci�on paralela se

ve justi�cado por unos resultados alentadores.

Dadas las limitaciones de espacio, solamente se va a presen-

tar el dise~no e implementaci�on detallados del caso m�as com-

plejo de entre los expuestos en el cap��tulo dedicado a ilustrar

la deconstrucci�on del C-espacio: un robot PUMA de cuatro

articulaciones que se mueve en un espacio tridimensional.

Para ello, se proceder�a en un primer apartado al an�alisis

pormenorizado de las correspondientes expresiones formales y

el algoritmo propuestos para este caso. A continuaci�on, se iden-

ti�can los distintos niveles de paralelismo presentes en el c�alcu-

lo del C-espacio. Posteriormente, se eval�uan los aspectos m�as

relevantes para introducir el c�alculo paralelo en el algoritmo.

Finalmente, se eval�uan, mediante simulaci�on con Renew, tan-

to el correcto funcionamiento concurrente, como el rendimiento

|en t�erminos de tiempo de ejecuci�on| esperado.
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6.1 Niveles de Paralelismo

En esta secci�on se plantean los tres niveles de paralelismo en-

contrados en la deconstrucci�on del C-espacio. Los dos primeros

se encuentran en el c�alculo b�asico de la deconstrucci�on, esto

es, el c�alculo de cada CB; el tercer nivel aparece en la forma

en que se desarrolla el proceso de deconstrucci�on.

6.1.1 Concurrencia Inherente al C�alculo de

los CB

Como ya ocurr��a en el formalismo propuesto por [Cur98] |en

[The00] se hace una exposici�on detallada de este estudio|, del

an�alisis de la expresi�on general para el c�alculo del espacio de

las con�guraciones de cada CBk (y de su expresi�on asociada,

3.17, en la p�agina 56) se deduce la presencia de dos1 nive-

les de paralelismo que se pueden aprovechar |por separado o

combinados| para aliviar la carga computacional requerida.

Los dos niveles que se pueden encontrar son los siguientes:

Nivel de c�alculo de la Transformada de Fourier.

En este nivel, gracias al uso del algoritmo de la Trans-

formada R�apida de Fourier (FFT), se puede optimizar el

tiempo de c�alculo mediante la utilizaci�on de varios pro-

cesadores que realicen las operaciones en paralelo.

Nivel de las variables espaciales. En este nivel, tras

el an�alisis de los algoritmos presentados, aparece la nece-

sidad de realizar una serie de integrales que pueden lle-

varse a cabo en paralelo. Efectivamente, para todos los

valores entre los que se hace la integral respecto a cada

variable espacial (xr+1; : : : ; xn) se calcular el producto de

convoluci�on, lo que delimita otro nivel de paralelismo.

1En el caso formalismo propuesto en [Cur98] hab��a un tercer nivel

asociado a las variables de con�guraci�on que no convolucionan. �Este no

est�a presente en la deconstrucci�on, ya que para cada grado libertad se va

encontrando convoluci�on.
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6.1.2 Concurrencia Inherente al Proceso de

Deconstrucci�on

En este caso, la explotaci�on del paralelismo es m�as compleja.

El c�alculo de cada CBk no es independiente de los anteriores,

salvo, obviamente, CB1. Por tanto, estos resultados previos

deben estar disponibles, lo que implica una dependencia de

datos que prohibe el c�alculo simult�aneo de todos los CBk.

Sin embargo, se podr��a calcular en paralelo cada CBk si los

datos previos est�an disponibles, en concreto, las con�guracio-

nes libres de los k�1 DOFs anteriores en la cadena cinem�atica,
y, para cada una de �estas, los datos necesarios para transfor-

mar los puntos del espacio de trabajo |dar las coordenadas

de cada punto respecto al sistema de referencia Fk�1.

Esto signi�ca una de dos posibilidades: 1) Se va calculan-

do cada CBk por orden, realizando los c�alculos pertinentes

explotando uno o los dos niveles de paralelismo asociados al

c�alculo de los CBk; o 2) Se van conociendo y evaluando con-

�guraciones libres de forma incremental (primero se conocen

algunas con�guraciones libres del DOF1, e inmediatamente,

sin esperar a conocer todo el C-espacio asociado al primer gra-

do de libertad, se empieza a indagar las con�guraciones libres

de (DOF1; DOF2), y as�� sucesivamente).

El segundo m�etodo, llevado al l��mite, es, sin duda, muy

complejo, pues es preciso establecer un conjunto muy compli-

cado de intercambios de informaci�on entre todos los procesos

involucrados. Sin embargo, como se explicar�a en las secciones

posteriores, es el principio que se ha utilizado para implemen-

tar el caso de estudio que se presenta en este cap��tulo, aunque

eso s��, de una forma simpli�cada y solamente con el primer

grado de libertad.

6.2 Soluciones Paralelas Propuestas

A continuaci�on se proponen distintas formas de aprovechar los

niveles de paralelismo que pueden aparecer en la deconstruc-

ci�on del espacio de las con�guraciones para estructuras rob�oti-

cas.

Nivel de Transformada de Fourier. En este caso se

tratar�a de optimizar el rendimiento mediante la utiliza-
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ci�on de varios procesadores para el c�alculo de las ope-

raciones que implica el conocido algoritmo FFT. As��, lo

que se propone es una estructura en la que un procesador

se va a utilizar para el c�alculo del algoritmo principal y

se dedican una serie de procesadores al c�alculo de trans-

formadas en 2D de forma paralela.

Figura 6.1: Aprovechamiento del nivel de paralelismo inherente

a la FFT

La �gura 6.1 ilustra este concepto, mientras que en la

�gura 6.2 se modela, de forma muy simplista, en una

red de Petri. Se tiene un proceso central |normalmente

equivalente a un procesador dedicado|, el lugar P0 en

la red, que se encarga de realizar los c�alculos necesarios

para la obtenci�on del C-espacio; cada vez que se tiene que

realizar una transformada de Fourier sobre unos datos,

estos se env��an a unos procesos, que realizan la FFT en

paralelo2, y devuelven los datos transformados al proceso

central, que sigue calculando.

Nivel de variables espaciales. En este nivel se va a

tener que realizar la acumulaci�on de los productos de

2El modo en que se lleva a cabo el c�alculo paralalelo de las FFT no

aparece modelado en esta red tan simple.



6.2. Soluciones Paralelas Propuestas 139

Cálculo en Paralelo de
 la FFT con n procesadores

datos datos

FFT_datos FFT_datos

datos

FFT_datos

P0
datos

FFT_datos

Comunicaciones

Figura 6.2: Nivel de paralelismo inherente a la FFT. Red de

Petri coloreada

convoluci�on, entre los l��mites de�nidos por la discreti-

zaci�on elegida, respecto a una variable espacial. As��, lo

que se propone es una soluci�on muy similar a la anterior:

un proceso se encarga de repartir entre cierto n�umero de

procesos los diferentes valores a calcular, recopilar los re-

sultados intermedios y sumarlos para obtener el resultado

�nal. En la �gura 6.3 se ilustra esta soluci�on propuesta.

Figura 6.3: Aprovechamiento del nivel de paralelismo inherente

a las variables espaciales

En la �gura 6.4 se tiene la red de Petri coloreada que

modela esta soluci�on. Se tiene un lugar P0 que va repar-

tiendo a un n�umero de procesos (8 en el ejemplo) valores

de la variable espacial para los que se tiene que calcular



140 Dise~no e Implementaci�on Paralela

el producto de convoluci�on. En el lado derecho de la red

se ve c�omo se tiene un banco de procesos desocupados

(1;2;3;4;5;6;7;8, inicialmente) que esperan a que el

proceso central les asigne tarea (guard Proceso == Yo),

realizan el c�alculo y env��an el resultado al proceso cen-

tral (Proceso = Yo; P_conv = V_esp;), y se colocan de

nuevo en el banco de procesos libres.

P0

Comunicaciones

[P_conv, Proceso]

[V_esp, Proceso] [V_esp, Proceso]

[V_esp, Proceso]

[P_cov, Proceso]

Yo

1;2;3;4;5;6;7;8

guard Proceso == Yo;

[V_esp, Yo]

[V_esp, Yo]

Yo

Proceso = Yo;
P_conv = V_esp;

Cálculo del Producto
de Convolución para
cada  valor de la variable
 espacial por un proceso
diferente

[P_conv,  Proceso]

Figura 6.4: Nivel de paralelismo inherente a la FFT. Red de

Petri coloreada

Convivencia del nivel de FFT y el nivel de va-

riable espacial. En este caso, se propone una soluci�on

paralela que trata de combinar los dos niveles de parale-

lismo presentes en el c�alculo de CBk. As��, para producir

una mejora en los tiempos de c�alculo se vuelve a tener

un procesador central dedicado a repartir trabajo y a re-

copilar resultados intermedios. A su vez, cada uno de los

procesadores que se dedican al c�alculo del producto de

convoluci�on para un determinado valor de una variable

espacial, se comunicar�a con subgrupos de procesadores;

cada uno de estos estar�a dedicado al c�alculo de la FFT de

forma concurrente. La �gura 6.5 ilustra esta soluci�on. La

red de Petri coloreada correspondiente a este caso ser��a

la de la �gura 6.6, en donde, b�asicamente, el funciona-

miento es el mismo que el de la �gura 6.4, salvo que cada

proceso, a su vez, cuando necesita realizar un c�alculo de

una FFT, lo solicita a un grupo de subprocesos que lo ha-

ce en paralelo. De nuevo, el algoritmo del c�alculo paralelo
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de la FFT no aparece re
ejado.

Figura 6.5: Convivencia de los dos niveles de paralelismo aso-

ciados al c�alculo de CBk

Nivel inherente al proceso de deconstrucci�on y los

otros niveles. En este caso, como ya se ha comentado,

habr��a que considerar dos posibilidades:

1. Ir calculando cada CBk por orden, lo que en un

modelo de CPN, se corresponde a considerar que

el proceso central va calculando todos los CBk y

encarga a otros procesos las tareas de las �guras 6.2,

6.4 o 6.6, seg�un se explote el nivel de la FFT, el nivel

de variables espaciales o ambos, respectivamente.

2. Se van conociendo y evaluando con�guraciones li-

bres de forma incremental, lo que supondr��a un mo-

delo de CPN muy complejo.
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P0

[V_esp, Proceso] [V_esp, Proceso]

[P_cov, Proceso]

1;2;3;4;5;6;7;8

Yo

Proceso = Yo;
P_conv = V_esp;

Comunicaciones

 [V_esp, Yo]

[V_esp, Yo]

Yo

Cálculo del Producto
de Convolución para
cada  valor de la variable
espacial por un proceso
diferente

La FFT de los 
datos se lleva
a cabo en paralelo

datos

FFT_datos FFT_datos

datos
[V_esp, Proceso]

[P_conv, Proceso] [P_conv, Proceso]

guard Proceso == Yo;

Figura 6.6: Convivencia de los dos niveles de paralelismo aso-

ciados al c�alculo de CBk

Es importante comentar que en todas las soluciones ante-

riores no se han tenido en cuenta cuestiones primordiales que

validar��an estos modelos propuestos, como es el caso de posi-

bles cuellos de botella debido a la gran demanda que puede

llegar a tener el proceso central. Se puede llegar a la situaci�on

de que un gran n�umero de procesadores est�en sin utilizarse

por encontrase a la espera de que el proceso central les pro-

porcione datos que les permita continuar su ejecuci�on. Existen

posibles soluciones que habr��a que investigar. Una alternativa

consistir��a en la creaci�on din�amica de procesos, guiada por un

proceso central, que en el momento en que se requiera hacer

un c�alculo, compruebe que hay procesadores libres, en lugar de

crear los procesos inicialmente y permitir que �estos infrautili-

cen procesadores. Otra situaci�on ser��a la utilizaci�on de varios

procesos centrales que evitar��an el exceso de demanda a un

�unico proceso y su eventual sobrecarga que limitar��a el com-

portamiento global. Sin embargo, esto queda fuera del alcance

de este trabajo.

Se ha pretendido en esta secci�on establecer un punto de

partida para la consecuci�on de algoritmos �optimos que realicen

el c�alculo del espacio de las con�guraciones para todo tipo de

estructuras rob�oticas.
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6.3 Caso de Estudio

Como se ha dicho, el problema es la deconstrucci�on en paralelo

del c�alculo del C-espacio para un robot redundante de tipo

PUMA (�gura 4.17 en la p�agina 97).

En concreto, se elige este caso porque contiene la mayor

complejidad de entre los presentados en el cap��tulo 4 y por tan-

to cubre toda la casu��stica que puede aparecer en ellos, adem�as

de servir como referencia para cualquier caso m�as complicado.

Como punto de partida se tienen las expresiones a las que

se llega tras aplicar el formalismo. As��, la evaluaci�on del C-

espacio se compone de la evaluaci�on de cuatro funciones.

CB1(�1)

CB2(�1; �2)

CB3(�1; �2; �3)

CB4(�1; �2; �3; �4)

(6.1)

que se eval�uan como sigue:

CB1(�1)=0 (6.2)

F [CB2(�1;�2)]=
R
F

�
�A1(0;0)

(r;�1;�2)
�
('1;'2)

F [B(r;�1;�2)]('1;'2)
dr

(6.3)

F [CB3(�1;�2;�3)]=
R
F

h
�A0

3(0)
(r0;�3)

i
'0
1

F[B0(r0;�3)]
'0
1

dr0

(6.4)

F [CB4(�1;�2;�3;�4)]=
R
F

h
�A0

4(0)
(r00;�4)

i
'00
1

F[B00(r00;�4)]
'00
1

dr00

(6.5)

Adem�as, no debe olvidarse que se deben transformar los

puntos del espacio de trabajo seg�un las f�ormulas a las que se

lleg�o en el cap��tulo anterior. Es decir, se deben calcular (r0; '01)

a partir de r; '1; '2; l2; �1 y �2; y (r00; '001 ) a partir de r0; '01; l3
y �3.

Por lo dem�as, como se puede observar en las expresiones

6.3, 6.4 y 6.5, aparecen los dos niveles de paralelismo identi-

�cados para el c�alculo de cada CBk. El primero de ellos, a
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un nivel m�as bajo, aparece por el uso de la FFT para realizar

las transformadas de Fourier. El segundo nivel de paralelismo

viene determinado por la necesidad de realizar las integrales

acumulando valores para las variables espaciales: r, r0 y r00.

Por otro lado, tambi�en se pueden realizar los c�alculos de

forma concurrente, explotando el modo en que se realiza la

deconstrucci�on en este caso. Para ello, basta examinar el algo-

ritmo propuesto en las tablas 4.10 y 4.11: primero se calcula

CB2, es decir, se encuentran las con�guraciones (�1; �2) que

producen colisi�on entre el elemento A2 y obst�aculos del espa-

cio de trabajo. En este momento, para las c con�guraciones

libres |par de valores (�1; �2) que no producen colisi�on| se

ha de calcular las colisiones debidas al resto de elementos en

la cadena cinem�atica del robot. Estas c operaciones son in-

dependientes entre s��, lo que permitir��a realizar el trabajo de

calcular las colisiones debidas al resto de los eslabones para

cada con�guraci�on (�1 = �; �2 = �) de forma concurrente.

Tomando como base la experiencia adquirida en la pare-

lizaci�on de c�odigos similares [The00][TBCM01][TBC+02], se

considera que, cuando existe una limitaci�on en el n�umero de

procesadores disponibles, no es conveniente explotar varios ni-

veles simult�aneamente.

De todas las opciones paralelas propuestas, quedar��an en-

tonces tres posibilidades de dise~no: explotar el nivel de FFT,

explotar el nivel de variables espaciales o explotar el nivel aso-

ciado al proceso de deconstrucci�on.

De �estas, la primera se desestim�o porque el n�umero de

transformadas de Fourier que hay que realizar es muy elevado,

y el tiempo de c�alculo individual no es demasiado grande com-

parado con el tiempo de comunicaci�on de resultados, lo que

generar��a grandes problemas de balance carga y/o de rendi-

miento. Por otro lado, habr��a que dise~nar dos tipos de procesos

que realicen la FFT en una y en dos dimensiones3.

Explotar el nivel de variable espacial se presenta como una

soluci�on m�as prometedora, pero hay que tener en cuenta la de-

pendencia de datos. El tener un proceso central que va guiando

la deconstrucci�on y cada vez que necesita un producto de con-

voluci�on lo solicita a un proceso secundario puede parecer una

buena idea. Pero hay que tener en cuenta que para realizar el

3O utilizar una biblioteca que disponga de esta caracter��stica.
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c�alculo de 6.5 hay que tener transformados todos los puntos del

espacio para cada (�1 = �; �2 = �; �3 = 
) libre, ya que para

obtener las coordenadas (r00; '001 ) de cada punto de un obst�acu-

lo, se necesitan, entre otros valores, las coordenadas (r0; '01).

Esto obligar��a a un complicado esquema de comunicaciones

de los puntos transformados |incluyendo env��os de la misma

informaci�on a procesos diferentes, lo que implica un aumento

de la memoria necesaria para guardar esos datos mientras es

necesario|, o bien a realizar c�alculos redundantes |volver a

transformar puntos|. En de�nitiva, el dise~no del protocolo de

comunicaciones, en particular, y el dise~no de algoritmo para-

lelo, en general, ser��a muy costoso y el riesgo de bloqueos por

dependencia de datos muy grande.

Finalmente, se opt�o por explotar la tercera posibilidad, el

nivel asociado al proceso de deconstrucci�on, cuyo dise~no y va-

lidaci�on se comentan en las siguientes secciones.

6.4 Dise~no del Algoritmo Paralelo

A continuaci�on se va a presentar el dise~no del algoritmo para-

lelo que calcula el espacio de las con�guraciones de un robot

PUMA redundante que se mueve en un espacio tridimensional.

La soluci�on algor��tmica adoptada propone calcular un ma-

pa de bits que representa al C-espacio del robot a trav�es de

convoluciones de los mapas de bits de los obst�aculos y de los

elementos del robot en el espacio de trabajo. Como herramien-

ta matem�atica para realizar la convoluci�on se utiliza la trans-

formada de Fourier y se completa la soluci�on algor��tmica con la

introducci�on de la Transformada R�apida de Fourier (FFT). El

algoritmo propuesto parte del presentado en el cuarto cap��tulo

(tablas 4.10 y 4.11), que se analiza detalladamente a continua-

ci�on.

En �el, (�1; �2; �3; �4) son los par�ametros que de�nen una

con�guraci�on, siendo estos los valores discretos del �angulo de

rotaci�on asociado a cada una de las cuatro articulaciones de

revoluci�on; B� es el mapa de bits de los puntos (en esf�ericas)

del espacio de trabajo donde se mueve el robot, respecto a

FW ; �A�

2(0;0)
es el mapa de bits (en esf�ericas) del elemento A2,

considerado en la con�guraci�on (�1; �2) = (0; 0); �A�

3(0)
es el

mapa de bits (en polares) del elemento A3, considerado en la
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posici�on (�3 = 0); �A�

4(0)
es el mapa de bits (en polares) del

elemento A4, considerado en la posici�on (�4 = 0); B
0

�

(�1;�2)
es el

mapa de bits de los puntos (en polares) del espacio de trabajo

transformados respecto a F 0

W ; y B
00

�

(�1;�2;�3)
es el mapa de bits

de los puntos (en polares) del espacio de trabajo transformados

respecto a F 00

W .

Como se puede observar hay dos partes bien diferenciadas:

La correspondiente al c�alculo de CB2 (tabla 4.10), don-

de es necesario el c�alculo iterativo de la porci�on del C-

espacio correspondiente a cada uno de los radios (rad),

siendo estas operaciones totalmente independientes en-

tre s��. El n�umero de iteraciones necesarias depende de la

discretizaci�on elegida para cubrir la longitud del robot.

Para realizar el c�alculo de la porci�on correspondiente a

cada esfera se usa la FFT bidimiensional. Por otro lado,

se debe destacar que se trabajar�a con discretizaciones

que sean potencia de dos. Esta particularidad se debe al

algoritmo para la FFT, que obliga a que el tama~no de

los datos a transformar cumplan este requisito.

La correspondiente al c�alculo de CB3 y CB4 (tabla 4.11),

donde para cada con�guraci�on libre (�1; �2) se debe rea-

lizar el c�alculo iterativo de las porciones de C-espacio

correspondientes a los radios de dos circunferencias, una

que recorre la longitud de A3 y otra la de A4. Sin em-

bargo, estos c�alculos no son independientes, ya que se

necesita realizar las transformaciones de los puntos del

espacio de trabajo, primero respecto a F 0

W , y despu�es,

una vez obtenida �esta, respecto a F 00

W . Adem�as, para sa-

ber qu�e porciones de CB4 hay que calcular, hay que saber

qu�e con�guraciones (�1; �2; �3) son libres.

Como ya se ha explicado en la secci�on anterior, y a la vista

del algoritmo, la opci�on que se presenta m�as prometedora en

cuanto al balance de carga, independencia de datos, compleji-

dad del dise~no y posibilidades de escalado, es evaluar primero

CB2
4, y realizar el c�alculo paralelo de CB3 y CB4 para cada

4Este c�alculo se podr��a realizar en paralelo explotando los niveles de

paralelismo asociados al c�alculo de CBk, pero no contrinuir��a demasiado

en el resultado �nal, pues en la implmentaci�on del algoritmo secuencial

s�olo supone un 0.0032% del tiempo total.
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con�guraci�on (�1; �2) libre.

As��, de entre los posibles niveles de paralelismo, s�olo se ex-

plota el inherente al proceso de deconstrucci�on, para el que es

necesario llevar a cabo un buen dise~no de algoritmo paralelo

que contemple la concurrencia, la escalabilidad y la localidad;

El dise~no de algoritmos paralelos no se puede reducir a una sim-

ple receta; todo lo contrario, requiere esa clase de pensamiento

integrador que normalmente se denomina creatividad ; sin em-

bargo, el dise~no se puede bene�ciar de un an�alisis met�odico

que maximice el n�umero de posibilidades consideradas, permi-

ta evaluar alternativas y reduzca el coste de recuperaci�on de

malas elecciones.

Adem�as, la paralelizaci�on de este algoritmo tiene una voca-

ci�on general, es decir, se pretende dise~nar un algoritmo parale-

lo susceptible de ser trasladado a diferentes entornos paralelos,

por lo que en el dise~no se pretender�a incidir especialmente en

la portabilidad de la aplicaci�on.

6.4.1 Dise~no PCAM del Algoritmo

La mayor��a de los problemas de programaci�on tienen m�ultiples

soluciones paralelas, y no siempre la soluci�on �optima es aquella

sugerida por el algoritmo secuencial. Para llevar a cabo un

estudio del dise~no adecuado para el problema que nos ocupa,

se ha seguido un m�etodo conocido como PCAM [Fos95], el cual

recibe este nombre por ser un acr�onimo de las cuatro etapas

que incluye: particionamiento, comunicaci�on, aglomeraci�on y

asignaci�on (mapping).

El m�etodo, en las dos primeras etapas, tiene como objeti-

vo la concurrencia y la escalabilidad, mientras que en las dos

�ultimas se centra en la localidad y otros conceptos relativos al

rendimiento.

Particionamiento

En esta fase se tienen en cuenta el c�alculo que se va a realizar y

los datos sobre los que se tiene que operar: estos se descompo-

nen en peque~nas tareas. Los problemas de tipo pr�actico como

el n�umero de procesadores en el computador objetivo se igno-

ran en esta primera fase. Simplemente se trata de reconocer

las oportunidades de ejecuci�on paralela presentes.
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Por tanto, el objetivo es de�nir un gran n�umero de pe-

que~nas tareas para alcanzar una descomposici�on del problema

de grano �no |divisi�on del trabajo en un n�umero elevado de

tareas de peque~no coste|. Esto es as�� porque el grano �no pro-

porciona una mayor 
exibilidad en los algoritmos paralelos.

Como ya se ha comentado, en el algoritmo secuencial ob-

jeto de la paralelizaci�on existe un gran n�umero de operaciones

independientes, determinadas por la resoluci�on elegida para el

c�alculo, que constituyen el tama~no menor de tarea a realizar.

Por tanto, en este caso, el grano �no estar�a constituido por el

c�alculo de la porci�on de C-espacio asociada a CB3 y CB4 para

una determinada con�guraci�on libre (�1; �2).

Sin embargo, en etapas avanzadas del dise~no �optimo para

la implementaci�on, tras el an�alisis de los requisitos de comuni-

caciones, la arquitectura objetivo, o aspectos de Ingenier��a del

Software, hay que revisar el particionamiento y la aglomera-

ci�on iniciales e incrementar el tama~no de las tareas, o lo que es

lo mismo, la granularidad. Con esta forma de particionamiento

primero se dividen los c�alculos asociados al problema y despu�es

se controla c�omo tener disponibles los datos sobre los que se

realizan estos c�alculos. As��, en el grano �no, para calcular el C-

espacio debido al tercer y cuarto elementos del robot para una

con�guraci�on libre (�1; �2) se debe indicar qu�e con�guraci�on es

�esta. Si el grano es grueso, se le pedir�a a los procesos que reali-

cen los c�alculos para varias con�guraciones libres. Esta t�ecnica

de particionamiento se denomina descomposici�on funcional.
Para indicar al proceso las con�guraciones que tiene que

calcular, se recurre a una codi�caci�on mediante un n�umero

entero Tarea, tal que

�1 = Tarea=N

y

�2 = Tarea mod N

para una resoluci�on de discretizaci�onN . Si el grano fuera grue-

so, se env��a un vector de tareas codi�cadas de la misma mane-

ra.

El particionamiento elegido, grano �no, es �optimo por pre-

sentar las siguientes caracter��sticas deseables:

Normalmente, se tienen m�as tareas que procesadores en

el computador objetivo, lo que aporta 
exibilidad en las
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subsecuentes etapas. Efectivamente, si se considera por

ejemplo una discretizaci�on de 256� 256� 256� 256, se

puede llegar a obtener 256� 256 con�guraciones (�1; �2)

libres, lo que signi�ca 65536 tareas, n�umero que con toda

seguridad superar�a la cantidad de procesadores disponi-

bles.

Se evitan los c�alculos y almacenamientos redundantes.

Esto facilita el escalado futuro del algoritmo. S�olo se va

a almacenar una copia del resultado �nal y de los resul-

tados intermedios en cada elemento de procesamiento.

Similarmente, s�olo se van a realizar los c�alculos en una

�unica ocasi�on: un elemento de procesamiento realizar�a el

c�alculo para una con�guraci�on (�1; �2) libre.

El n�umero de tareas crece con el tama~no del problema.

As��, el algoritmo podr�a resolver problemas mayores cuan-

do est�e disponible un mayor n�umero de procesadores.

Como se deduce de todo lo expuesto hasta el momento,

el problema crece al aumentar la resoluci�on con que se

discretiza, con lo que cuando se dispone de mayor n�ume-

ro de procesadores se puede aumentar la resoluci�on de

trabajo, obteniendo as�� resultados m�as precisos.

Se han previsto particiones alternativas, lo que 
exibiliza

el trabajo en etapas siguientes. Es posible dividir el pro-

blema de forma distinta, eligiendo como grano �no un

n�umero m��nimo de orientaciones a calcular, o un conjun-

to de orientaciones compuestas por un orden espec���co

de las mismas.

Comunicaci�on

Se pretende que las tareas que se generan en una partici�on

se ejecuten concurrentemente, pero generalmente no es posi-

ble que se ejecuten de un modo absolutamente independiente.

Normalmente, los c�alculos que realiza una tarea necesitan de

los datos asociados a otra tarea.

Como se ha utilizado en la etapa anterior una descomposi-

ci�on funcional, los requisitos de comunicaciones para el algorit-

mo paralelo son directamente identi�cables. En caso de haber

utilizado una descomposici�on de dominio |donde se dirige la
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atenci�on sobre c�omo particionar los datos del problema para

luego decidir c�omo asociar los c�alculos a los datos|, la tarea

habr��a sido m�as complicada.

En el algoritmo se van a encontrar cuatro contraposicio-

nes en cuanto a las comunicaciones que se deben estudiar deli-

cadamente: local/global, estructurada/no estructurada, est�ati-

ca/din�amica y s��ncrona/as��ncrona.

Se necesitar�an comunicaciones locales (una tarea se co-

munica con pocas tareas, sus vecinas) y globales (una

tarea se comunica con el resto de las tareas). Dado que

inicialmente se realiza el c�alculo de la FFT de los elemen-

tos del robot, se necesitan, en todas las tareas de�nidas,

las matrices con estos bitmaps ( �A�

3(0)
y �A�

4(0)
). Ser�a ne-

cesario que �estas se env��en desde un elemento de proce-

samiento a todos los dem�as, mientras que los resultados

parciales de cada tarea se deben enviar al elemento de

procesamiento encargado de recomponer los resultados

intermedios en un resultado �nal.

En una comunicaci�on estructurada, una tarea y sus ve-

cinas forman una estructura regular, como un �arbol o

una malla; en una comunicaci�on no estructurada, se tie-

nen grafos arbitrarios. Para el problema que nos ocupa

se tiene una estructura de comunicaciones bien de�nida,

ya que las tareas se comunican en forma de estrella: en

el centro una tarea env��a un trabajo y recibe resulta-

dos de las que se encuentran en las puntas de la estrella

(estructura similar a la de la �gura 6.3).

En las comunicaciones est�aticas, la identi�caci�on de las

parejas de comunicaci�on no cambian en el tiempo, frente

a la comunicaci�on din�amica, donde estas variables cam-

bian en tiempo de ejecuci�on. En el caso que nos ocupa,

todas las comunicaciones est�an de�nidas previamente, no

va a cambiar el esquema de comunicaciones en tiempo de

ejecuci�on por variaci�on de las entradas al problema, por

ejemplo.

En las comunicaciones s��ncronas, los productores y con-

sumidores de informaci�on se ejecutan de forma coordi-

nada. Dadas las particulares necesidades del c�alculo, las
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comunicaciones ocurren de forma coordinada: se env��an

los bitmaps de los elementos tercero y cuarto del robot,

que todas las tareas est�an esperando, a continuaci�on se

va indicando por turno la con�guraci�on (�1; �2) que cada

tarea debe realizar y cuando esta operaci�on est�a realiza-

da, se env��a el resultado intermedio que se est�a esperan-

do. De esta forma se suceden las comunicaciones hasta

recibir la �ultima porci�on del resultado �nal.

Con las elecciones tomadas en esta fase de dise~no se consi-

gue que:

Todas las tareas realizan, aproximadamente, el mismo

n�umero de operaciones de comunicaci�on. Esto asegura

unas comunicaciones balanceadas. De esta forma, cada

con�guraci�on a calcular estar�a caracterizada por un env��o

de informaci�on indicando a la tarea de qu�e con�guraci�on

se trata seguido de una comunicaci�on para enviar el re-

sultado intermedio.

La mayor��a de las comunicaciones son locales lo que faci-

lita la de�nici�on de las tareas de env��o y recepci�on en la

tarea productora y consumidora respectivamente. Queda

perfectamente de�nido en qu�e momentos se van a realizar

las comunicaciones entre tareas lo que permite la coor-

dinaci�on deseada: se espera a recibir qu�e con�guraci�on

realizar, y una vez calculada se env��a.

No todas las comunicaciones se pueden hacer de forma

concurrente, por lo que habr�a que asegurarse de que el

c�alculo avance adecuadamente cuando una tarea tiene

que esperar a poder completar una comunicaci�on. Pues-

to que hay una tarea central que va a ir recibiendo re-

sultados y comunicando nuevas con�guracione, existe la

posibilidad de que se termine el c�alculo de una con�gu-

raci�on, y �esta tenga que esperar a que la central termine

otra comunicaci�on y le pueda atender. Esto se resuelve

si el tiempo de comunicaci�on es m��nimo en relaci�on con

el tiempo que se tarda en calcular.
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Aglomeraci�on

En esta etapa de dise~no se pasa de un caso abstracto a uno

concreto. Se revisan las etapas anteriores con la idea de obtener

un algoritmo que se ejecute e�cientemente en distintas clases

de computadores paralelos.

Para ello se decide si es conveniente combinar o aglomerar,

tareas identi�cadas en la fase de particionamiento, para pro-

porcionar menor n�umero de tareas, pero cada una de las cuales

con un tama~no mayor. Se puede decidir en esta fase si se reduce

el n�umero de tareas a exactamente el n�umero de procesadores

o si se posterga a la fase de asignaci�on. Tambi�en se puede rea-

lizar la aglomeraci�on replicando datos o c�alculos en caso de

necesidad. Se debe realizar un adecuado estudio de los costes

de las comunicaciones y para ello se experimentar�a con la gra-

nularidad y aglomeraci�on de las tareas. La forma de aglomerar

es creando un grupo de n con�guraciones, pero obligando a

que el n�umero total de tareas a calcular sea un m�ultiplo de n.

Las caracter��sticas alcanzadas en esta fase de dise~no son:

Cuando se aglomera se reducen los costes de comunica-

ci�on. El tiempo de comunicaci�on no consiste �unicamente

en el tiempo dedicado al paso de una determinada can-

tidad de datos, sino que tambi�en lleva asociado un coste

por establecimiento de la comunicaci�on.

No se replican datos ni c�alculos, con lo que se asegura una

escalabilidad del algoritmo. Como ya se ha comentado,

los c�alculos se realizan una �unica vez y se distribuyen los

resultados cuando es necesario. Los datos s�olo se alma-

cenan en una �unica localizaci�on.

Cuando se aglomera, las nuevas tareas tienen exacta-

mente la misma carga. Efectivamente, la aglomeraci�on

de tareas propuesta va a venir formada �unicamente por

el c�alculo en una tarea de m�as de una con�guraci�on, pero

se aglomera de un modo uniforme, es decir, el algoritmo

puede tener que calcular 1328 con�guraciones, y se puede

de�nir que cada tarea tenga un tama~no de 8 con�gura-

ciones, por lo que habr�a una totalidad de 166 tareas a

realizar.
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De nuevo, el n�umero de tareas crece con el tama~no del

problema. Dada la forma de aglomerar, al aumentar el

tama~no del problema, es decir, al crecer N , si se mantie-

ne n constante crecer�a el n�umero de tareas. En el caso

que se comentaba en el punto anterior, si se pasara de

una resoluci�on 64 a una resoluci�on 256, en vez de 1328

con�guraciones libres, se tendr��an muchas m�as y si se

mantuviera n igual a 8, se tendr��an que realizar m�as de

166 tareas.

La aglomeraci�on no elimina oportunidades de ejecuci�on

concurrente. A�un en casos sencillos, pasar, por ejemplo,

de 1328 tareas a 166, no elimina oportunidades de con-

currencia; todav��a es posible realizar 166 tareas en para-

lelo, en caso de contar con otros tantos procesadores.

La aglomeraci�on puede llegar hasta el punto de de�-

nir una �unica tarea para cada procesador sin introducir

desajustes graves en el balance de la carga. Como se pue-

de comprobar y siguiendo con el ejemplo anterior, si se

tuviera �unicamente cuatro procesadores, se podr��a de�-

nir un tama~no de grano de 332, con lo que tendr��amos 4

tareas que realizar��a cada uno de los procesadores dispo-

nibles. Si se tratara de una resoluci�on mayor, �unicamente

habr��a que de�nir un tama~no de grano mayor.

La aglomeraci�on es �optima desde el punto de vista de

Ingenier��a del Software, ya que permite una amplia reu-

tilizaci�on del c�odigo desarrollado para la implementaci�on

del algoritmo secuencial. Dado que la aglomeraci�on viene

�unicamente de la agrupaci�on del mismo tipo de tareas, lo

que har�a falta es escribir un c�odigo que utilice las mismas

funciones, pero en vez de para una con�guraci�on, lo haga

para el n�umero de con�guraciones que de�nen la tarea.

Asignaci�on

En la etapa �nal del dise~no, el modelo abstracto alcanzado se

traduce en uno real, es decir, se decide d�onde se va ejecutar

cada tarea. Dado que se ha realizado una descomposici�on fun-

cional lo �optimo para realizar un balance de carga es la utiliza-

ci�on de algoritmos de plani�caci�on de tareas de computaci�on,
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que asignan las tareas a procesadores que est�an desocupados

o que se prev�e que vayan a estar desocupados.

El aspecto m�as complicado de estos algoritmos es c�omo

asignar problemas a los trabajadores. La estrategia elegida re-

presentar�a un compromiso entre los con
ictos requeridos pa-

ra operaciones independientes |para reducir los costes de las

comunicaciones| y el conocimiento global del estado de los

c�alculos |para mejorar el balance de la carga.

Como estrategia se ha elegido el enfoque maestro-esclavo,

de forma que va a ser el proceso maestro el que se va a encargar

de ir repartiendo tareas a cada uno de los procesos esclavos y,

paulatinamente, ir recibiendo los c�alculos de cada esclavo, pa-

ra construir el resultado �nal (las �gura 6.4 ilustra el enfoque

maestro-esclavo en una red de Petri coloreada. Sin embargo,

el lugar donde se realiza el c�alculo cambiar�a de cometido pa-

ra este caso de estudio y el proceso central, en lugar de pedir

c�alculos para una variable espacial, lo har�a para una con�gu-

raci�on determinada).

Dado el an�alisis previo que se ha hecho, todo el dise~no se ve

avocado a este enfoque. Se de�n��an las tareas como los c�alcu-

los necesarios para evaluar el espacio de las con�guraciones de

los elementos tercero y cuarto de un robot PUMA redundan-

te, para con�guraciones (�1; �2) libres, seg�un una determinada

discretizaci�on. Se eleg��a una estructura de comunicaciones en

estrella, con una tarea central indicando cu�ales eran las pr�oxi-

mas con�guraciones a calcular y recibiendo los resultados in-

termedios para construir el resultado �nal. Estas operaciones

que se acaban de describir son las que realizar�a el maestro.

Se tendr�an tantos esclavos como procesadores disponibles, de

forma que en el caso ideal, se pueden de�nir tantos esclavos

como tareas hay que realizar.

Si esto �ultimo no es posible en la realidad, simplemente

se considera que los esclavos sigan estando activos mientras el

maestro les d�e trabajo. Esta idea consiste en lo siguiente: se

de�nen tantos esclavos como procesadores |o como el n�umero

de procesadores menos uno si se quiere dedicar un procesador

al maestro| el maestro va repartiendo tareas, los esclavos van

calculando, y seg�un van terminando comunican los resultados

intermedios y piden m�as tareas que calcular. Este proceso se

repite hasta que no quedan m�as tareas por realizar y es el

maestro el que indica a los esclavos que �nalicen su ejecuci�on.
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6.5 El Dise~no en una Red de Petri

Coloreada

En la �gura 6.7 se presenta mediante una red de Petri colo-

reada el algoritmo paralelo dise~nado seg�un se ha comentado

en los apartados previos. As��, se sigue el paradigma maestro-

esclavo, donde las operaciones independientes se corresponden

con c�alculos, para con�guraciones libres de colisiones del segun-

do eslab�on de la cadena cinem�atica, de la porci�on de C-espacio

debida a los dos elementos restantes del robot. De esta for-

ma, se entiende, en este caso, por tarea los c�alculos necesarios

para la obtenci�on de una porci�on formada por una o varias

con�guraciones, siendo el tama~no del grano el n�umero de con-

�guraciones (�1; �2) que constituyen una tarea. Esto conlleva

un balance adecuado de la carga si se utilizan tantos esclavos

como el n�umero de procesadores disponibles.

La CPN de la �gura 6.7 modelan la operaciones esenciales

que deben realizar el maestro y el esclavo. No se tienen en

cuenta detalles como operaciones anteriores o posteriores al

c�alculo paralelo, ni c�alculos intermedios o de organizaci�on; esto

es as�� porque la red se va a usar para validar el dise~no, es

decir, el correcto funcionamiento concurrente del algoritmo,

para justi�car su posterior implementaci�on. No se pretende

una simulaci�on realista de todos los aspectos involucrados en

la evaluaci�on del C-espacio.

El maestro se encarga de calcular los datos preliminares que

necesitan los esclavos, dirige su ejecuci�on, marca la �nalizaci�on

de todos los procesos, y construye el resultado �nal. Por otro

lado, la tarea de cada esclavo consiste en calcular la porci�on del

C-espacio correspondiente a la con�guraci�on o con�guraciones

que el maestro le haya asignado y proporcionar el resultado al

maestro. La red sirve tanto para grano �no como para grano

grueso, ya que s�olo se modela a nivel de tarea.

En el centro, se han usado dos lugares para modelar las

comunicaciones entre el proceso maestro y el esclavo.
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Figura 6.7: Red de Petri para la deconstrucci�on en paralelo

para un robot PUMA redundante de cuatro DOFs
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En el ejemplo de la �gura, se tiene un banco de 4 procesos

esclavos (0;1;2;3, en el lado de los esclavos y 4, en los lugares

con un arco de test5, N_esc, en el maestro). A continuaci�on se

desglosan las operaciones que realizan los dos tipos de procesos.

6.5.1 El Proceso Maestro

Como se ha dicho, el maestro es el que se encarga de diri-

gir todo el c�alculo. En el ejemplo, se van a calcular 145 ta-

reas (el valor que leen los arcos de test Tam). Arriba del todo,

un lugar tiene un marcado inicial [0,0], lo que indica que

se va a empezar el c�alculo solicitando que el esclavo 0 rea-

lice la tarea 0. Justo debajo, otro lugar tiene la marca ini-

cial 4, indicando que �este es el n�umero de procesos esclavos

que se est�a simulando. As��, del lugar de arriba salen dos ar-

cos que llevan [Esclavo, Tarea] a dos transiciones con dos

guardas diferentes: guard Esclavo < N_esc, a la derecha, y

guard Esclavo == N_esc, a la izquierda. A ambas transicio-

nes, mediante sendos arcos de test, les llega el valor de N_esc,

4. Como el marcado inicial era [0,0] y 4, esto es lo que va a

llegar a ambas transiciones, pero s�olo se dispar�a la de la dere-

cha, pues 0 es menor que 4. La transici�on quita [0,0] del lugar

de arriba y lo coloca en el de salida. A la siguiente transici�on

llega [0,0], que se coloca en el lugar que simula las comunica-

ciones en la sentido maestro-esclavo. Adem�as, dado que hay un

arco con la inscripci�on [Esclavo+1, Tarea+1], colocar�a en el

lugar de arriba del todo [1,1]. Lo que signi�ca que la tarea 1

se asignar�a al esclavo 1. Este ciclo se repite hasta que se ha-

yan repartido tareas para todos los esclavos disponibles; 4 en

el ejemplo.

Cuando ya se hayan repartido tareas para todos los es-

clavos, se cumplir�a la guarda de la transici�on de la izquier-

da |a la vez que dejar�a de cumplirse la de la derecha|.

En el ejemplo, esto ocurre cuando en el lugar de arriba se

tiene la marca [4,4]. Entonces se dispara la transici�on de

la izquierda, que lleva [4,4] a las transiciones con guardas

guard Tarea == Tam, a la izquierda, y guard Tarea < Tam,

a la derecha. Adem�as, a ambas, a trav�es de dos arcos de test,

5Los arcos de test son aquellos que leen el valor de una marca en un lu-

gar sin quitarla de ese lugar. Se simbolizan con una l��nea sin terminaciones

en punta
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les llega el valor de Tam, 145 en este caso. Por otro lado, a

la transici�on de la derecha le llega un arco con la inscripci�on

[Esclavo, Calculada]. �Este sale desde el lugar que simula

las comunicaciones en la sentido esclavo-maestro, y lo que si-

mula es una porci�on de C-espacio calculado y una indicaci�on

de qu�e esclavo es el que la ha calculado y, por tanto, ha queda-

do libre. De manera an�aloga al bucle anteriormente explicado,

ahora se va a repetir un bucle 141 veces |el n�umero de tareas

que queda por asignar, Tam � N_esc = 145� 4|, en las que

se dispara la transici�on de la derecha, lo que hace que, por un

lado, se env��e un n�umero de tarea asociado a un esclavo que

se sabe que est�a libre ([Esclavo, Tarea]) y se incremente el

contador de tareas (Tarea+1); y por otro lado, se coloque el

resultado parcial en el resultado �nal (Colocada).

Despu�es de recibir resultados parciales y enviar nuevas pe-

ticiones de c�alculo, llegar�a un momento en que s�olo se cumpla

la guarda de la izquierda; en el ejemplo, cuando se llegue al va-

lor 145. En este momento queda unicamente recibir N_esc (4

en nuestro caso) tareas, e indicar a los esclavos que ya pueden

terminar su ejecuci�on. En la parte inferior, y de modo similar

a los dos bucles anteriores, se modela este lazo, en el que se

recibe [Esclavo, Calculada], se guarda Calculada en el lu-

gar que le corresponda y se le indica a ese esclavo que puede

terminar ([Esclavo, Tarea] en l��nea discontinua). Obs�ervese

que en la transici�on de m�as abajo se ha hecho la asignaci�on

Tarea = 99999, ya que este n�umero de tarea se utiliza para

indicar �n de ejecuci�on.

6.5.2 El Proceso Esclavo

Como se ha comentado previamente el proceso esclavo se en-

carga de calcular la porci�on del C-espacio correspondiente a un

conjunto de con�guraciones determinado por el maestro. Esta

operaci�on, que constituye una tarea, se puede desglosar en las

acciones que se detallan a continuaci�on.

En la parte que modela (�gura 6.7) los esclavos en la red

se tiene arriba un lugar que tiene el marcado inicial 0;1;2;3,

lo que indica que hay cuatro esclavos libres al principio. La

transici�on de abajo se disparar�a siempre que reciba un marca

[Esclavo, Tarea], desde el lugar que modela las comunica-

ciones en el sentido maestro-esclavo; reciba una marca Yo, des-
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de el banco de esclavos libres; y se cumplan simult�aneamente

las dos guardas que tiene asociadas: guard Esclavo == Yo y

guard Tarea != 99999. Es decir, que un esclavo pasar�a a cal-

cular la tarea que le asigne el maestro, quitando su marca del

conjunto de marcado inicial. As��, el primero que se pondr�a a

trabajar es el esclavo 0, con la tarea 0, y el banco de escla-

vos libres quedar�a 1;2;3. Cada esclavo tardar�a un tiempo en

realizar la tarea, de forma que una vez que los esclavos est�en

trabajando no se puede determinar cu�al de ellos quedar�a li-

bre antes. Cuando un esclavo ha calculado su tarea, env��a los

resultados ([Esclavo, Calculada]) al lugar que modela las

comunicaciones en el sentido esclavo-maestro. Obs�ervese que

en la transici�on de la parte inferior se hacen las asignaciones

Esclavo = Yo, para indicarle al maestro qu�e esclavo ha queda-

do libre, y Calculada = Tarea, donde se asocian los resulta-

dos correspondientes a la tarea. Adem�as esta transici�on coloca

el identi�cador del esclavo Yo de vuelta al lugar de esclavos

libres.

Finalmente, en al parte superior se tiene una transici�on con

las guardas guard Tarea == 99999 y Esclavo == Yo. Cuan-

do esto se cumple, se quita el esclavo del banco de esclavos

libres. Es decir, aqu�� se modela el momento en que un esclavo

termina su ejecuci�on por orden del maestro.

Con esta red de Petri coloreada se puede comprobar el

correcto funcionamiento concurrente para cualquier n�umero de

procesos esclavos |menor que el n�umero de tareas, si no se

quiere infrautilizar recursos|, del algoritmo paralelo dise~nado

para evaluar el espacio de las con�guraciones de un robot PU-

MA redundante. Pero hasta este punto no se puede decir nada

de c�omo se podr��a comportar una implementaci�on de este al-

goritmo, pues no se han tenido en cuenta los tiempos asociados

al c�alculo y comunicaciones.

En la siguiente secci�on se realiza este estudio.

6.6 Simulaci�on de Rendimiento del

Algoritmo Paralelo

En esta secci�on tiene como objetivo presentar la validaci�on del

algoritmo paralelo dise~nado, veri�cando su portabilidad, es de-
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cir, que podr��a implementarse e�cientemente en una variedad

de m�aquinas paralelas.

6.6.1 Modelos de Medida del Rendimiento

Paralelo

El objetivo de los modelos es ofrecer una representaci�on de

los algoritmos paralelos independiente de las caracter��sticas

espec���cas de una arquitectura determinada. Este objetivo se

materializa normalmente expresando el rendimiento del algo-

ritmo paralelo en funci�on de un n�umero b�asico de par�ametros,

cuyo valor se pueden obtener emp��ricamente (mediante test

ping-pong6 habitualmente).

Uno de los modelos m�as utilizados hist�oricamente es el

PRAM[FW78], pero se trata de un modelo no realista por-

que asume que los procesadores trabajan s��ncronamente y sin

penalizaciones por la comunicaci�on interprocesadores. A partir

de este modelo se han desarrollado otros que intentan superar

esta limitaci�on.

Uno de los modelos m�as ampliamente utilizados para el

procesamiento paralelo en sistemas de paso de mensajes es

LogP[CKP+93]. Este modelo utiliza cuatro par�ametros para

proporcionar expresiones del rendimiento de los algoritmos: L,
latencia, o retardo en comunicar un mensaje con una pala-

bra desde el origen al destino; g, (gap), el m��nimo intervalo

de tiempo entre dos transmisiones o recepciones de un mensa-

je consecutivas, para un procesador |reciprocamente se tie-

ne el ancho de banda de comunicaci�on por procesador|; o
(overhead), carga, tiempo que el procesador est�a ocupado en

la transmisi�on o recepci�on de un mensaje; y P, el n�umero de

m�odulos procesador/memoria. Estos par�ametros no son igual-

mente importantes en todas las situaciones y se pueden ignorar

uno o m�as par�ametros seg�un la aplicaci�on.

Finalmente, desde la aparici�on del modelo LogP han surgi-

do otros que siguen la misma �losof��a, entre ellos se encuentra

Dimemas [GLB00], un modelo que permite predecir el rendi-

6Normalmente se trata de tener dos procesadores con dos procesos,

el primero est�a en un ciclo enviando y recibiendo, y el otro en un ciclo

recibiendo y enviando.
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miento de los programas de paso de mensajes, y que es el que

se ha utilizado en este trabajo.

6.6.2 M�etricas de Rendimiento Paralelo

Las m�etricas son las herramientas de las que se dispone para

evaluar el rendimiento de los algoritmos paralelos. Se pueden

dividir en dos grupos:

M�etricas que miden el rendimiento punto a punto;

M�etricas colectivas, que ven el sistema paralelo como un

todo.

Las m�etricas colectivas se basan en el tiempo de ejecuci�on

paralela y re
ejan la contribuci�on de cada procesador. Estas

m�etricas se centran en el rendimiento y la escalabilidad y entre

ellas destacan:

Tiempo de ejecuci�on paralela: Tp

Speedup: Tl
Tp

E�ciencia: Tl
pTp

Rendimiento: MFLOPS
sec

Coste-E�ciencia:
MFLOPS

sec

coste
, que considera el coste econ�omi-

co.

con Tl, el tiempo de ejecuci�on del mejor algoritmo secuencial,

y p, el n�umero de procesadores.

Las dos m�etricas punto a punto m�as extendidas son la la-

tencia y el ancho de banda. Estas m�etricas re
ejan comple-

tamente el subsistema de comunicaciones, incluyendo las capa

f��sica y la de enlace de datos de la red de interconexi�on, el siste-

ma operativo, los controladores de red y el software intermedio

de paso de mensajes.

6.6.3 Estimaci�on del Tiempo de C�alculo y

Comunicaciones

Para llevar a cabo el estudio del rendimiento del algoritmo pa-

ralelo, se modelar�an tres tipos de m�aquinas paralelas: un mul-

tiprocesador de memoria compartida, una red de estaciones



162 Dise~no e Implementaci�on Paralela

de trabajo conectadas con Fast Ethernet, y una red de esta-

ciones de trabajo conectadas con una red Gigabit Ethernet.

No obstante, este estudio no pretende ser realista, simplemen-

te se usa como una forma de validar el dise~no paralelo; si los

resultados te�oricos de estas simulaciones son prometedores, se

justi�car�a la implementaci�on en alguno de los entornos citados.

Se considerar�an tres resoluciones de discretizaci�on: 64; 128

y 256.

Para simular los tiempos asociados a las comunicaciones se

utiliza la simulaci�on temporal que proporciona la herramienta

Renew. Basta con asociar a cada arco de salida de una tran-

sici�on un valor: se a~nade un retardo a la inscripci�on del arco

mediante el s��mbolo @ y una expresi�on que eval�ua el n�umero

de unidades de tiempo.

Se estiman te�oricamente los tiempos de comunicaci�on de

los mensajes de los distintos tama~nos y para las distintas ar-

quitecturas del estudio. Para ello se modela el tiempo de co-

municaciones punto a punto para MPI seguiendo la f�ormula

simpli�cada, como aparece en [GLB00], un modelo de comu-

nicaciones para MPI heredero de LogP, de la siguiente forma:

Tcom = L+
Tam

AB
(6.6)

donde L es la latencia, Tam es el tama~no del mensaje, y

AB el ancho de banda.

Esta f�ormula s�olo se puede aplicar a una red sin contenci�on,

con un n�umero ilimitado de recursos. Por otro lado, aunque los

modelos de computaci�on paralela utilizan la latencia y el ancho

de banda para proporcionar expresiones del rendimiento total

de la aplicaci�on, no se ha comprobado que los test ping-pong

re
ejen realmente los par�ametros latencia y ancho de banda

que requieren estos modelos[DS00].

Sin embargo, estas estimaciones son una buena forma de

acercarse al problema, por lo que est�an ampliamente extendi-

dos y son su�cientes para esta fase previa a la implementaci�on.

Para realizar el estudio se toman los valores promediados de

ancho de banda y latencia, para MPI, proporcionados en un

informe t�ecnico, del High Performance Computing Segment de
Compaq [Seg00], sobre las interconexiones Fast Ethernet y Gi-

gabit Ethernet, y en [GZ97] para el multiprocesador Origin

200. La tabla 6.1 muestra estos valores.
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Ancho de Banda (MB/s) Latencia(�s)

Fast Ethernet 7 40

Gigabit Ethernet 75 32

Origin 200 128 16

Tabla 6.1: Latencia y ancho de banda para diferentes arquitec-

turas paralelas

Queda ahora asociar un tiempo de c�alculo a cada tarea,

para ello, se tiene en cuenta que �este variar�a con el n�umero

de con�guraciones de �3, para la(s) con�guraci�on(es) (�1; �2),

que produzcan colisi�on, y con la resoluci�on de discretizaci�on.

La forma de estimar el tiempo de c�alculo es la siguiente:

Tcal = (T�3(N) + Tb(N) � C�3l) �Grano

donde T�3 es el tiempo que se tarda en evaluar el espacio de

las con�guraciones para el tercer DOF, para una con�guraci�on

(�2; �3) dada; Tb es el tiempo b�asico de c�alculo, dependiente de

la resoluci�on elegida, del C-espacio debido al cuarto elemento

del robot para una con�guraci�on (�1; �2; �3) dada; C�3l es el

n�umero de con�guraciones de �3 libres de colisi�on, para una

con�guraci�on (�1; �2) dada; y Grano es el n�umero de con�gu-

raciones (�1; �2) que conforman una tarea.

Emp��ricamente, mediante la ejecuci�on del algoritmo secuen-

cial con los diferentes tama~nos de resoluci�on elegidos se tienen

los siguientes tiempos b�asicos de c�alculo del C-espacio para el

tercer (tabla 6.2) y el cuarto elemento (tabla 6.3).

N T�3(�s)

64 1978

128 7711

256 30011

Tabla 6.2: Tiempos de c�alculo b�asicos para la tercera articula-

ci�on con diferentes resoluciones

Como se puede observar, los tiempos son mayores para la

tercera articulaci�on porque la transformaci�on de los obst�acu-
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los es m�as costosa (� 130�s por punto transformado) que la

asociada al cuarto elemento (� 8�s por punto transformado).

N Tb(�s)

64 1610

128 7694

256 29224

Tabla 6.3: Tiempos de c�alculo b�asicos para la cuarta articula-

ci�on con diferentes resoluciones

Si ahora se calcula el tiempo estimado para todos los valores

de C�3l , desde 1 hasta N , y se calcula la media y la desviaci�on

t��pica para cada una de las tres resoluciones, se obtienen las

siguientes distribuciones normales7 para el c�alculo con grano

�no (en segundos): N(0.05, 0.03) para N = 64, N(0.11, 0.06)

para N = 128 y N(0.21, 0.12) para N = 256. En la �gura 6.8

se observan las representaciones gr�a�cas de las funciones de

densidad que corresponde a tales distribuciones.
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Figura 6.8: Funciones de densidad correspondientes a las distri-

buciones del tiempo de c�alculo. Azul:64, Rojo: 128 y Verde:256.

Por otra lado, los tama~nos de los mensajes var��an tambi�en

con la resoluci�on. Hay dos tipos de mensaje: los del maestro a

7Mediante llamadas a Java, Renew permitir�a utilizar estas distribu-

ciones en la simulaci�on
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los esclavos, que son un n�umero entero o Grano n�umeros ente-

ros, en que se indica a cada esclavo la(s) con�guraci�on(es) que

tiene que calcular; y los de los esclavos al maestro, es decir, los

resultados, que ser�an N �N �Grano enteros. Suponiendo un ta-

ma~no de dos bytes por entero, se tendr�an entonces los tiempos

de comunicaci�on (expresi�on 7.20), para las tres arquitecturas

del estudio, que se muestran en la tablas 6.4, 6.5 y 6.6.

N Tarea (2 bytes) Resultados (2N2bytes))

64 41 �s 1561 �s

128 41 �s 4504 �s

256 41 �s 17897 �s

Tabla 6.4: Tiempos de comunicaci�on b�asicos en una red Fast

Ethernet para diferentes resoluciones (Tcom = 0;000040+Tam
7

)

con Grano = 1

N Tarea (2 bytes) Resultados (2N2bytes))

64 32 �s 136 �s

128 32 �s 449 �s

256 32 �s 1699 �s

Tabla 6.5: Tiempos de comunicaci�on b�asicos en una red Giba-

bit Ethernet para diferentes resoluciones (Tcom = 0;000032 +
Tam
75

) con Grano = 1

N Tarea (2 bytes) Resultados (2N2bytes))

64 16 �s 77 �s

128 16 �s 260 �s

256 16 �s 993 �s

Tabla 6.6: Tiempos de comunicaci�on b�asicos en una Origin

200 para diferentes resoluciones (Tcom = 0;000016+ Tam
128

) con

Grano = 1
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6.6.4 Simulaci�on y Validaci�on

Una vez hechas las estimaciones previas, se construyen con

Renew dos versiones temporales de la red de Petri coloreada

de la �gura 6.7: una igual, pero con inscripciones en los arcos

para simular los tiempos de c�alculo y comunicaciones seg�un las

expresiones y distribuciones de la secci�on anterior; y otra que

represente el c�alculo secuencial.

En primer lugar, se ha de tener en cuenta que con estas

redes de Petri coloreadas no se pueden reproducir dos casos

exactamente iguales, ya que los obst�aculos para el tercer ele-

mento del robot se han modelado mediante las distribuciones

normales en los tiempos de c�alculo.

Por tanto, no se pueden comparar dos casos exactamente

iguales para el algoritmo paralelo y el secuencial, por lo que se

realizan su�cientes experimentos y se promedian los resultados.

Por otro lado, los tiempos de c�alculo totales, no s�on realis-

tas pues no se han tenido en cuenta otros elementos que inter-

vendr�an en la implementaci�on real de los algoritmos, como son

las lecturas y escrituras en disco, los tiempos de organizaci�on

de resultados, etc.

p N Tareas Tl (s) Tp(s) Speedup E�ciencia

4 64 145 15.17 4.13 3.67 0.92

4 64 4092 408.26 103.99 3.92 0.98

11 64 145 15.17 1.49 10.18 0.93

20 64 563 62.74 3.17 19.79 0.99

11 64 563 62.74 6.01 10.44 0.95

11 128 145 22.65 2.23 10.17 0.92

40 128 6021 944.58 25.65 36.83 0.92

8 256 145 45.95 6.42 7.16 0.90

40 256 212 60.24 1.64 36.73 0.92

Tabla 6.7: Resultados de simulaci�on en una red Fast Ethernet

De esta manera, como muestran las tablas 6.7, 6.8 y 6.9

se obtienen unos resultados de simulaci�on cercanos al l��mite

te�orico, con e�ciencias de aproximadamente 1. Se observan li-

geras mejor��as a medida que disminuye la latencia y aumenta

el ancho de banda del entorno simulado. Incluso, se ha recogido
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alg�un caso no realista en el que se obtiene speedup superlineal

(11.39 con once procesadores para el caso de 563 tareas en

una Origin 200), pero hay que considerar que estos son valores

te�oricos �optimos, por lo que se espera que los resultados de

la implementaci�on no sean tan buenos, ya que se producir�an

fen�omenos que la red de Petri no modela, como es el caso de

que las m�aquinas no sean dedicadas y los procesos tengan que

compartir procesadores con trabajos de otros usuarios.

p N Tareas Tl (s) Tp(s) Speedup E�ciencia

4 64 145 15.17 3.97 3.82 0.96

4 64 4092 408.26 102.89 3.97 0.99

11 64 145 15.17 1.41 10.76 0.98

20 64 563 62.74 3.16 19.85 0.99

11 64 563 62.74 5.97 10.51 0.96

11 128 145 22.65 2.18 10.39 0.95

40 128 6021 944.58 24.58 38.42 0.96

8 256 145 45.95 5.85 7.86 0.98

40 256 212 60.24 1.58 38.13 0.95

Tabla 6.8: Resultados de simulaci�on en una red Gigabit Ether-

net

Por tanto, se concluye que el dise~no del algoritmo para-

lelo es el apropiado, ya que es v�alido para cualquiera de los

tres entornos considerados, en los que la relaci�on entre el tiem-

po de comunicaci�on y el tiempo de c�alculo de cada tarea es

tal que siempre se acerca al m�aximo el rendimiento paralelo.

Adem�as, se observa que te�oricamente el escalado del algoritmo

esta garantizado.

Finalmente, se a~nade que habr��a que hacer un estudio, si-

milar al presentado anteriormente, para cada tama~no de grano.

Pero dado que, al aumentar el tama~no del grano, la relaci�on

de tiempos de c�alculo frente a tiempos de comunicaciones es

similar a la estudiada para el grano �no, y dado el hecho de

no poder reproducir exactamente el mismo caso de simulaci�on

para la versi�on paralela y para la secuencial del algoritmo, los

resultados ser��an de la misma ��ndole que los presentados para

el grano �no.



168 Dise~no e Implementaci�on Paralela

p N Tareas Tl (s) Tp(s) Speedup E�ciencia

4 64 145 15.17 3.92 3.87 0.97

4 64 4092 408.26 102.09 3.99 0.99

11 64 145 15.17 1.40 10.84 0.99

20 64 563 62.74 3.16 19.85 0.99

11 64 563 62.74 5.51 11.39 1.04

11 128 145 22.65 2.08 10.89 0.99

40 128 6021 944.58 23.90 39.52 0.99

8 256 145 45.95 5.84 7.87 0.98

40 256 212 60.24 1.52 39.63 0.99

Tabla 6.9: Resultados de simulaci�on en una m�aquina multipro-

cesadora Origin 200

Por otro lado, como ya se ha comentado, el objetivo prin-

cipal de la simulaci�on era comprobar el escalado del algoritmo

y estimar el rendimiento que se va a obtener. Si se quisiera

analizar m�as a fondo el rendimiento del algoritmo, entonces

habr��a que modi�car el dise~no de la red de Petri coloreada y

estudiar la medida en que in
uyen c�alculos intermedios, escri-

turas en disco, etc., lo cual cae fuera del objeto de este trabajo

de investigaci�on.
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Calvin: Yo creo que si

algo es tan complicado que

no puedes explicarlo en 10

segundos, seguramente no

vale la pena conocerlo.

El Gran Calvin y Hobbes

Ilustrado

BILL WATTERSON

S
e van a considerar dos vertientes en la exposici�on de

los resultados a los que ha llevado el trabajo de investiga-

ci�on de esta tesis doctoral. Por un lado, en los cap��tulos 3

y 4 se expon��an un formalismo matem�atico para la deconstruc-

ci�on del C-espacio y los algoritmos resultantes de su aplicaci�on

a distintas estructuras rob�oticas. Por otro, en el cap��tulo ante-

rior se valoraban las distintas posibilidades de c�alculo paralelo

inherentes al m�etodo de la deconstrucci�on y se hac��a especial

hincapi�e en el dise~no e implementaci�on del algoritmo parale-

lo para la evaluaci�on del espacio de las con�guraciones de un

robot PUMA redundante.

Por tanto, la primera secci�on de este cap��tulo se dedicar�a a

mostrar y comentar los resultados de los algoritmos presen-

tados en cap��tulos anteriores. Por razones de espacio s�olo se

presentan algunos resultados correspondientes a los casos m�as

interesantes.

La segunda secci�on, siguiendo la misma premisa de conci-

si�on, est�a dedicada �unicamente a analizar el rendimiento de

la implementaci�on del algoritmo paralelo que se explic�o con

detalle en el cap��tulo 6 y que, adem�as, es el caso m�as represen-

tativo.

Finalmente, se a~nade que los resultados de ambas seccio-

nes de obtuvieron en un multiprocesador Origin 200 de Silicon

Graphics con cuatro procesadores MIPS R10000 y 768 Mbytes

de memoria.
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7.1 C-obst�aculos

Como ya se ha comentado, se procede en este punto a presentar

gr�a�camente algunos de los resultados que proporcionan los

algoritmos obtenidos al aplicar el m�etodo de la deconstrucci�on

a diferentes estructuras rob�oticas.

Es interesante el hecho de que para todos los casos se

consideran elementos con forma en la cadena cinem�atica que

constituye el robot, en contra de lo que hacen otros trabajos

[Lat91][Cur98], que simpli�can cada eslab�on como un segmen-

to de l��nea.

Los C-obst�aculos correspondientes a manipuladores bien

conocidos, como son el planar y el robot PUMA, son similares

a los obtenidos por otros autores.

Por otro lado, es importante destacar que para el caso de

los robots redundantes no se conocen representaciones gr�a�cas

de los C-obst�aculos. Por tanto, �esta es una de las aportaciones

m�as interesantes de la presente memoria, pues, como se ver�a a

continuaci�on, aqu�� se representa el C-espacio para estructu-

ras de este tipo. Sin embargo, estas representaciones no son

sencillas de interpretar y requieren de un an�alisis pormenori-

zado para llegar a comprobar que los puntos que conforman

los C-obst�aculos se correspondenden uno a uno con las con�-

guraciones que producen colisi�on. Un problema m�as d���cil de

resolver surge con la visualizaci�on de C-espacios con m�as de

tres grados de libertad.

7.1.1 Manipulador Planar

Para este tipo de manipulador es para el que m�as resultados

se encuentran en la bibliograf��a existente. Por ello se consi-

dera interesante mostrar algunos resultados obtenidos en este

trabajo y as�� constatar su validez.

La �gura 7.1 muestra tres C-obst�aculos correspondientes

a tres obst�aculos puntuales situados a diferentes distancias,

todos ellos s�olo son alcanzables por el segundo elemento del

manipulador. Si se comparan los resultados con los de la �gu-

ra 2.5 (p�agina 31) se puede observar que son completamente

coherentes: el C-obst�aculo de la izquierda se corresponde con

el obst�aculo puntual de radio m�as alejado ya que su forma es

casi una l��nea recta; el C-obst�aculo central se corresponde con
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el obst�aculo de radio m�as cercano, pues tiene un forma de S in-

vertida muy pronunciada; el tercer C-obst�aculo pertenecer�a a

un obst�aculo intermedio entre los dos anteriores.

−π −3π/4 −π/2 −π/4 0 π/4 π/2 3π/4 π
−π

−3π/4

−π/2

−π/4

0

π/4

π/2
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θ
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Figura 7.1: Tres C-obst�aculos para un manipulador planar

Como ya se ha comentado, los C-obst�aculos tienen grosor

debido a una implementaci�on m�as realista, en la que se consi-

dera la forma de los eslabones, en lugar de su simpli�caci�on a

trav�es de un modelo de alambres.

Finalmente, se a~nade que el c�alculo para una resoluci�on

de 256� 256, se realiza en un tiempo promedio de 4.57 s con

un consumo de memoria de aproximadamente 5 Mbytes. Esto

ya supone un avance respecto al m�etodo propuesto por Curto

[Cur98] donde s�olo se daban resultados para una resoluci�on de

128�128, con un tiempo de 3.04 s frente a los 0.68 s que tarda la
implementaci�on de la deconstrucci�on para tal resoluci�on (con

un cosumo aproximado de 3 Mbytes).

7.1.2 Robot PUMA

Este tipo de manipulador es uno de los m�as extendidos en la

industria. De esta forma, constituye un elemento de prueba

v�alido y de gran inter�es para mostrar el car�acter general del

m�etodo propuesto.
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Se considera una porci�on de corona circular situada a una

distancia del hombro su�ciente para que �unicamente suponga

un obst�aculo para el tercer elemento del manipulador (�gura

7.2). El centro de coordenadas se considera en la articulacion

del hombro. Se de�ne de una anchura peque~na para poder

obtener curvas semejantes a las que se obtienen en el robot

planar para un determinado valor de la cintura.
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Figura 7.2: Obst�aculo con forma de sector de corona en coor-

denadas cartesianas

Una representaci�on que resulta �util es la de los valores

de las coordenadas esf�ericas de los puntos que constituyen

los obst�aculos. As��, se presenta en la �gura 7.3 la represen-

taci�on en esf�ericas del obst�aculo propuesto. Su inter�es se debe

a que se utilizan estas coordenadas para realizar el producto

de convoluci�on de las funciones que representan al robot y a

los obst�aculos, y, lo que es m�a importante, permite una com-

probaci�on visual directa de que los C-obst�aculos resultantes

ocupan el lugar correcto en el C-espacio.

En la �gura 7.4 se tiene la representaci�on de los dos C-

obst�aculos que genera la porci�on de corona. En ella se pueden

observar dos siluetas con forma de S invertida que incluyen

las cuatro con�guraciones posibles del robot que producen un

contacto con el obst�aculo: codo arriba/abajo, con�guraci�on di-
recta/inversa. Para cada una de estas �ultimas se asocia cada
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Figura 7.3: Obst�aculo de la �gura 7.2 en coordenadas esf�ericas
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Figura 7.4: C-obst�aculos para un robot PUMA para un sector

de corona

una de las curvas y la posici�on de codo arriba/abajo se diferen-

cia analizando el valor del �angulo de la articulaci�on �3.

Comparando las �guras 7.4 y 7.3, se puede comprobar que

los dos C-obst�aculos se distribuyen en los valores de �1 iguales

a los valores '1 de los puntos que forman los obst�aculos, es



176 Resultados

decir, para un �angulo de giro de la cintura que suponga una

colisi�on del tercer eslab�on del robot.

Finalmente, se debe comentar que estos resultados se corres-

ponden |salvando el uso de elementos con forma| con los

obtenidos en [Cur98]. Una vez m�as, para una resoluci�on de

128 � 128 � 128, los resultados1, 242.99 s (con 35 Mbytes de

consumo de memoria), son mejores que los obtenidos por Cur-

to, 324.78 s / 375.04 s.

Como curiosidad se a~nade que para una resoluci�on de 256�Resoluci�on y

Tiempo

El tiempo de

c�alculo es una

limitaci�on muy

importante a

la hora de

aplicar en la

realidad estos

algoritmos, si

bien en

muchos casos

no es necesaria

una resoluci�on

de

discretizaci�on

excesivamente

alta.

256� 256, se consumen 260 Mbytes y se tarda un tiempo pro-

medio 1 hora y 20 minutos.

7.1.3 Manipulador Planar Redundante de

Tres Elementos

Para este tipo de manipulador se han obtenido unos resultados

muy interesantes y que suponen una novedad en cuanto a la

representaci�on del espacio de las con�guraciones. No se ha en-

contrando en la bibliograf��a ning�un caso en que se represente

el C-espacio para robots redundantes, por lo que esta secci�on

y la siguiente constituyen una de las partes m�as relevantes de

este trabajo.

Aunque se trata de un robot redundante, todav��a se puede

utilizar la tradicional representaci�on tridimensional, pues el C-

espacio asociado a un manipulador planar con tres DOFs tiene

dimensi�on 3. No obstante, la interpretaci�on de los resultados

no es sencilla, por lo que �unicamente se van a considerar en esta

memoria obst�aculos puntuales, para facilitar la comprensi�on al

lector.

Adem�as, para ayudar en el �ultimo aspecto mencionado, se

van a presentar por orden los C-obst�aculos cuando proceden

de un obst�aculo situado fuera del radio de alcance de los dos

primeros elementos (tipo O2d-3 ), despu�es para un obst�aculo

colocado fuera del radio de alcance del primer elemento (tipo

O2d-2 ), y para �nalizar, se considerar�a un obst�aculo en el radio
de alcance del primer eslab�on (tipo O2d-1 ).

1Para un obst�aculo puntual se tarda un promedio de 107.22 s.
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Obst�aculo Puntual Tipo O2d-3

En las �guras 7.5, 7.6 y 7.7 se tiene la representaci�on del mismo

C-obst�aculo desde distintos puntos de vista, correspondiente a

un obst�aculo puntual s�olo alcanzable con el tercer elemento de

la cadena del robot. En la �gura 7.5 se observa el C-obst�aculo

de per�l, donde se puede observar la t��pica forma de S inver-

tida.
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Figura 7.5: C-obst�aculo para un robot planar redundante

correspondiente a un obst�aculo tipo O2d-3

Sin embargo, existir�a un intervalo de valores de �1 en los

que se tendr�a una S invertida (con�guraciones codo arriba/abajo
para un valor de �1 �jo de los otros dos elementos de la cade-

na). As��, si se cambia el punto de vista, �gura 7.6, se puede

ver la super�cie del C-obst�aculo que resulta al considerar cada

S invertida, debida a un valor de �1, junto a la siguiente. Para

ayudar a visualizar este concepto, en la �gura 7.7 se han uti-

lizado colores alternos para separar la parte correspondiente a

cada valor de �1.

Finalmente, se puede a~nadir que para obtener estos resulta-

dos (resoluci�on 128�128�128) se requiere un tiempo medio de
computaci�on de 106.91 s y un consumo de aproximadamente

21 Mbytes de memoria.
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Figura 7.6: Otro punto de vista para el mismo C-obst�aculo
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Figura 7.7: Porciones de C-obst�aculo para cada valor de �1

Obst�aculo Puntual Tipo O2d-2

En este caso el C-obst�aculo (�gura 7.8) es m�as grande porque

el n�umero de con�guraciones a las que afecta un obst�aculo pun-

tual fuera del radio de alcance del primer elemento es mucho

mayor que en el caso anterior.
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Figura 7.8: C-obst�aculo tipo O2d-2 para un robot planar
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Figura 7.9: Porciones de C-obst�aculo para tres valores de �1

Si se analiza la �gura 7.8 con detenimiento se puede obser-

var que la forma se debe a la contribuci�on de los dos tipos de

colisiones que aparec��an en la �gura 2.5 (p�agina 31). Para ayu-

dar a reconocerlas se muestran en la �gura 7.9 las porciones de

C-obst�aculo para tres valores de �1. En rojo, se ve el intervalo

de valores de �2 para los que el segundo elemento colisiona.
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Para estos cualquier valor de �3 sigue siendo una con�gura-

ci�on con colisi�on, por eso existen l��neas que recorren todo el

rango de este DOF. Los extremos de esa �gura son debidos,

siempre para el mismo valor de �1 a diferentes con�guraciones

de (�2; �3) que hacen que la colisi�on se produzca con el tercer

elemento del robot.
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Figura 7.10: Otro punto de vista para el mismo C-obst�aculo

En azul y amarillo se muestran dos ejemplos del otro tipo

de colisi�on, la bien conocida S invertida, que en este caso se

corresponde a colisiones del tercer elemento, pero para las que

si se mantiene el valor de �1 no existe con�guraci�on posible

que haga colisionar al elemento segundo. En las �guras 7.10 y

7.11 se tiene una vista diferente que permite apreciar mejor las

formas del C-obst�aculo completo (�gura 7.8) y de las porciones

comentadas (�gura 7.9), respectivamente.

Obst�aculo Puntual Tipo O2d-1

De nuevo, el tama~no del C-obst�aculo (�gura 7.12) es mayor.

Esto es l�ogico, pues el obst�aculo est�a en el radio de alcan-

ce del primer elemento, por lo que para cada con�guraci�on

de �1 en que se produzca colisi�on, se generan planos (en rojo

en la �gura) de C-obst�aculo ocupando todos los valores po-

sibles de (�2; �3). A estas porciones de C-obst�aculo hay que
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Figura 7.11: Otro punto de vista para las tres porciones de

C-obst�aculo

a~nadir las debidas al tercer elemento |el robot se repliega

sobre s�� mismo|; �estas tienen forma de S invertida (en azul

y amarillo), y son de gran tama~no porque el n�umero de con-

�guraciones (�1; �2; �3) que producen este tipo de colisi�on es

elevado. Por otro lado, el obst�aculo est�a tan cerca de la prime-

ra articulaci�on que nunca es posible que el segundo elemento

colisiones con �el.

En la �gura 7.13 se proporciona otro punto de vista con

tres porciones de C-obst�aculo debidas a tres valores de con�-

guraci�on de �1. En rojo se puede observar el plano generado

por una colisi�on con el primer elemento. En azul y amarillo

se ilustra el otro tipo de colisi�on comentado; desde esta otra

posici�on se puede ver c�omo la forma de S es continua para un

intervalo de valores de �2, pero se divide en dos partes debido

a que en la representaci�on +� no aparece como vecino de ��.

7.1.4 Robot PUMA Redundante de Cuatro

Elementos

Finalmente, se comentan los resultados para la cadena cinem�ati-

ca m�as complicada de las estudiadas a lo largo de este traba-

jo. Como el C-espacio de un PUMA con cuatro DOFs es de
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Figura 7.12: C-obst�aculo tipo O2d-1 para un robot planar
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Figura 7.13: Tres porciones de C-obst�aculo desde otro punto

de vista

dimensi�on 4 se plantea un problema de representaci�on y de

interpretaci�on.

Si se recuerda que no se consideran las colisiones con el

primer elemento, entonces se tienen tres tipos de obst�aculos

puntuales a estudiar: obst�aculo tipo O3d-4, fuera del radio de

alcance de los tres primeros elementos; obst�aculo tipo O3d-
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3, fuera del radio de alcance de los dos primeros elementos;

y obst�aculo tipo O3d-2, en el radio de alcance del segundo

elemento.

Para el estudio de los C-obst�aculos obtenidos se tiene en

cuenta que el robot considerado es equivalente al manipulador

planar redundante una vez que la cintura se ha colocado en

una posici�on, determinando el plano de acci�on. Si el obst�aculo

es alcanzable, como se trabaja en una esfera, ser�a alcanzable

desde dos con�guraciones distintas del robot: directa e inversa;
lo que corresponde a dos valores de �1. Como consecuencia, en

los C-obst�aculos, utilizando un color distinto para cada valor

de �1 apareceran formas semejantes a las que aparec��an para

el robot planar de tres articulaciones.

Obst�aculo Puntual Tipo O3d-4

En la �gura 7.14, el C-obst�aculo que aparece est�a constituido

por dos porciones con la misma forma que un C-obst�aculo tipo

O2d-3, que se estudi�o para el manipulador planar redundante

(�gura 7.6).
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Figura 7.14: Las dos porciones de un C-obst�aculo tipo O3d-4
para un robot PUMA de 4 DOFs
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Obst�aculo Puntual Tipo O3d-3

Como se puede observar en la �gura 7.15, para este caso el

C-obst�aculo est�a formado por dos porciones similares a los

C-obst�aculos tipo O2d-2 que se vieron en la secci�on anterior

(7.10). As��, se pueden observar las porciones con forma de S
invertida, que se corresponden a colisiones con el cuarto ele-

mento, as�� como las t��picas barreras, que se corresponden a

colisiones con el tercer elemento.
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Figura 7.15: Las dos porciones de un C-obst�aculo tipo O3d-3
para un robot PUMA de 4 DOFs

Obst�aculo Puntual Tipo O3d-2

Finalmente, el C-obst�aculo que aparece en la �gura 7.16 est�a for-

mado por dos porciones donde se pueden reconocer dos C-

obst�aculos de tipo O2d-1, como se vieron en la secci�on anterior

(�gura 7.12). En esta �ultima representaci�on es m�as patente la

di�cultad de la visualizaci�on para C-espacios de m�as de tres

dimensiones. Gracias al uso del color se puden distinguir los

muros t��picos de un C-obst�aculo tipo O2d-1, pero encontrar co-
lisones particulares en la �gura es una tarea muy complicada.
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Figura 7.16: Las dos porciones de un C-obst�aculo tipo O3d-2
para un robot PUMA de 4 DOFs

7.2 Rendimiento Paralelo

En este apartado se presentan los resultados de los experimen-

tos realizados en la implementaci�on de un algoritmo paralelo

para el c�alculo del espacio de las con�guraciones de un robot

PUMA redundante, as�� como un an�alisis de los mismos.

Primeramente, hay que comentar que aunque todas las

pruebas se realizaron en una m�aquina multiprocesadora (Ori-

gin 200 de Silicon Graphics con cuatro procesadores MIPS

R10000 y 768 Mbytes de memoria), la implementaci�on es in-

dependiente de la plataforma paralela elegida.

Por otro lado, aunque en el cap��tulo 5 se coment�o que la

biblioteca para el c�alculo de la transformada r�apida de Fourier

utilizada, FFTW, proporciona versiones paralelas, en [The00]

se comprob�o que para poder explotar el paralelismo a este nivel

se necesita un elevado n�umero de procesadores. Como en el en-

torno en que se desarrollaron las pruebas s�olo se pod��a contar

con 4 procesadores, hab��a que tomar una decisi�on de compro-

miso: demostrar las ventajas que aportaba un �unico nivel de

paralelismo, ya que el nivel de transformadas de Fourier no su-

pone, con dichas bibliotecas, ventajas signi�cativas. Por tanto,

se realizaron todos los experimentos con la versi�on secuencial
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de la biblioteca FFTW, por ser la que mejores resultados apor-

ta en las condiciones expuestas.

En la programaci�on paralela el objetivo no es s�olo optimi-

zar una m�etrica como la velocidad, sino que un buen dise~no

tratar�a de ser �optimo en funci�on del tiempo de ejecuci�on, de

los requisitos de memoria, de los costes de implementaci�on,

de los costes de mantenimiento, etc. Sin embargo, el esfuerzo

principal de este trabajo se ha dedicado, en primer lugar, al

desarrollo de un m�etodo general para evaluar el espacio de las

con�guraciones para cualquier estructura rob�otica, y en segun-

do lugar, a demostrar su caracter fuertemente paralelo.

As��, aunque en el dise~no se han tenido en cuenta aspectos

esenciales de ahorro de memoria o de cantidad de datos co-

municados entre los distintos elementos de procesamiento, a la

hora de la implementaci�on ha primado el producir un c�odigo


exible, aplicable |con peque~nas modi�caciones| a la totali-

dad de los casos estudiados, antes que llegar a un c�odigo �optimo

en cuanto al consumo de memoria, por ejemplo; esta labor de

optimizaci�on se ha postergado a futuros desarrollos.

Otro aspecto importante a tener en cuenta es la dimensi�on

del C-espacio para un robot PUMA redundante, que es 4. El

entorno de pruebas est�a limitado a 768 Mbytes, y debido a la

implementaci�on elegida, se guarda cada punto del C-espacio en

un entero2. Trabajar con una resoluci�on de 256 resulta prohibi-

tivo, pues s�olo para almacenar el resultado de la evaluaci�on del

C-espacio, guardando cada punto en un bit, se se necesitar��an

2564 = 512Mbytes. A esta cantidad hay que a~nadir todas las

variables intermedias que hay que utilizar: para almacenar los

puntos del espacio de trabajo, los puntos de cada elemento del

robot, las tranformadas que se van calculando, etc.

Adem�as, trabajar con una resoluci�on tan grande supon-

dr��a, dado el algoritmo paralelo dise~nado, tener la posibilidad

de realizar 2562 = 65536 tareas, a repartir entre tan s�olo 4

procesadores.

Teniendo en cuenta esta limitaci�on de elementos de proce-

samiento, es su�ciente, a efectos de un an�alisis del rendimiento

2Hubiera sido m�as �optimo guardar cada punto en un bit, y m�as �optimo

a�un, utilizar matrices sparse, pero dada la forma en que trabaja la biblio-

teca FFTW, y debido a otros problemas de car�acter t�ecnico, se opt�o por

el m�etodo m�as directo y 
exible.
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paralelo, estudiar el caso de la resoluci�on 64, lo cual propor-

ciona 642 = 4096 tareas a repartir.

El siguiente paso, por tanto, es la evaluaci�on de las dife-

rentes implementaciones del algoritmo paralelo. Para ello, se

tienen que estudiar las distintas componentes del tiempo de

ejecuci�on: tiempo de c�alculo, de comunicaci�on y de inactivi-

dad. Todos ellos deben ser funci�on del n�umero de procesado-

res, del tama~no del problema y del n�umero y tama~no de las

tareas. Adem�as, se realizar�a un estudio respecto a la aglome-

raci�on considerando dos tipos de grano, grano �no (una �unica

con�guraci�on (�1; �2) por tarea) y grano grueso (dos o m�as

con�guraciones).

Se debe destacar que todos los tiempos que se especi�can

son valores medios obtenidos a partir de un conjunto de diez

pruebas por experimento, de las cuales se eliminan los corres-

pondientes al mejor y al peor tiempo. Adem�as, las pruebas se

planatean para los peores casos, pues se considera �unicamente

un obst�aculo puntual en el radio del hombro, con lo que la

mayor��a de las con�guraciones son libres y, por tanto, se de-

be evaluar el resto del C-espacio para los elementos tercero y

cuarto.

7.2.1 Grano Fino

Se corresponde al caso m�as simple: una resoluci�on de 64 �
64� 64� 64 con un grano �no (una con�guraci�on (�1; �2) por

tarea). En la tabla 7.1 se muestran los tiempos obtenidos para

un conjunto de situaciones elegidas, desde la m�as simple, un

maestro y un esclavo, hasta la m�as compleja, un maestro y

cuatro esclavos.

El consumo de memoria es de aproximadamente 73 Mby-

tes para el proceso servidor m�as 3 Mbytes por cada proceso

esclavo.

Como se muestra en la tabla 7.1, el resultado con menor

tiempo de c�alculo se obtiene cuando hay cinco procesos, uno

de ellos maestro y los otros cuatro realizando los c�alculos.

Adem�as, es interesante analizar la tendencia en esta evolu-

ci�on. As��, se produce una gran reducci�on del tiempo cuando

el n�umero de esclavos es mayor que uno (n�otese que el tiempo

para la situaci�on con un maestro y un esclavo equivaldr��a al

resultante de sumar al tiempo de ejecuci�on del algoritmo se-
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Tiempo (s) No Procesos (1 maestro) No Procesadores

506.00 2 2

254.71 3 3

170.62 4 4

126.51 5 4

Secuencial: 500.04 s

Tabla 7.1: Tiempos de ejecuci�on para una implementaci�on de

grano �no y una resoluci�on de 64� 64� 64� 64

cuencial los tiempos debidos a las comunicaciones). Cuando se

tienen dos esclavos o m�as crece el grado de concurrencia. Por

otro lado, se puede observar que cuando se pasa de un esclavo

a dos, se reduce el tiempo de c�alculo un 50%; si se aumenta

el n�umero de esclavos a tres, la reducci�on es de un 33%; �nal-

mente si se aumenta en uno el n�umero de procesos |aunque

s�olo se disponga de cuatro procesadores| la reducci�on es de

un 25%. Esto se debe a que no hay penalizaci�on producida por

las comunicaciones frente a los c�alculos. Adem�as, es interesan-

te comprobar que cuando el n�umero de esclavos es igual al de

procesadores, el proceso maestro puede compartir un proce-

sador con uno de los procesos esclavos, ya que pasa la mayor

parte del tiempo esperando.

Figura 7.17: Instant�anea de ejecuci�on: grano �no, resoluci�on

64� 64� 64� 64, un maestro y cuatro esclavos
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Como ya se coment�o en el cap��tulo 5, se utiliza la herra-

mienta XMPI para la visualizaci�on de la traza de cada una

de las ejecuciones. �Esta muestra tres tipos de estados para un

proceso: bloqueado esperando una comunicaci�on, en rojo; cal-

culando, en verde; y en amarillo, ocupado en operaciones de

MPI |sobrecarga del sistema: conversi�on de datos, empaque-

tado de paquetes, etc�etera.

Figura 7.18: Instant�anea de ejecuci�on: grano �no, resoluci�on

64� 64� 64� 64, un maestro y tres esclavos

En las �guras 7.17, 7.18 y 7.19 se muestra la ejecuci�on y co-

municaciones del experimento para las combinaciones maestro-

esclavo citadas (exceptuando el caso de tener un maestro y un

esclavo). Como se puede observar, el proceso maestro (en la

primera �la) pasa la mayor parte del tiempo inactivo (color

rojo), esperando las comunicaciones de resultados por parte

de los esclavos, y a continuaci�on les asigna nueva tarea.

En cuanto a los esclavos, se puede observar un predominio

de periodos de trabajo, frente a los tiempos de comunicaciones,

que en comparaci�on son despreciables.

Por lo tanto el balance de carga para el caso de grano �no |

como predijo la simulaci�on con las redes de Petri| es �optimo

y se consigue un tiempo total de c�alculo excelente. Adem�as,

es previsible que al aumentar el n�umero de procesadores se

reduzcan los tiempos de c�alculo.
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Figura 7.19: Instant�anea de ejecuci�on: grano �no, resoluci�on

64� 64� 64� 64, un maestro y dos esclavos

7.2.2 Aglomeraci�on. Grano Grueso

Como ya se explic�o en el cap��tulo anterior, un elemento im-

portante a considerar en el dise~no de algoritmos paralelos es

la aglomeraci�on. As��, un factor interesante para estudiar es la

in
uencia del tama~no del grano en los tiempos de ejecuci�on.

Hay que tener en cuenta que el maestro adapta el tama~no

del grano para el que ha sido con�gurado. As��, en tiempo de

ejecuci�on calcula cu�al es el tama~no m�as pr�oximo por debajo

del tama~no inicial, en funci�on del n�umero de esclavos con los

que se va a trabajar y del n�umero de con�guraciones (�1; �2)

libres; este procedimiento asegura un adecuado balance de la

carga. No obstante, dejando moment�aneamente aparte las pe-

nalizaciones de comunicaci�on, dependiendo del n�umero de ta-

reas que �nalmente tenga que realizar cada esclavo, ser�a mejor

una elecci�on del tama~no del grano que otra.

La tabla 7.2 explica este concepto. Como se ha explicado, se

considera la mejor opci�on, tener cinco procesos, de los cuales

uno dirige la ejecuci�on del resto. Si se parte de un n�umero

de tareas de grano �no igual a 4092, se pueden elegir granos

de tama~no muy variado. En funci�on del tama~no elegido, el

resultado ser�a un n�umero igual de tareas de grano grueso para

cada esclavo o puede producirse un desequilibrio.

Si todos los esclavos tocan al mismo n�umero de tareas, se

espera un rendimiento �optimo para ese tama~no de grano.

Si hay dos esclavos que tienen que hacer una tarea m�as

que los otros dos, al �nal de la ejecuci�on no se aprovechan
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Grano Tareas Reparto Estimaci�on

1 4092 4! 1023 �Optimo

2 2046 2! 511; 2! 512 Normal

3 1364 4! 341 �Optimo

6 682 2! 170; 2! 171 Normal

11 372 4! 93 �Optimo

12 341 3! 85; 1! 86 Peor

22 186 2! 46; 2! 47 Normal

31 124 4! 33 �Optimo

33 124 4! 31 �Optimo

44 93 3! 23; 1! 24 Peor

93 44 4! 11 �Optimo

186 22 2! 5; 2! 6 Normal

341 12 4! 3 �Optimo

372 11 3! 3; 1! 2 Mejor

682 6 2! 2; 2! 1 Normal

1023 4 4! 1 �Optimo

Tabla 7.2: Estimaci�on de rendimiento para diferentes tama~no

de grano grueso

los cuatro procesadores disponibles sino s�olo dos.

Si hay tres procesos que tienen que calcular una tarea

m�as que el esclavo restante, se trata de de un caso mejor

que el anterior, pues se aprovechan tres de los cuatro

procesadores al �nal de la ejecuci�on.

Por �ultimo, si hay un esclavo que realiza una tarea m�as

que el resto, esta tarea �nal es equivalente a hacerla se-

cuencialmente m�as el coste de la comunicaci�on del resul-

tado.

As��, en la tabla 7.2 la �ultima columna se estima c�omo va

a ser el tiempo de ejecuci�on en relaci�on con los tama~nos de

grano inferiores. Adem�as, se ha de tener en cuenta la in
uencia

de las comunicaciones de resultados, m�as voluminosos cuanto

mayor es el tama~no del grano. En la �gura ?? se presenta la

gr�a�ca de tiempos de comunicaciones consumidos para enviar
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una tarea de cada uno de los granos que se est�an estudiando.

Para calcular estos tiempos se hizo un test ping-pong de mil

env��os de cada uno de los tama~nos y se calcul�o la media; los

valores aparecen en la tabla 7.3. Adem�as, en ella aparecen los

tiempos de c�alculo asociados a una tarea de cada uno de los

granos que se estudia, cuyo tama~no tambi�en se muestra en la

tabla.

Grano Tcom Tcal Tama~no

1 4403 �s 0.13 s 16 Kbytes

2 5916 �s 0.25 s 32 Kbytes

3 7517 �s 0.37 s 48 Kbytes

6 11.94 ms 0.75 s 96 Kbytes

11 19.63 ms 1.36 s 176 Kbytes

12 21.37 ms 1.50 s 192 Kbytes

22 35.46 ms 2.71 s 352 Kbytes

31 50.25 ms 3.79 s 496 Kbytes

33 53.28 ms 4.03 s 528 Kbytes

44 69.05 ms 5.40 s 704 Kbytes

93 142.74 ms 11.30 s 1.45 Mbytes

186 286.73 ms 22.80 s 2.90 Mbytes

341 516.17 ms 41.62 s 5.33 Mbytes

372 569.63 ms 45.68 s 5.81 Mbytes

682 1.03 s 83.57 s 10.66 Mbytes

1023 1.50 s 125.13 s 15.98 Mbytes

Tabla 7.3: Tiempo de comunicaciones, tiempo de c�alculo y ta-

ma~no de una tarea para para diferentes tama~no de grano grue-

so

En la �gura 7.21 se representan los tiempos de c�alculo de

tareas de diferentes granos, mientras que en la �gura 7.22 se

muestra la relaci�on de porcentaje de tiempo que suponen las

comunicaciones respecto al c�alculo para una tarea de diferente

tama~no. En esta gr�a�ca se observa que los porcentajes est�an

entre 3.5, correspondiente al grano �no, y 1.2 del mayor tam~no

de grano, lo que signi�ca que no hay una variaci�on sustancial

de la in
uencia de las comunicaciones.

Sin embargo, aunque aperentemente es mejor comunicar

tama~nos de grano mayores, si en alg�un punto de la ejecuci�on
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dos esclavos env��an sus resultados en instantes muy pr�oximos,

la penalizaci�on ser�a mayor cuanto mayor sea el tama~no del

grano.

De este modo, se elaboraron diferentes pruebas para com-

probar este comportamiento del algoritmo. La tabla 7.4 mues-

tra los resultados, que responden a lo previsto. En la misma

tabla se dan los consumos de memoria asociados a cada tama~no

de grano implementado.

Tiempo (s) Grano Mbytes por proceso Speedup

126.51 1, 2, 3 3 3.95

131.40 6 3.1 3.81

129.82 11 3.1 3.94

130.13 12 3.1 3.84

129.25 22 3.3 3.87

127.47 31 3.4 3.92

127.94 33 3.5 3.91

131.84 44 3.7 3.79

127.68 93 4 3.92

138.70 186 5.9 3.61

127.76 341 8.4 3.91

139.47 372 8.9 3.59

168.38 682 14 2.97

132.13 1023 19 3.78

Secuencial: 500.04 s

Consumo b�asico: 73 Mbytes

Tabla 7.4: Tiempos de c�alculo y consumos de memoria para

grano grueso y una resoluci�on de 64� 64� 64� 64

7.2.3 Grano Fino vs. Grano Grueso

Como se puede observar en la �gura 7.23, el comportamien-

to de la aplicaci�on con grano grueso (6 tareas), un caso no

�optimo, no hace variar sustancialmente el rendimiento (es un

3.5% m�as lento) con respecto al caso equivalente con grano

�no (�gura 7.17). Basta con comparar los periodos de c�alculo

con los de comunicaciones en estas gr�a�cas para comprobar

que las �ultimas toman un tiempo my peque~no comparado con



194 Resultados

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

2

4

6

8

10

12

14

16

x 10
5

Tamaño de grano

T
ie

m
po

 d
e 

co
m

un
ic

ac
io

n 
de

 u
na

 ta
re

a 
ca

lc
ul

ad
a 

(m
ic

ro
se

gu
nd

os
)

Figura 7.20: Tiempo de comunicaci�on de una tarea con dife-

rente tama~no de grano

el tiempo de c�alculo, lo que permite al maestro dar servicio a

los esclavos con la su�ciente rapidez, evitando que los esclavos

pasen largos intervalos inactivos a la espera de que el maestro

les asigne m�as trabajo. En la �gura 7.24 se muestra otro caso

distinto: un grano de 682 para dos procesos esclavos.

Por tanto, a la vista de los resultados, se concluye que cuan-

to m�as peque~no sea el grano, menor ser�a la in
uencia del tiem-

po de comunicaci�on, y mejor el balance de carga. Si se utilizan

granos gruesos se debe garantizar que exista una equipartici�on

entre esclavos, y a�un as��, si por alguna raz�on (m�aquina no de-

dicada, por ejemplo) alg�un esclavo se retrasa y coinciden dos

env��os de resultados, el rendimiento se ver�a afectado.

En cuanto al tama~no del grano, el mejor caso se da para un

tama~no igual a 2 o 3, con tiempos muy similares a los tiempos

que alcanza el grano unidad. Esta tendencia es l�ogica, ya que

2 o 3 con�guraciones entre 4092, junto con el peque~no coste

de comunicaciones que supone, se pueden considerar pr�actica-

mente grano �no.

En cualquier caso parece garantizado que el algoritmo sea

tambi�en escalable para grano grueso, aunque a la vista de los

tiempos obtenidos y los consumos de memoria, parece m�as
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Figura 7.21: Tiempo de c�alculo de una tarea con diferente ta-

ma~no de grano

razonable utilizar siempre grano �no.

Finalmente, es interesante resaltar que para el caso en que

se reparte exactamente el trabajo en cuatro grandes tareas

(grano 1023 en el ejemplo de la tablas 7.2 y 7.4), se aprovecha

al m�aximo el c�alculo concurrente, aunque al �nal se paga un

precio alto para comunicar los resultados; no obstante, este

tama~no es una soluci�on mejor que granos mucho menores.

7.2.4 Speedup

Para medir el rendimiento del algoritmo y una vez vistos los

problemas de las comunicaciones y comentados los mejores ca-

sos, se exponen en la tabla 7.4 los tiempos de c�alculo obtenidos

en la ejecuci�on de los algoritmos paralelos con diferentes gra-

nos en comparaci�on con el tiempo que consume el algoritmo

secuencial.

Analizando los tiempos obtenidos para las diferentes con-

�guraciones maestro-esclavos se obtienen speedups relevantes.

Sirvan de ejemplos los valores de la tabla 7.1, donde para la

explotaci�on de dos procesadores (un maestro y dos esclavos) se

obtiene un speedup de 1.96, mientras que para la explotaci�on
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Figura 7.22: Relaci�on en tanto por ciento entre el tiempo de

comunicaci�on y el tiempo de c�alculo para diferentes tama~nos

de grano

Figura 7.23: Instant�anea de ejecuci�on: grano grueso de tama~no

6, resoluci�on 64� 64� 64� 64, un maestro y cuatro esclavos

de tres procesadores (un maestro y tres esclavos) se obtiene un

valor de 2.93.

Para todas las situaciones, se trabaj�o con una resoluci�on de

64� 64� 64� 64 y se utiliz�o el mismo obst�aculo puntual, que

generaba una totalidad de 4092 tareas. Las versiones paralelas

utilizaban el esquema que demostr�o ser el �optimo, esto es, un
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Figura 7.24: Instant�anea de ejecuci�on: grano grueso de 682,

resoluci�on 64� 64� 64� 64, un maestro y dos esclavos

proceso maestro y cuatro esclavos.

En el mejor caso, correspondiente a un grano �no o tama~nos

muy peque~nos, se ha conseguido alcanzar aproximadamente

una reducci�on del tiempo de ejecuci�on a una cuarta parte del

tiempo del algoritmo secuencial, lo que supone alcanzar el l��mi-

te te�orico para una m�aquina tetraprocesadora, y coincide con

la simulaci�on realizada mediante las redes de Petri coloreadas

que se explic�o en el cap��tulo anterior. Adem�as, se observa una

tendencia decreciente en el speedup |incremento de veloci-

dad de ejecuci�on en un programa paralelo| con el aumento

del grano, debida a que las comunicaciones penalizan cuando

coinciden comunicaciones de resultados parciales de tama~nos

muy grandes.

Adem�as, la e�ciencia, que se puede obtener dividiendo el

speedup entre el n�umero de procesadores, es pr�acticamente 1

(0.99) en el mejor de los casos, y para el resto se mantiene en

valores muy altos.

Otro resultado importante es que, gracias al dise~no reali-

zado, se puede asegurar que el algoritmo es escalable y que su

e�ciencia aumentar�a al incrementar el n�umero de procesadores

y al ampliar la resoluci�on. Sin embargo, trabajar con resolu-

ciones mayores (128 o 256) copar��a la totalidad de la memoria

disponible para el entorno de ejecuci�on (m�as de 740 Mb).

Por tanto, los requisitos de memoria constituyen uno de los

cuellos de botella m�as importantes para este algoritmo.

Finalmente, se puede a~nadir que la consideraci�on de todos

los aspectos expuestos en este cap��tulo constituye un aliento
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para continuar en trabajos futuros con la l��nea de investigaci�on

emprendida.
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Calvin: <>Por qu�e tengo

que trabajar para todo?!

<Es como decir que no me

lo merezco!

En Todas Partes Hay

Tesoros

BILL WATTERSON

L
a realizaci�on de este trabajo de investigaci�on ha dado

como resultado una serie de aportaciones que se reunen,

junto a las conclusiones a las que se ha llegado a la vista

de los objetivos alcanzados, en los siguientes puntos:

Se ha propuesto un nuevo procedimiento general de eva-

luaci�on de espacio de las con�guraciones: la deconstruc-

ci�on. El nuevo m�etodo tiene un car�acter sistem�atico, de

forma que permite descomponer un robot en los elemen-

tos de la cadena cinem�atica que lo forman, y evaluar,

para cada uno de ellos, el conjunto de con�guraciones

asociadas a cada elemento que producen colisi�on.

Un elemento importante que habilita la deconstrucci�on

reside en el hecho de utilizar para cada eslab�on de la

cadena cinem�atica el sistema de referencia que permi-

ta calcular las colisiones asociadas a �el de forma inde-

pendiente. El m�etodo propuesto utiliza el procedimiento

de Denavit-Hartenberg en la determinaci�on de los sis-

temas de referencia, un procedimiento cl�asico utilizado

com�unmente en la bibliograf��a.

La determinaci�on de las colisiones debidas a cada elemen-

to por separado permite disminuir la porci�on de espacio

evaluado, pues una vez que se sabe que un elemento co-

lisiona en una con�guraci�on, no es necesario evaluar las

colisiones de los elementos siguientes en la cadena, para

esa misma con�guraci�on.
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Para cada uno de los elementos, el m�etodo de c�alculo

est�a sustentado por un s�olido formalismo matem�atico,

cuya base es el c�alculo de los C-obst�aculos como una in-

tegral extendida sobre el espacio de trabajo del producto

de dos funciones, una que describe al elemento y la otra

a los obst�aculos.

La deconstrucci�on permite explotar ventajas de procedi-

mientos existentes en la bibliograf��a que buscan la opti-

mizaci�on de los tiempos de c�alculo, ya que en el c�alcu-

lo b�asico se hace uso de la convoluci�on, lo que permi-

te utilizar la transformada de Fourier como herramienta

matem�atica, y la Transformada R�apida de Fourier como

soluci�on algor��tmica.

El formalismo matem�atico permite afrontar de forma na-

tural el c�alculo de C-obst�aculos para robots redundantes,

para los que no se conoc��a hasta ahora ning�un traba-

jo que lo hiciera. Por tanto, el nuevo m�etodo propuesto

aporta el car�acter general del que carecen otros m�etodos.

Se ha aplicado el m�etodo y se han obtenido algoritmos

para el c�alculo de espacio de las con�guraciones de varios

tipos de manipuladores, tanto en espacios bidimensiona-

les como en tridimensionales.

Se ha validado el m�etodo sobre las estructuras cin�ema-

ticas m�as conocidas como son un manipulador planar y

un robot PUMA. Posteriormente se ha aplicado, y se

han obtenido los correspondientes algoritmos que permi-

ten evaluar el C-espacio, para manipuladores redundan-

tes como un planar redundante y un PUMA redundante.

No se conocen trabajos previos que hayan afrontado estas

cadenas cinem�aticas.

El tiempo de ejecuci�on de los algoritmos desarrollados

es dependiente tanto del n�umero como de la forma de

los obst�aculos, al contrario que los propuestos por otros

autores.

Se ha hecho un estudio topol�ogico de los C-obst�aculos

para robots redundantes, dado que en la bibliograf��a no

se ha encontrado, y se ha comprobado que existe una
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relaci�on coherente con C-obst�aculos conocidos, como son

los de un manipulador planar y los de un robot PUMA.

Se ha constatado el car�acter inherentemente paralelo del

m�etodo de deconstrucci�on del C-espacio. Tras un an�ali-

sis detallado, se han identi�cado tres niveles diferentes

de paralelismo: dos asociados al c�alculo b�asico del proce-

dimiento, y uno asociado al procedimiento en s��.

Se ha estudiado el caso de paralelizaci�on del algoritmo

para el c�alculo del C-espacio de un robot PUMA redun-

dante y se han valorado las diferentes soluciones aplica-

bles.

En el dise~no paralelo se ha llevado a cabo un adecuado

estudio del balance de la carga, as�� como de la granulari-

dad, que ha sido completado con un modelado mediante

Redes de Petri, cuyos resultados para tres entornos para-

lelos diferentes, han hecho prever un rendimiento �optimo

para su implementaci�on.

Se ha implementado el algoritmo paralelo para una m�aqui-

na tetraprocesadora y se han obtenido valores de speedup
pr�oximos al m�aximo. Se ha comprobado que el algoritmo

es �optimo cuando se trabaja con grano �no. Y se ha de-

terminado que el uso del grano grueso puede tener para

algunos casos una e�ciencia cercana a la del grano �no.

Adem�as, se han identi�cado los problemas que pueden

surgir cuando se utilizan tama~nos de grano grandes.

Por �ultimo, se ha comprobado que el algoritmo, tanto

para grano �no como para grano grueso, es escalable.

A partir de las conclusiones se pueden destacar algunos

puntos en los que es posible extender el trabajo de investigaci�on

recogido en esta memoria:

Optimizar las implementaciones en lo relativo al consu-

mo de memoria. Estudiar la posibilidad de introducir

estructuras jer�arquicas en el m�etodo de deconstrucci�on

del C-espacio.
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Aplicar los algoritmos paralelos a estructuras rob�oticas

m�as complejas como pueden ser composiciones de estruc-

turas existentes, para las que cabe esperar resultados si-

milares a los obtenidos en el presente trabajo.

Aplicar los algoritmos para realizar plani�caci�on de mo-

vimientos en un entorno estructurado.

Implementar los algoritmos en entornos debidamente equi-

pados con dispositivos de c�alculo especializados de alto

rendimiento; en concreto, utilizar procesadores digitales

de la se~nal, DSP, para optimizar los tiempos de c�alculo

debidos al uso de la FFT.

Ampliar las plataformas sobre las que probar las imple-

mentaciones. Concretamente, se pretende realizar prue-

bas con resoluciones mucho mayores en sistemas donde la

memoria o el n�umero de procesadores no signi�que una

limitaci�on.

Proponer y analizar otros dise~nos no centralizados. Se

podr��an plantear soluciones que optimicen el rendimien-

to de los procesadores realizando una gesti�on din�amica de

las tareas. Asimismo, las labores realizadas por el maes-

tro se podr��an desdoblar o separar para evitar bloqueos

en la recepci�on de nuevos trabajos.
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Ap�endice A

M�etodo de

Denavit-Hartenberg:

Matrices de transformaci�on

La notaci�on Denavit-Hartenberg (D-H) planteada por pri-

mera vez en 1955 por Denavit y Hartenberg, de ah�� su nombre,

es una notaci�on que permite representar cualquier mecanismo

(no solamente robots) en una matriz de cuatro par�ametros por

cada eslab�on de una cadena cinem�atica.

Estos cuatro par�ametros son:

ai, la longitud normal entre los ejes de las articulaciones

asociadas;

�i, el �angulo entre los dos ejes de las articulaciones;

di, la posici�on relativa de los dos eslabones (distancia

entre ai y ai�1);

�i, el �angulo entre ai y ai�1.

De ellos, los dos primeros, ai y �i de�nen la estructura

del eslab�on, mientras que los otros dos, di y �i, determinan la

posici�on del eslab�on vecino.

Bas�andose en la teor��a de las transformadas homog�eneas,

si se establecen sistemas de referencia para cada eslab�on y se
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A. M�etodo de Denavit-Hartenberg: Matrices de

transformaci�on

relacionan entre s��, se puede describir la posici�on del efector o

del sistema de referencia del eslab�on m�as externo en funci�on del

sistema de coordenadas establecido en la base del manipulador.

Denavit y Hartenberg desarrollaron esta relaci�on en t�erminos

de los cuatro par�ametros asociados a cada eslab�on.

Para poder hacer esto correctamente, es necesario seguir

las siguientes reglas para establecer los sistemas de referencia:

1. El eje zi�1 se sit�ua a lo largo del eje de movimiento

de la i��esimo articulaci�on.

2. El eje xi es normal al eje zi�1 en direcci�on hacia

el eje zi.

3. El eje yi se de�ne de forma que forme un triedo,

siguiendo la regla de la mano derecha, con los ejes

zi y xi

Estas reglas contienen la siguiente informaci�on impl��cita:

Dado que por de�nici�on el eje xi es perpendicular al zi
(regla 3), la regla 2 implica que el eje xi se sit�ue a lo

largo de la normal com�un, ai, de los ejes zi�1 y zi con la

direcci�on del eje zi�1 al eje zi.

El origen del sistema de referencia i��esimo se localiza en
la intersecci�on de la normal com�un del eje de articulaci�on

i y el eje de articulaci�on (i+ 1).

La posici�on del origen del sistema de referencia 0 se puede

elegir en cualquier punto mientras el eje z se sit�ue a lo

largo del eje de movimiento de la primera articulaci�on.

El �ultimo sistema de coordenadas puede colocarse en

cualquier punto del efector mientras el eje x sea normal

al eje z de la articulaci�on que une el �ultimo sistema de

referencia al manipulador.

Si se examinan cuidadosamente estas reglas se observar�a que

la asignaci�on de los sistemas de referencia no es necesariamente

�unica.
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Una vez establecidos los sistemas de referencia, se pueden

determinar los par�ametros (ai; �i; di; �i) que describen cada

par eslab�on-articulaci�on. Para ello se siguen las siguientes nor-

mas:

1. �1 es el �angulo del eje xi�1 al eje xi medido sobre el

eje zi�1. Esto se hace utilizando la regla de la mano

derecha, ya que xi�1 y xi son perpendiculares a

zi�1. La direcci�on de giro es positiva si el triedo

con xi�1 y xi de�ne el eje zi�1. �i es la variable

de articulaci�on si la articulaci�on es de revoluci�on,

si es prism�atica, es una constante que puede ser o

no cero.

2. di es la distancia del eje xi al eje xi+1 medida a lo

largo del eje zi�1. Si la articulaci�on es prism�atica,

di es la variable de la articulaci�on, si es de revolu-

ci�on, es una constante que puede ser o no cero.

3. ai es la distancia m�as corta entre los ejes zi�1 y zi.

Se mide como la distancia a lo largo de la direcci�on

de xi a partir de la intersecci�on de zi�1 y xi hasta

el origen del sistema de coordenadas i��esimo. Para
ejes de articulaci�on que intersectan, ai es cero. No

tiene sentido para articulaciones prism�aticas y se

pone a cero en tal caso.

4. �i es el �angulo que se mide desde el eje zi�1 al zi
sobre el eje xi, de nuevo usando la regla de la ma-

no derecha. Para la mayor��a de los manipuladores

comerciales, �i son m�ultiplos de 90o.

Una vez hecho esto, se de�ne la matriz de Denavit-Hartenberg

como un producto de transformaciones b�asicas:

i
i�1A = Rot(xi; �i)Trans(ai; 0; 0)Trans(0; 0; di)Rot(zi�1; �i)

con

Rot(zi�1; �i)
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A. M�etodo de Denavit-Hartenberg: Matrices de

transformaci�on

rotar un �angulo �i sobre zi�1;

Trans(0; 0; di)

trasladar el origen del sistema de referencia (i�1) una distancia
di;

Trans(ai; 0; 0)

trasladar el origen del sistema de referencia (i�1) una distancia
ai;

Rot(xi; �i)

rotar un �angulo �i sobre xi.

Con lo que se llega a la siguiente matriz:

i
i�1A =

2
664

C�i �C�iS�i S�iS�i aiC�i
S�1 C�iC�i �S�iC�i aiS�i
0 S�i C�i di
0 0 0 1

3
775

la cual relaciona los puntos de�nidos en el sistema de referencia

i con los del sistema de referencia (i� 1).

Finalmente, para un manipulador de n grados de libertad,

la expresi�on para determinar la posici�on del efector (�ultimo

sistema de referencia) con respecto al sistema de coordenadas

de la base, se tienen la siguiente expresi�on:

n
0T = n

0A = 1
0A

2
1A

3
2A � � � n(n�1)A
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Ap�endice B

Discretizaci�on de los

espacios W y C

Sea x un punto de W y q una con�guraci�on de C, para-

metrizados, respectivamente, por x = (x1; x2; � � � ; xn) y q =

(q1; q2; � � � ; qm). En general, n es 2 �o 3, mientras que m de-

pende del n�umero de grados de libertad del robot considerado.

Sobre el intervalo de de�nici�on de cada una de estas coorde-

nadas se distribuyen de manera uniforme un n�umero �nito de

puntos (N). Por ejemplo, si una de las coordenadas de x o de

q es una variable lineal d 2 [a; b], se distribuyen uniformente

N puntos, dando lugar a un vector cuya componente i-�esima

ser��a

a+ i
b� a

N

y si la coordenada es angular � 2 [��; �], ser��a

�� + i
2�

N

Para simpli�car la presentaci�on del m�etodo, se supone que

todas las coordenadas se discretizan con el mismo n�umero de

puntos. Realmente, en la implementaci�on realizada no todas

las coordenadas se discretizan con la misma resoluci�on. Esta

se debe �jar de forma que la representaci�on de los obst�aculos

del robot en ambos espacios, W y C, sea correcta.
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B. Discretizaci�on de los espacios W y C

Se puede utilizar el ��ndice i 2 D, siendo D = f1; � � � ; Ng,
como variable independiente para representar cada uno de los

N puntos que se han distribuido sobre el intervalo de de�ni-

ci�on de cada coordenada de x 2 W o q 2 C. As��, se obtiene

una matriz de dimensi�on N � � � � �N| {z }
n

para un espacio de tra-

bajo de dimensi�on n y otra de dimensi�on N � � � � �N| {z }
m

para el

espacio de las con�guraciones.

B.0.5 Discretizaci�on de las funciones A y B

Las funciones B, A y A0 de�nidas sobre dominios discretos

se denominar�an, respectivamente, B�, A� y A0�. Si se utiliza el

��ndice como variable independiente entonces B�, A� y A0� son

funciones de�nidas sobre D, un subconjunto de los naturales,

y, por tanto, se pueden representar como matrices. Debido a

la propia de�nici�on de B, A y A0, las correspondientes mues-

treadas dan como resultado matrices binarias.

As��, la funci�on B� : D � � � � �D| {z }
n

! R proporciona una

matriz binaria que representa a los obst�aculos en el espacio

de trabajo. Un elemento de esta matriz B� tomar�a un valor

'1'si existe un obst�aculo en la celda que representa dicho ele-

mento, y si no el valor ser�a '0'. De la misma forma, la funci�on

A� : D � � � � �D| {z }
m

�D � � � � �D| {z }
n

! R proporciona una matriz

binaria que representa al robot en una determinada con�gu-

raci�on q en el espacio de trabajo. Mientras que si se utiliza

la funci�on A0� : C 0 �W 0 ! R se obtiene una matriz binaria

que representa al robot en una con�guraci�on q0 en W 0. Cabe

recordar que las funciones A0 se introduc��an para simpli�car el

c�alculo de CB(q). Como se podr�a comprobar con el siguiente

ejemplo se puede reducir adem�as las necesidades de memoria,

ya que las matrices con las que se trabaja son de menor ta-

ma~no.

B.0.6 Discretizaci�on de la funci�on CB

De la misma forma que para las funciones previas, se deno-

mina CB� a la funci�on CB que toma valores sobre el C-espacio
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discreto, y estar��a de�nida por

CB�(qj) =

N�1X
i=0

A�(qj ; xi)B
�(xi) 8qj 2 C; 8xi 2W (B.1)

A partir de ella, la regi�on del C-obst�aculo CBf, que es el sub-

conjunto puntos del C-espacio discreto donde se proyecta el

obst�aculo B, se de�ne como

CBf = fqj 2 C=CB�(qj) > 0g (B.2)

Por tanto, se cumple que un punto del C-espacio discreto es

libre si y s�olo si CB�(qj) = 0.

Si se trabaja con los ��ndices el C-espacio se puede repre-

sentar por una matriz m-dimensional (o por m submatrices

(m� 1)-dimensionales). As��, la funci�on CB� : D � � � � �D| {z }
m

!

R proporciona una matriz que representa a los obst�aculos en

el espacio de trabajo. Un determinado elemento de esta matriz

CB� tomar�a un valor no nulo si el robot en la con�guraci�on

que esa celda representa colisiona con los obst�aculos; o un valor

'0'si es libre.
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El joven Rossum invent�o un trabajador con la

m��nima cantidad de requisitos. Tuvo que simpli�-

carlo. Rechaz�o cualquier cosa que no contribuyera

directamente al progreso del trabajo. Rechaz�o to-

do lo que hace al hombre m�as caro. De hecho, re-

chaz�o al hombre y fabric�o al Robot. Mi querida

se~norita Glory, los Robots no son personas. Mec�ani-

camente son m�as perfectos que nosotros, tienen una

inteligencia enormemente desarrollada, pero no tie-

nen alma. >Ha visto alguna vez c�omo es un Robot

por dentro?

|||||| Karel �Capek,

Rossum's Universal Robots


